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Résumé

Cette mémoire explore le comportement mécanique des poutres en matériaux a gradient fonctionnel
(FGM) a travers une approche numérique basée sur la méthode des éléments finis (MEF). Les FGM,
caractérisés par une variation continue de leurs propriétés mécaniques, offrent des avantages
significatifs dans des applications ou les gradients de température, de rigidité ou de résistance sont

critiques. Les objectifs principaux de cette étude sont :

Développement des éléments finis pour les poutres FGM minces (théorie d'Euler-Bernoulli)
et épaisses (théorie de Timoshenko), en intégrant I'hétérogénéité matérielle.

Analyse des résultats obtenus pour différentes conditions aux limites, élancement

géomeétrique (L/h), et indice de puissance n.

Les résultats montrent que la théorie de Timoshenko est indispensable pour les poutres
épaisses (L/h < 20), tandis que la théorie d'Euler-Bernoulli reste valide pour les poutres
minces. Les FGM présentent une flexibilité accrue avec l'augmentation de l'indice n,
reflétant une transition progressive des propriétés céramiques (rigides) vers métalliques
(ductiles). Cette étude fournit un cadre robuste pour la conception optimisée de structures

FGM dans des domaines tels que I'aérospatial, le génie civil et I'ingénierie mécanique.

Mots-clés : Poutres FGM, Méthode des éléments finis, Théorie d'Euler-Bernoulli, Théorie

de Timoshenko, loi de puissance, gradient fonctionnel.



Abstract

This thesis explores the mechanical behavior of beams made of functionally graded materials
(FGM) using a numerical approach based on the finite element method (FEM). FGMs,
characterized by a continuous variation in their mechanical properties, offer significant
advantages in applications where gradients in temperature, stiffness or strength are critical.

The main objectives of this study are:

1. Development of finite elements for thin (Euler-Bernoulli theory) and thick

(Timoshenko theory) FGM beams, incorporating material heterogeneity.

2. Analysis of the results obtained for different boundary conditions, geometric ratio
(L/h), and power index n.

The results show that Timoshenko's theory is indispensable for thick beams (L/h < 20), while
Euler-Bernoulli's theory remains valid for thin beams. FGMs exhibit increased flexibility with
increasing n-index, reflecting a gradual transition from ceramic (rigid) to metallic (ductile)
properties. This study provides a robust framework for the optimized design of FGM

structures in fields such as aerospace, civil engineering and mechanical engineering.

Key- words: FGM beams, finite element method, Euler-Bernoulli theory, Timoshenko

theory, Power-Law, functionally graded.
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ABDI Wissal | Introduction générale

Introduction Générale :

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) représentent une avancée majeure dans les
sciences des matériaux, combinant les propriétés de deux matériaux distincts (par exemple,
ceramique et métal) en une transition continue. Cette caractéristique permet de résoudre des
problemes liés aux concentrations de contraintes et aux incompatibilités thermomécaniques
dans les structures composites traditionnelles. Particulierement, les structures minces et
épaisses en matériaux a gradient fonctionnel (FGM - Functionally Graded Materials) occupent
une place importante dans les domaines de 1’aérospatial, du génie civil et de la mécanique
avancée en raison de leurs propriétés mécaniques et thermiques graduellement variables. Ces
matériaux, congus pour optimiser la résistance mécanique et la durabilité, présentent des défis
particuliers en modélisation numérique, notamment lorsqu’il s’agit de poutres soumises a des

chargements complexes.

La méthode des éléments finis (MEF) s’impose comme un outil puissant pour I’analyse de ces
structures, permettant de capturer les effets de cisaillement transversal et les variations
graduelles des propriétés matérielles. Cependant, les modeles classiques de poutres (Euler-
Bernoulli, Timoshenko) atteignent leurs limites lorsqu’ils sont appliqués aux FGM, en
particulier dans le cas des poutres épaisses ou les effets de cisaillement et d’inertie rotationnelle

deviennent significatifs.

Dans ce contexte, cette mémoire se concentre sur l'analyse des poutres FGM, éléments
structurels fondamentaux, en utilisant la méthode des éléments finis (MEF). Les défis incluent
la modélisation précise de I'nétérogénéité matérielle et la sélection des théories appropriées
(Euler-Bernoulli pour les poutres minces, Timoshenko pour les poutres épaisses). Les objectifs

spécifiques sont :

a- Adapter les formulations classiques des poutres aux FGM en intégrant des lois de
variation matérielle (puissance, exponentielle, sigmoide).
b- Implémenter des modéles MEF sous MATLAB pour simuler des cas de charge

complexes et valider les résultats avec des références expérimentales et analytiques.

La mémoire est organisée comme suit : aprés une revue bibliographique (Chapitre 1), nous
présenterons les formulations théoriques (Chapitre 2), suivies de la méthodologie des éléments
finis (Chapitre 3), développement et implémentation des poutres FGM minces et épaisses
(Chapitre 4). Les validations numériques et les applications seront discutées dans le Chapitre 5,

avant de conclure par des perspectives de recherche futures.
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Chapitre I : Les matériaux fonctionnellement gradués



ABDI Wissal | Chapitre |

I. 1 Introduction :

Le développement des composites a permis d'associer les propriétés spécifiques de différents
matériaux au sein d'une méme piéce. Toutefois, I'optimisation locale de ces propriétés par
I'assemblage de matériaux durs a la surface de matériaux resistants peut provoquer des
problemes d'interface. Cette transition compositionnelle abrupte peut provoquer une
concentration locale de contraintes. La solution consiste a obtenir une transition continue des
propriétés souhaitées avec un gradient de composition en utilisant un matériau avec un gradient

caractéristique de type « Functionally Graded Material » (FGM).

Les matériaux a gradient fonctionnel (Functionally Graded Materials, FGM) représentent une
classe avancée de matériaux composites dont les propriétés mécaniques, thermiques et
physiques varient graduellement dans une ou plusieurs directions spatiales. Contrairement aux
composites stratifiés classiques, ou les discontinuités aux interfaces peuvent engendrer des
concentrations de contraintes et des défaillances prématurées, les FGM offrent une transition

douce entre leurs constituants, améliorant ainsi la durabilité et les performances structurales.

Le matériau FGM est un matériau macroscopiquement non uniforme. Ils sont généralement
fabriqués a partir d'un mélange de métal et de céramique. Ces types de matériaux ont recu
beaucoup d'attention ces derniéres décennies, car ils permettent de réduire les différences de

propriétés des matériaux et les contraintes thermiques.

Initialement développés pour des applications aérospatiales et nucléaires nécessitant une
résistance simultanée a des chargements thermiques et mécaniques extrémes, les FGM sont
aujourd'hui utilisés dans divers domaines, notamment le génie civil, I’industrie automobile et
les dispositifs biomédicaux. Leur microstructure hétérogene, souvent constituée d’un mélange
graduel entre une phase céramique (résistante a la chaleur et a la corrosion) et une phase
métalliqgue (ductile et résistante mécaniquement), permet d’optimiser localement les

performances en fonction des sollicitations appliquées.

Dans ce chapitre, nous présentons une synthése des connaissances actuelles sur les FGM, en

abordant :
1. Ladefinition et la classification des FGM, incluant leurs procédés de fabrication.
2. Les propriétés mécaniques, avec un focus sur les lois de mélange.

3. Les applications et les défis liés a leur modélisation numérique.

Les matériaux fonctionnellement gradués | 4



ABDI Wissal | Chapitre |

Ce cadre théorique servira de base aux développements ultérieurs, notamment pour la
formulation des ¢léments finis de poutres FGM minces et €paisses, qui fera I’objet des chapitres
suivants. Une compréhension approfondie des propriétés des FGM est essentielle pour proposer

des modeéles numeériques précis et efficaces, adaptés aux exigences des ingénieurs et chercheurs.

1.2 Historique du développement du concept FGM :

Le concept de matériau a gradient fonctionnel (FGM) a été développé par des chercheurs
japonais en 1984. En 1985, un grand nombre de chercheurs issus d'institutions publiques et de
I’industrie ont uni leurs efforts pour créer ce nouveau type de matériau. Leur objectif principal

était de construire 1’enveloppe extérieure d’une navette intercontinentale commerciale.

Le probleme principal a résoudre était le flux de chaleur important frappant la majorité des
surfaces exposées a la friction par 1’air lors de la rentrée d’une navette spatiale dans

I’atmospheére terrestre, et ce, tout en protégeant 1’intérieur contre les surchauffes.

En 1987, le gouvernement japonais a lancé un vaste projet intitulé « Recherche sur la
technologie de base pour le développement de matériaux a gradient de propriétés et étude de la
relaxation des contraintes thermiques ». L’intérét de ce projet est de développer des matériaux
présentant des structures utilisées comme barriére thermique dans les programmes

aérospatiaux.

Les matériaux constituant les parois des engins spatiaux sont en effet appelés a travailler a des
températures de surface de 1 800 °C ainsi qu’a un gradient de température de 1’ordre de 1 300
°C. A cette époque, aucun matériau industriel ne pouvait supporter de telles sollicitations
thermomécaniques. La conception de tels matériaux nécessite de prendre en compte trois

caractéristiques :

- La résistance thermique et la résistance a 1’oxydation a haute température de la couche

superficielle du matériau.
- La ténacité du matériau a basse température.
- La relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

L’idée originale des FGM a été proposée pour ¢laborer un nouveau composite profitant a la fois
des propriétés des céramiques (coté haute température) et des métaux (coté basse température).
A la fin de la premiére étape (1987-1989), Les chercheurs sont parvenus a fabriquer de petites

pieces expérimentales (10 mm d’épaisseur et 30 mm de diameétre) pouvant résister a des
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températures maximales de 2 000 K (température de surface) et a un gradient de température
de 1 000 K.

Dans un deuxiéme temps (1990-1991), ils ont cherché a produire des piéces de plus grande
taille et de formes plus complexes que celles réalisées lors de la premiére étape. Au cours des
années 90, les champs d’application des FGM se sont développés pour les matériaux de
structure fonctionnant a haute température, mais aussi pour d’autres applications

biomécanique, technologie de capteur, optique, etc.

1.3 Définition et concept d'un matériau a gradient de propriéteés :

Un matériau a gradient de propriétés est un type de matériau composite composé de deux ou
plusieurs matériaux ayant des fractions volumiques et des microstructures différentes, mais
congus pour avoir une continuité spatiale des variables. Un FGM est produit en modifiant sans
interruption les fractions de volume dans la direction de I'épaisseur afin d'obtenir un profil bien
défini.

Ces matériaux FGM sont généralement fabriqués a partir d'un mélange de métaux et de
céramique (figure 1.1). Le coté métal est généralement placé dans les zones ou les propriétés
mécaniques, comme la dureté, nécessitent d'étre améliorees, tandis que la céramique, qui
présente une faible conductivité et peut résister a des températures plus élevées, est placée dans

les zones de grand gradient de température.

La plupart des chercheurs emploient trois fonctions pour décrire la variation de la fraction

volumique :
- La fonction de puissance (P-FGM)
- La fonction sigmoide (S-FGM)

- La fonction exponentielle (E-FGM)
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' Ceramic v

—

Metal
Meial & Ceramic FGM

Figure I. 1 : Gradient d'un matériau FGM en céramique et métal.

I.4 Différence entre FGM et les matériaux composites traditionnels :

Un modele simple illustrant les différences entre les matériaux a gradient de propriétés (FGM)
et les matériaux plus conventionnels est présenté sur la (figure 1.2) : (a) un matériau compose,

(b) un matériau relié et (c) un matériau a gradient de propriété.

Le matériau relié présente une frontiere sur I'interface de deux matériaux, tandis que les FGM
présentent d'excellentes caractéristiques qui différent de celles des matériaux plans composes
et reliés. Par conséquent, les FGM suscitent un grand intérét en raison de leurs applications

dans les domaines industriels.

Les FGM ont une double propriété des deux matiéres premieres qui sont mélangées ensemble,

et la distribution composante est graduée sans interruption.

Par exemple, 'un des FGM qui se composent de métal et de céramique présente des
caractéristiques de conductivité thermique et de résistance mécanique pour le métal, ainsi que

de résistivité aux hautes températures pour la céramique.
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Figure 1.2 : Distribution des matériaux. (a) Matériau composé, (b) Matériau relie, (c)
Matériau a gradient de propriété [1] .

1.5 L'intérét d’utilisation des FGM :

Compte tenu de l'intérét porté a la mise sur pied de structures, les conditions fonctionnelles
peuvent varier en fonction des lieux. Dans la plupart des cas, cela impliquera l'utilisation de
matériaux différents pour chaque zone de la structure, ce qui donnera lieu a des interfaces
discrétes partout. Un certain nombre de technologies de fabrication ont été proposées pour le
traitement de la FGM.

Récemment, les concepts de FGM ont suscité l'intérét des scientifiques pour améliorer

I'exécution des systemes géométriquement complexes des structures.[2]

1.6 Avantages et inconvénients des Métal et céramique :

1.6.1 Definition de la céramique
La céramique est obtenue a partir de terres et de roches broyées. Ces matériaux sont

géologiques. Elle est aussi obtenue a partir d'une argile modelée. Cette argile est ensuite cuite
sous haute temperature. Cette transformation est irréversible. Elle fait perdre au matériau sa

plasticité. Ainsi, il ne peut plus se réhydrater.
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1.6.1.1 Les avantages du céramique [3]

Avantages Principaux défis
Dureté exceptionnelle Résistant a l'usure et a I'abrasion
Stabilité thermique Résiste aux températures élevées sans perdre

son intégrité

Isolation électrique Excellents isolants, propriétes diélectriques
adaptées

Inertie chimique Résistant aux attaques chimiques et a la
corrosion

Léger Rapport résistance/poids élevé

Biocompatibilité Non réactif avec les tissus biologiques

Propriétés sur mesure Concu pour la ténacité, la conductivité

thermique/électrique

Limites Fragilité, difficile a usiner

1.6.1.2 Les inconvénients du céramique

Inconvénients Principaux défis

Fragilité et faible résistance a la rupture Susceptible de se fissurer sous l'effet d'une
contrainte ; manque de déformation
plastique.

Densité et structure uniformes Il est difficile d'obtenir des grains fins et sans

pores ; des températures de frittage élevées

sont nécessaires

Codlts de fabrication elevés Nécessite des techniques avancées comme le
pressage a chaud ; la précision augmente les

co(ts.

Flexibilité de conception limitée Difficile a usiner ; le post-traitement ajoute

du temps et des colts

Sensibilité aux chocs thermiques Fissuration due a des changements brusques

de température

Assemblage et intégration Difficile a coller avec les métaux/polymeres

des techniques spécialisées sont nécessaires.
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Préoccupations en matiére d'environnement

et de santé

Les matériaux toxiques et les processus a

haute énergie présentent des risques.

Matiéres premiéres limitées

Dépendance a I'égard de matériaux rares ou

colteux comme la zircone.

Limites de performance

Ne convient pas aux applications de haute

ténacité ou de résistance aux chocs.

Recherche et développement

Obtenir des propriétés idéales reste un défi.

1.6.2 Définition du métal

Les métaux constituent une vaste calasse de matériaux forment une catégorie d'éléments

chimiques caractérisés par leur brillance, leur conductivité électrique et thermique, ainsi que

leur malléabilité. lls jouent un réle central dans notre quotidien, de la construction et de la

fabrication de véhicules a I'électronique et & L’aérospatiale en raison de leurs propriétés

physiques et chimiques favorables.

1.6.2.1 Les avantages du métal [4]

Avantages

Principaux défis

Originalité et style

La polyvalence du métal, qui permet de creer
des formes et des finitions originales, est
rendue possible par les différents procédes

auxquels il peut étre soumis.

Solidité et durabilité

Le métal résiste aux chocs et aux collisions,
ce qui garantit une durabilité considérable

dans le temps.

Design et couleur

Le métal offre de larges possibilités en termes
de formes et de couleurs, ce qui le rend idéal
pour créer des designs personnaliseés.

Hygiéne et propreté

Ce matériau se nettoie facilement, ce qui
garantit les meilleures conditions d'hygiéne

dans I'environnement.

Commodité

Le cycle de remplacement est réduit grace a

sa durabilité.
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Durabilité

Le métal recyclé et recyclable est utilisé par
Dieffebi.

1.6.2.2 Les inconvénients de métal [5]

Inconvénient

Principaux défis

Susceptibilité a la corrosion

Les métaux tels que le fer et l'acier se
corrodent dans les environnements humides
ou chimiques, ce qui entraine un
affaiblissement de la structure et des codts de

maintenance plus éleves.

Densité élevée

Les métaux tels que le fer et l'acier se
corrodent dans les environnements humides
ou chimiques, ce qui affaiblit la structure et
entraine des codts de maintenance plus

élevés.

Conductivité thermique

Une conductivité thermique élevée peut
conduire a une inefficacité énergétique dans

les applications nécessitant une isolation.

Préoccupations environnementales

La déforestation, la pollution et la forte

consommation  d'énergie sont souvent

causées par I'extraction et le traitement des

métaux.

Codt

Les métaux peuvent étre colteux, en
particulier lorsqu'il est nécessaire d'utiliser

des alliages ou des traitements spécialisés.

Conductivité électrique

La conductivité peut présenter des risques
pour la sécurité dans les applications ou une
isolation ou un contréle de [I'électricite

statique est nécessaire.

Difficulté d'usinage

Certains métaux, comme le titane, sont

difficiles a usiner, ce qui a pour conséquence
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d'augmenter les délais et les colts de

production.

Limites esthétiques

En termes de polyvalence esthétique, les
métaux peuvent étre moins performants que
des matériaux tels que le bois ou les
composites.

1.7 Domaines d'application des matériaux a gradients évalués FGM :
Le concept des matériaux a gradient évalué FGM est applicable a de nombreux domaines tels

que les matériaux de construction, les matériaux de conversion d'énergie, l'aéronautique,

I'aérospatiale, le nucléaire et les semi-conducteurs. Ces matériaux présentent ainsi deux

propriétés contradictoires : la conductivite thermique et l'isolation thermique.

Actuellement, ils permettent de produire des matériaux légers, résistants et durables. Les

principaux domaines d'application des FGM sont :

* Génie civil : ponts a poutre en caisson, cheminées, réservoirs de stockage.

» Aéronautique : composants de moteur-fusée, corps d'avions spatiaux.

» Chimique : échangeur de chaleur, tube de chaleur, récipient de réaction.

* Ingénierie : outils de coupe, éléments de moteur.

* L'énergie nucléaire : composante des réacteurs nucléaires, pastilles de combustible.
« Electronique : semi-conducteur & bande graduée, capteurs.

* Optique : fibres optiques, lentilles.

e Conversion d'énergie : générateur thermoélectrique, convertisseur thermoionique,
pile a combustible.

» Matiéres biologiques : implants, peau artificielle, etc.

* Produits en général : matériaux de construction, €léments de voiture, verres de

fenétre.
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1.8 Les différentes lois qui régissent la variation des propriétés matérielles
des matériaux FGM :

1.8.1 Propriétés des matériaux P-FGM
La fraction volumique dans les P-FGM est assurée par une loi de puissance de la forme :

V<z>:(z%) (I-1)

Ou p est un parametre du matériau et h I'épaisseur de la poutre. Une fois que la fraction de
volume local g(z) est définie, les propriétés matérielles d'une poutre P-FGM peuvent étre

déterminees par la loi des mélanges :

E(z)=V(z). E:+[1-V(z)]. E: (1-2)  [6]

]
Ln

Figure 1.3 : Poutre FGM.

Ou E| et E, sont respectivement les propriétés matérielles (modules de Young ou densité) de la surface
inférieure (z = -h/2) et de la surface supérieure (z = h/2) de la poutre FGM. La variation de ces propriétés
dans la direction de 1’épaisseur de la poutre P-FGM est représentée sur la (figure 1.4). 1l apparait
clairement que le module de Young, par exemple, change rapidement pres de la surface inférieure pour

p > 1, et augmente rapidement prés de la surface supérieure pour p < 1.
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Figure I. 4 : La variation du module de Young le long de I’épaisseur d’une poutre P-FGM.

1.8.2 Propriétés des matériaux S-FGM
Lorsqu'une poutre P-FGM, dont la fonction de loi de puissance est d'une simple nature, est

ajoutée a une poutre composite multicouche, les concentrations de contrainte apparaissent a
I'interface des deux matériaux. Par conséquent, Chung et Chi ont défini la fraction de volume
de la poutre FGM en utilisant deux fonctions de loi de puissance afin d'assurer une bonne

répartition des contraintes sur toutes les interfaces.

Les deux fonctions de loi de puissance sont definies par :

h
VJ(Z):I-% <%> P pour 0<z< g (1.4.a)
2
1 EZ h
Va(z)= > P pour -5 SIS 0 (1.4.b)
2

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la poutre S-FGM peut étre calculé
par :
Ez)=Vi(z).E:+[1-Vi(z)] .E: pour 0<z<
E(2)=Va(z).E+[1-Vs(2)].E: pour =% <z<0 (1.5.b)

La figure 1.5 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (1.5.a) et (1.5.b)
correspond a une distribution sigmoide, et cette poutre FGM est appelée « poutre S-FGM ». [6]
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Figure 1. 5 : La variation du module de Young le long de 1’épaisseur d’une poutre S-FGM.

1.8.3 Les propriétés des matériaux E-FGM
Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs utilisent

la fonction exponentielle suivante : [6]
h
E@)=Ae #*2 Avec : A=E: et B=— In = (1.6)

La variation du module de Young est représentée. Elle se fait a travers I'épaisseur de la poutre

E-FGM. Vous la trouverez dans la (figure 1.6).
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Figure I. 5 : La variation du module de Young le long de I’épaisseur d’une poutre E-

FGM.
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1.9 Loi de mélange :

Plusieurs approches sont utilisées pour décrire la variation matérielle des FGM fabriqués a
partir de deux phases de matériaux. En genéral, la plupart de ces approches sont basées sur la
distribution de la fraction volumique plutét que sur I'analyse de microstructures réelles. Deux
types de fraction volumique (variations/gradations) sont couramment utilisés dans la littérature

concernant la plupart des modeles analytiques existants (figure 1.7a).

On suppose une variation continue de la fraction volumique de la céramique ou du métal, et
celle du métal peut étre représentée comme une fonction de coordonnées suivant 1’épaisseur (z)

(figure 1.7Db).

Une variation par morceaux de la fraction volumique de la céramique ou du métal est également
admise, et le FGM est supposé présent avec la méme fraction volumique dans chaque région,

c'est-a-dire une couche quasi-homogene de céramique et de métal (figure 1.7a). [7, 8].

(a) FGM discontinu (b) FGM continu

Figure 1.5 : Matériau a gradient fonctionnel.

Notons que la porosité dans les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) peut étre générée
par plusieurs facteurs, notamment les procédés de fabrication, les différences de coefficients
de dilatation thermique entre les matériaux constitutifs, et la présence d'impuretés dans les
matiéres premieres. De vastes travaux expérimentaux et théoriques ont été entrepris pour
relier I'interaction complexe entre la microstructure et les propriétés mécaniques [9,
10,11,12,13,14 ,15,16,17].

Les matériaux fonctionnellement gradués | 16



ABDI Wissal | Chapitre |

1.10 Conclusion :

Ce chapitre a permis d’introduire les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) en mettant en
lumiére leurs caractéristiques fondamentales, leurs domaines d’utilisation, et leur histoire et
leur développement. Contrairement aux matériaux composites traditionnels, les FGM offrent
une transition progressive de leurs propriétés, éliminant les discontinuités responsables de
concentrations de contraintes et améliorant ainsi la durabilité des structures sous sollicitations

thermomécaniques séveres.

Les différentes lois de mélange et approches micromécaniques discutées fournissent un cadre

théorique essentiel pour la modélisation des propriétés effectives de ces matériaux.

Les applications des FGM dans des secteurs critiques comme 1’aérospatial, le génie nucléaire
et le biomédical soulignent leur importance technologique. Toutefois, leur modélisation
efficace nécessite une prise en compte rigoureuse de 1’hétérogénéité graduelle, ce qui

influencera directement les développements présentés dans les chapitres suivants.

Dans cette optique, le prochain chapitre s’attachera a établir les modéles théoriques des
poutres FGM (minces et épaisses), en intégrant les effets du gradient fonctionnel dans les

équations gouvernantes.
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1.1 Introduction :

Le terme « poutre » fait référence a un élément dont la longueur est importante en
comparaison aux dimensions transversales. Une poutre est un composant structurel
fréquemment utilisé dans le génie civil. Toutefois, I'application du modele des poutres est

possible pour une variété de piéces, a condition qu'elles soient conformes a certaines normes.

Les poutres constituent des éléments structuraux fondamentaux en ingénierie, largement
utilisés dans diverses applications, des constructions civiles aux systemes aérospatiaux. Leur
modélisation précise est essentielle pour prédire leur comportement sous différentes
sollicitations mécaniques et thermiques. Plusieurs théories ont été développées au fil des ans
pour décrire le comportement des poutres, chacune avec ses hypothéses et son domaine de
validité.

Dans le cas des matériaux a gradient fonctionnel (FGM), ou les propriétés varient
continiment dans I’épaisseur ou la longueur, le choix de la théorie des poutres adaptée devient
crucial. Les mode¢les classiques, tels que la théorie d’Euler-Bernoulli (valable pour les poutres
minces) et celle de Timoshenko (adaptée aux poutres epaisses en tenant compte du cisaillement
transverse), doivent étre revisités pour intégrer I’hétérogénéité des FGM. De plus, des théories
d’ordre supérieur (comme celles de Reddy ou de Levinson) peuvent étre nécessaires pour

capturer avec précision les effets de gradients matériels et les déformations complexes.

L’objectif de ce chapitre est de présenter une analyse critique des principales théories des
poutres, en mettant 1’accent sur leurs formulations mathématiques, leurs hypothéses

fondamentales et leurs limites, notamment dans le contexte des FGM. Nous examinerons:
1. La théorie classique d’Euler-Bernoulli et son application aux poutres minces.

2. La théorie de Timoshenko, qui inclut les effets de cisaillement transverse pour les

poutres épaisses.

3. Les théories d’ordre supérieur, qui améliorent la précision dans la modélisation des
poutres FGM.

Ce cadre théorique servira de base au développement, dans les chapitres suivants, des éléments

finis adaptés aux poutres FGM minces et épaisses.
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11.2 Historique de la théorie des poutres :

Galilée est généralement crédité de la théorie des poutres, cependant, des recherches récentes
suggerent que Léonard De Vinci l'aurait avancé. De Vinci avait presumé que la déformation
changeait de facon linéaire lorsqu'on s'éloignait de la surface neutre, cependant, il n'a pas réussi
a finaliser ses calcule car il ignore la loi de Hooke. Quant a Galilée, il avait fondé son hypothese
sur une supposition erronée (il pensait que la contrainte était distribuée de maniere uniforme en

flexion), c'est Antoine Parent qui a établi la répartition exacte.

Leonard Euler et Jacques Bernoulli ont formulé la premiére théorie applicable vers les annéees
1750, tandis que Daniel Bernoulli, le petit-neveu de ce dernier, a fait I'équation différentielle
pour I'étude des vibrations. A cette époque, le génie civil n'était pas encore établi comme une
discipline distincte. Identifié comme une discipline scientifique, on ne croyait cependant pas
que les recherches de I'académie des mathématiques pouvaient avoir des applications concretes.
On persista donc a construire les ponts et les édifices de maniére empirique. C'est seulement au
X1Xe siecle, grace a des constructions comme la Tour Eiffel et les grandes roues, que I'on a pu

prouver la validité de cette théorie a grande échelle [18].

11.3 Définition d’une poutre :

Une poutre est un élément de structure horizontal ou en pente utilisé dans la construction de
structure pour supporter des charges verticales. Les poutres sont généralement en bois, acier,
béton armé ou matériaux avancés, et trouver une utilisation étendue dans la construction de

batiments, ponts, structures Génie civil et autres constructions [19].

11.4 Avantages et Inconvénients des poutres :

Les poutres possédent une liste d’avantages et d’inconvénients en fonction de leur application :
P Avantages

e Résistance structurelle : Les poutres sont congues pour supporter des charges lourdes et
répartir le poids de maniére efficace. Cela les rend idéales pour les structures de
construction.

e Souplesse de conception : Ils peuvent étre fabriqués dans différentes formes et tailles
pour s’adapter a divers types des batiments et les styles architecturaux.

e Durabilité : Faites de matériaux tels que le bois, I’acier ou le béton, les poutres sont

généralement lls préferent choisi en raison de leur durabilité et la résistance aux
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éléments et le temps. Les poutres sont utilisées pour soutenir les toits et les planchers
des batiments, fournissant une structure stable et solide.

e FEconomies : En utilisant des poutres, les constructeurs peuvent réduire le besoin de
supports supplémentaires, ce qui peut réduire les colts de construction.

e Facilit¢ d’installation : Ils peuvent étre assez faciles a installer, surtout s’ils sont
préfabriqués ou préfabriqués.

P Inconvénients

e Poids : Les poutres sont souvent trés lourdes, un facteur important a prendre en compte
lors de I’installation.

e Encombrement : Dans certains cas, les poutres peuvent occuper plus d’espace que
d’autres options de construction, ce qui peut restreindre la conception de 1’espace.

e Résistance aux intempéries : Les quelques poutres en bois sont susceptibles d’étre
fragiles aux intempéries et a la pourriture et nécessiteront une protection et un entretien
spécifique.

e Co0t initial : Bien qu’ils soient souvent bon marché a long terme, les colts de
fabrication et d’installation initiale de ces poutres peuvent étre relativement €levés, en
particulier pour les matériaux de haute qualité.

e Besoin de support : Dans certains cas, les poutres peuvent bénéficier d’un soutien
supplémentaire pour soutenir leur intégrité structurelle, ce qui peut ajouter de la
complexité et des codts de construction. Globalement, les poutres jouent un réle

fondamental dans la construction en fournissant résistance, flexibilité et durabilité

1.5 Le Réle de la poutre :
Les objectifs de la conception et de I'utilisation d'une poutre dépendent du contexte dans lequel

elle est utilisée, mais en général, voici quelques-uns des objectifs principaux :

- support de charge : les poutres sont souvent employées pour des charges, qu'il s'agisse des

batiments, des ponts, des structures industrielles, etc.

- Distribution des charges : les poutres favorisent la répartition égale des charges sur une plus

vaste surface et réduisent ainsi les contraintes et les risques de déformation excessive.

- rigidité structurelle : les poutres appuient leur rigidité et leur stabilité sur la structure en se

déchargeant des forces appliquées et en réduisant au minimum les déformations indésirables.
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- économie de matériaux : le design efficace des poutres permet d'utiliser le moins de matériau

possible pour des performances optimales.

- durabilité : les poutres sont congues pour supporter les charges et les contraintes
environnementales de maniére prolongée, contribuant ainsi a la durabilité globale de la

structure.

- facilité de construction : elles doivent étre congues pour étre fabriquées, transportées et
installées efficacement sur le chantier, tout en répondant aux normes de sécurité et de qualité.

Selon I'application spécifique, la résistance au feu, la résistance aux séismes, etc. [19]

11.6 Les Types de poutres :
Les poutres peuvent généralement étre classées comme sulit :

eles poutre en acier : Utilisés dans les grands batiments, les batiments commerces et
industriels.  Les poutres en  acier ontune résistance et  durabilité inégalées et

supporter des charges fortes.

eLes poutre en béton armé : Trés couramment utilisés dans les batiments d'habitation et
commerciaux. Il est caractérisé par une résistance forte et résistance aux influences
environnementales et facteurs extérieurs.

e Les poutre en bois : Sont utilisées en batiments d'habitation et batiments légéres. Le bois
est malgré tout résistant, malléable et renouvelable facilement.

e Les poutre en acier inoxydable : Utilisées en applications ou les matériaux sont exposeés a la
corrosion, comme aux environnements cotiers ou I'industrie chimique.

eL_es poutre épaisse en acier : Sont employées dans les

batiments industriels et des grandes constructions commerciales. Ces

poutres sont caractérisées par leur grande résistance ainsi que la capacité de résister aux fortes
pressions.

e Les poutres épaisses en bois : Utilisées dans les batiments de nature traditionnelle ou
rustique, et parfois dans des grosses structures en bois comme les batiments industriels 1égers.
Il se reconnait par sa longévité, son apparence et par sa capacité de supporter

de fortes charges.

e Les poutres épaisses en béton armé : Ce sont des poutres définies par une largeur plus
grande que leur hauteur. Ces poutres sont utilisées dans des applications qui nécessitent

une forte distribution des charges et un support rigide pour les autres composants de la
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structure. Les poutres épaisses sont favorisées dans les structures qui nécessitent une

résistance a la flexion importante [20].

e Les poutres composites : L’analyse d'une structure composite est plus compliquée que
celle d'une structure en matériaux conventionnels, tels que les métaux par exemple. C'est
attribué a I'anisotropie marquée des caractéristiques mécaniques du matériau initial, tant en
termes de rigidite [21].

qui sont centrées sur l'orientation des fibres et qui résistent. Le développement d'une étude sur
le comportement des poutres est crucial, d'un cété pour l'utilisation des poutres en tant que
composants fondamentaux dans la construction des structures, de I'autre pour la détermination
des caractéristiques mécaniques des matériaux composites. Ceci est réalisé a travers diverses

expéerimentations réalisées sur des échantillons de poutres.

e Les poutre en FGM : Un matériau a gradient de propriétés est un type de matériau composite
composé de deux ou plusieurs matériaux ayant des fractions volumiques et des microstructures
différentes, mais congus pour avoir une continuité spatiale des variables. Un FGM est produit
en modifiant sans interruption les fractions de volume dans la direction de I'épaisseur afin

d'obtenir un profil bien défini.

1.7 La différence entre les poutres minces et les poutres épaisses:

e Dimensions et conception

- Poutres minces : Se définissent par un rapport plus largeur/ hauteur (L/h) comme suit :
L/h > 20.

- Poutres épaisses : Se définissent par un rapport largeur/ hauteur (L/h) comme suit :
4<L/h <20.

e Applications :

Les poutres sont congues pour résister a des charges transversales ponctuelles et réparties.
IIs présentent une forte résistance aux flexions et minimisent les déformations de
flexion efficacement.
- poutres minces : utilisées d'habitude dans les immeubles qui doivent acquérir en espace
vertical ou diminuer la courbure.

-Poutres épaisses : employées dans les immeubles industriels, les entrep6ts et les
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installations demandant un grand épanouissement des charges sur des grands plans.[20]

eMatériaux et coit :

- poutres minces : normalement en composants des mateériels plus résistants
et colteux de par des besoins élaborés des composantes imaginables et des ingénieries.
-Poutres épaisses : ils peuvent étre faits d'une variété élevée de matériels. lls comportent le

béton et le fer et sont ordinairement moins co(teux.

11.8 Les différentes théories des poutres :
La théorie des poutres est applicable aux solides élancés (généralement, les prismes dont la

longueur est dix fois la plus grande dimension transversale). Dans les cas ou il n'est pas possible
de déterminer la solution précise pour les champs de contrainte et de déformation, elle Cela
permet d'obtenir une solution approximative, qui fournit une idée générale sur les efforts et les

déplacements.

11.8.1Théoreme d'Euler Bernoulli (Classical Beam Theory - CBT)
L'hypothése de Bernoulli permet de négliger le cisaillement dans le cas de la flexion : le risque

de rupture est alors d0 a I'extension des fibres situées a I'extérieur de la poutre et la fleche est
due au moment fléchissant. L'équation différentielle régissant le comportement élastique

linaire de la poutre est basée sur :
- Au cours de la déformation, les sections droites restent perpendiculaires a la courbe moyenne.

- les sections droites restent planes selon Navier-Bernoulli (pas de gauchissement).

wix) [

Y T I T/ /%; r T :r [—______ a b ________ff’}

e i

'

(a) poutre non déformée sous charge w (x)  (b) poutre déformée en raison du chargement

applique
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w(x)

M
| 2 | M +dM
3 L ]
dx

v =~ Y+ 4V

(c) élément différentiel de poutre.

Figure 11.1 : Poutre sous charge distribuée.

L'hypothese de Bernoulli n'est pas valable pour les poutres courtes, car ces dernieres sont hors
des limites de validité du modéle de poutre, & savoir que la dimension des sections doit étre
petite devant la longueur de la courbe moyenne. Ceci est illustré dans la (figure 11.4), ou un plan
par la ligne verticale a-c (figure 11.4 (a)) est perpendiculaire a I'axe longitudinal x avant la
flexion, et ce méme plan par a-c (tournant a travers lI'angle 6 dans la figure 11.4 (b)) reste
perpendiculaire a I'axe x courbé apres la flexion. Cela ne se produit en pratique que lorsqu’un

moment constant existe dans la poutre.
L'équation différentielle est dérivée comme suit:

Considérons la poutre représentée sur la (figure 11.4) soumises a un chargement distribué w(x)
(force / longueur). D’apres 1'équilibre de la force et du moment d'un élément différentiel de la

poutre, montré a la (figure 11.4 (c)), nous avons :
SFy=0: V-(V+dV) —((x)dr=0 (11.1.13)
En simplifiant I'équation (11.1.1a), on obtient

~wdr-dV=0  ou w=—" (11.1.1b)
SM2 =0 ~ v+ dM+m2)dx S =0 ou V=" (11.1.1c).

La forme finale de I'équation (I1.1.1(c)), reliant la force de cisaillement au moment de flexion,
est obtenue en divisant I'équation gauche par dx puis en prenant la limite de I'équation lorsque

dx= 0. Le terme w(x) disparait alors.

En outre, la courbure « de la poutre est liée au moment par

k=242 (11.1.1d)

M
p EI
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p est le rayon de courbure comme indiqué dans la figure 11-5 b, v est la fonction de déplacement
transversal dans la direction y (voir figure 11-5( a)), E est le module d'élasticité et | est le moment
d'inertie suivront I'axe z (ou I'axe z soit perpendiculaire aux axes x et y). (I = bh¥ 12 pour une
section transversale rectangulaire base b et de la hauteur h indiquée sur la (figure 11-5 (c))

La courbure pour petites rotations #=dv / dx est :

_d*
dx?

K (I1.1.1¢)

En remplacant I'équation (11.1.1e) dans (11.1.1d), nous obtenons

v _M (11.1.1f)

dx*  EI

On résoudra I'équation (11.1.1f) pour M et en remplacant ce résultat en (11.1.1c) et (11.1.1b), on

obtient

EI£2=0 (11.1.1h)

o

wix)
--'—"'-_
v(x)
R S— i
} x I oix)

a) Partie de courbure de la poutre b) Rayon de courbure a v(x)

|
l

— 5 ——

C) Section rectangulaire

Figure 11.2 : Déformation d’une poutre en flexion.
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On sait bien que la théorie d'Euler-Bernoulli repose sur la théorie élémentaire de flexion des
poutres qui ne prennent pas en compte les effets de la déformation par cisaillement.
On sait aussi qu'elle ne s'applique qu'aux poutres de faible épaisseur/longueur.
Avec cette méthode, le nombre d'équations n'est pas lié au nombre de couches, car la poutre
multicouche est homogénéisée et donc traitte comme une seule couche.
Cette théorie repose sur I'nypothese que les déformations liées au cisaillement transversal sont
ignorées (absence de cisaillement sur la hauteur de la poutre). La section se maintient

perpendiculairement a la ligne centrale de la poutre et reste plane.

Selon la théorie classique des poutres et pour les poutres élancées, le déplacement d'un point M

est déterminé par les deux éléments suivants :

u(x, z) = ul(x) — z.w%(2)
w(x,z) = wo(x)

(11.2.1)

WMF{

vy

Figure I1. 3 : Cinématique d'Euler Bernoulli [22].

U (x, 2) : C'est le déplacement suivant X et W (x, z) est le déplacement dans la direction de Z ou

bien la fleche.
g =LV 11.2.2
T dx? ( o )

11.8.2 Théoréme de Timoshenko (FSDBT)
Théoreme de Timoshenko s'applique pour des poutres courtes, il s'appuie sur le principe ; que

la section plane reste plane mais n'est pas perpendiculaire a la ligne moyenne de la poutre
(Figure 11.7).
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dx

B(x)
v o(%)
L:::=ﬂ="j!\ 14_+3ﬁ4
(ﬁ_ V+ EL_ ' ar
() ox

Lt

Figure I1. 4 : Elément de la poutre de Timoshenko montrant une déformation de cisaillement
[23].

La théorie de la poutre avec déformation due au cisaillement est dérivée comme suit : la
déformation par cisaillement (déformation due a la force du cisaillement V) est incluse. En se
référant aux figures 4-6, on observe une section d'une poutre de longueur différentielle dx avec
une section transversale supposeée rester plane mais non plus perpendiculaire a I'axe neutre (axe
X) en raison de l'inclusion de la force de cisaillement entrainant une rotation indiquée par le
terme b. La courbure totale de la poutre dans un point x est composée de deux parties, I'une
provoquée par la flexion et l'autre par la force de cisaillement, de sorte que la rotation de la

courbure au point x est donnée par :

dv

E:H(x) + £ (x) (1.3.1a)

La rotation due au moment de flexion et a la force transversale de cisaillement est donnée par
les fonctions &x) et A(x).

Nous supposons que la courbure est linéaire et que la pente (courbure angulaire) est tres faible.

La relation entre le moment de flexion et la déformation de flexion (courbure) est la suivante :

dao(x)
dx

M(x)=EI (11.3.1b)

La relation entre la force de cisaillement et la déformation due & ce méme cisaillement est

donnée par :

V(x)=k AGA(X) (11.3.1¢)
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La différence entre dv/dx et & représente la déformation du cisaillement Yay (= pP) de la poutre.
== -0 (11.3.1d)

Soit I'elément différentiel de la (figure 11-4 (c)) et les équations correspondantes. (I11.1.1(b)) et
(11.1.1(c)) obtenues en sommant les forces transversales, puis en additionnant les moments de
flexion. Nous remplagons maintenant I'équation (11.3.1(c)) pour V et I’équation (I1.3.1(b)) pour
M dans les équations. (I11.1.1(b)) et (I1.1.1(c)) avec B de I'équation (11.3.1(a)) pour obtenir les

deux équations différentielles suivantes :

L kg AGB(x) 20 =-w 11.3.1e
ax s B(x) P (11.3.1e)
d de dv ,

—El—+ ks AGS —-0=0 (1.3.11)

La théorie de Timoshenko est plus générale et plus riche que la théorie classique des poutres.
Pour des poutres épaisses, les solutions de la théorie classique sont entachées d'erreurs au
voisinage de supports et de zone de concentrations de contrainte.

C'est une conséquence du cisaillement transversal, découverte par Timoshenko, sur I'épaisseur
de la poutre. Cette théorie est analogue a la théorie de "Reissner-Mindlin™ dans le cas des
plaques épaisses. Dans le cas ou nous avons un élan faible, I'effet du cisaillement devient plus

important sur la déformée.

Les déformations dues au cisaillement transversal ne sont pas négligées. C'est la théorie de

premier ordre (FSDBT). Le déplacement d'aprés Timoshenko s'écrit comme suit :

u(x,z) = u’(x) — z.w,°(2) + z.y°,, (%)
w(x,z) = wo(x)

WMF{ (11.4)

¥°xz :C’est la distorsion ou la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.

Tel que :

Vorz ()= wy"(x) -2° (x) (I11.5)

2°(x) : Etant la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.
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Figure I11.5 : Cinématique de Timoshenko [24].

Par définition, la distorsion est donnée par la relation suivante :

V°xz=3—;‘ + aa—:: w2 (x) +y° (%) + w°(x) (11.6)
Y0xz=Y 5z (X) (I1.7)

La contrainte de cisaillement est égale a :

Taz = Gxz.Yez=Gxz - V'xz (1.8)
Gyy: est le module de cisaillement transversal qui est supposé constant.

Avec cette théorie, les contraintes tangentielles de cisaillement sont constantes et uniformes sur
toute I'épaisseur de la poutre ; cela signifie qu'elles existent méme sur ses bords supérieurs et

inférieurs, alors qu'il n'y a pourtant aucun chargement induisant le cisaillement.

Cette contradiction mene a introduire des coefficients permettant de corriger et de maintenir les
contraintes et les déformations du cisaillement transversales constantes a travers I’épaisseur de
la poutre. Ce facteur a été calculé pour différentes sections de poutres par Mindlin et
Deresiewicz. Cowper et Murty ont donné de nouvelles expressions de ce coefficient pour

différentes sections de la poutre.

La non nullité des contraintes tangentielles sur les bords extrémes de la poutre et I'introduction
de coefficients de correction du cisaillement ont incité d'autres chercheurs a chercher une autre

théorie pouvant prendre en compte ces facteurs : c'est la « théorie d'ordre élevé ».[25]

11.8.3Théorie d'Ordre Eleve
Selon cette théorie, la distribution des champs de déeplacement présente une non-linéarité en

fonction de I'épaisseur de la poutre. Elle est plus précise que la théorie du premier ordre car elle
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integre une fonction prenant en compte le phénomene de « gauchissement ». Ce phénomene
se manifeste lorsque la section transversale de la poutre devient non plane (figure 11.9).
La fonction #(z) illustre le biais, tandis que sa dérivée #’(z) dénote le cisaillement.

Figure 11.6 : Cinématique de la Théorie d'Ordre Elevé [24].

Dans ce cas, le champ de déplacement devient :

U(m)z{u(x» z) = u%;)(;, ZZ;Mi j}(gf()x;r (2)yxz°(x) (11.9)
Ve (=22 + S2=-wf (X)), (x) + w(¥) (11.10)
Yz (X)= 7(2) Y5z (X) (11.11)

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles aux extrémités de la poutre, on doit avoir :
v’(2)|Z=xh/2=0 (1.12)

C'est cette condition qui permet d'obtenir une répartition parabolique des contraintes de
cisaillement sur I'épaisseur de la poutre, et de choisir correctement les fonctions cubiques

répondant a cette condition.

Selon I'expression de la fonction de gauchissement w(z), plusieurs modéles sont présentés dans

la littérature sur les poutres en FGM :
1-) Le modele Euler-Bernoulli (la théorie des poutres classiques) (CBT) :

P(z)=0 (11.13)
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2-) Le modele de Timoshenko ou bien la théorie du premier ordre (FSDBT) :

Piz)=z (11.14)

3-) Le modele de puissance avec l'approche de (PSDBT) [25] :

V()= z (1-2) (11.15)

4-) Le modeéle exponentiel proposé par (ESDBT) :

V() —ze 2@’ (11.16)

5-) Le modeéle trigonométrique :

W(z) == sin™> (11.17)

h : est I'épaisseur de la poutre.

11.9 Conclusion :
Ce chapitre a permis de passer en revue les principales théories des poutres, depuis les modéles
les plus simples (Euler-Bernoulli) jusqu’aux formulations plus avancées (Timoshenko et

théories d’ordre supérieur), en soulignant leurs hypothéses, leurs avantages et leurs limites.

La théorie d’Euler-Bernoulli, bien que simple et efficace pour les poutres minces, néglige les
effets de cisaillement, ce qui la rend inadaptée aux poutres épaisses ou aux structures soumises
a des chargements complexes. La théorie de Timoshenko, en revanche, intégre ces effets et
offre une meilleure précision pour les poutres épaisses. Les théories d’ordre supérieur, bien que
plus complexes, permettent une modélisation plus fine des contraintes et déformations, ce qui
peut s’avérer indispensable pour certains cas de chargement ou pour des géométries

particuliéres.
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Les enseignements tirés de ce chapitre guideront les développements ultérieurs, notamment la
formulation des eéléments finis adaptés aux poutres FGM. Le choix de la théorie appropriee
dépendra des conditions aux limites, des rapports d’élancement et des propriétés matérielles
graduelles. Dans le prochain chapitre, nous aborderons la méthode des éléments finis appliquée
aux poutres FGM, en nous appuyant sur les modéles théoriques présentes ici pour établir des

formulations robustes et précises.
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I11.1 Introduction :

La méthode des éléments finis (MEF) s'est imposée comme un outil numérique incontournable
pour l'analyse des structures, offrant une grande flexibilité dans la modélisation de géométries,
chargements, et comportements complexes. Dans le contexte des poutres, qu'elles soient minces
Ou épaisses, isotropes ou a gradient fonctionnel (FGM), la MEF permet de résoudre
efficacement les problémes de mécanique des structures en discrétisant le domaine continu en

éléments finis interconnectés.

Ce chapitre présente la formulation des éléments poutres dans le cadre de la MEF, en
considérant des matériaux isotropes classiques. Pour les poutres isotropes, les formulations
standards basées sur les théories d'Euler-Bernoulli (poutres minces) et de Timoshenko (poutres

épaisses) sont bien établies.
Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

1. Présenter la formulation générale des éléments poutres dans le cadre de la MEF, en

incluant les matrices de rigidité pour les modéles minces et épais.

2. Aborder les aspects pratiques d'implémentation, tels que l'intégration et I'assemblage

des matrices globales.

Ce chapitre servira de base pour les développements numériques présentés dans le chapitre

suivant, ou des études de cas permettront de valider les formulations proposées.

111.2 Méthode des eléments finis :
Les éléments finis apparu aux années 60, quand on avait besoin d'obtenir des

méthodes capables de résoudre problemes de calcul et de mathématiques complexes, et plus

précisement dans les domaines de I'ingénierie, de la physique et de I'astronomie.

Les éléments finis émergérent au fil des temps avec les progrés des mathématiques et de

I'informatique. 1l s'évolua ensuite pour s'appliquer a des champs plus larges tels que la
conception technique et la recherche scientifique, et
est maintenant un élément intégrant plusieurs applications technologiques et

techniques tels que la conception de structure, I'analyse de transfert de chaleur, les prévisions
météorologiques, etc.
Les logiciels et logiciels informatiques ont mieux évolué pour rendre plus facile l'utilisation

d'éléments finis, aboutissant a des applications plus vastes et plus complexes, comme la
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modélisation et la simulation dans les plusieurs domaines comme le génie civil et mécanique,

la thermodynamique, la dynamique des fluides, etc.

I11.3 Pourquoi avoir choisi MEF ?
Les Procédés de calcul et le Principe d'analysé sont fondés sur le calcul manuel, I'expérience ou

le calcul automatisé et la simulation informatique.

La meéthode de simulation informatique la plus répandue parmi les ingénieurs
est nommée MEF, Il SAGIT D'une méthode a prédominance numerique dans laquelle les
équations gouvernantes (systemes d’équations différentielles) sont
différentielles Formulés en forme matricielle, ce qui convient trés bien aux solveurs

informatiques automatiques.

Il est inclus dans toutes les applications logicielles commerciales pour calculer les structures

d'interface utilisateur graphique (GUI).

111.4 1dée de base de la méthode des éléments finis :

La méthode des éléments finis est une technique analytique utilisée en génie des structures et
pour résoudre des problémes liés a 1’analyse globale des structures. La méthode est basée sur
la division de la structure en petits éléments de taille limitée, puis sur le calcul des effets et des
interactions au sein de chaque élément et sur les limites entre les éléments. Cette approche
permet d’estimer le comportement général de la structure et d’analyser les effets qui peuvent

lui étre appliqués du fait de forces extérieures ou de conditions aux limites.

111.5 Domaines d'application du MEF :
Les trois Principes principaux Domaines d'application du MEF sont :

e Probléemes d'équilibre et de statistiques : ou le comportement du systéeme
ne changement pas avec le temps.

e Problémes de dynamique et de stabilité : ils sont des Développements de problemes
d'équilibre ou sont calculées des valeurs spécifiques ou critiques de paramétres

spécifiques.

e Problémes de propagation :ilssont des problémes dans des phénoménes dont

le comportement dépend d'une facture temporelle. [26]
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11.6 Avantages et inconvénients de la MEF :
Dans le génie civil, les éléments finis est une technique d'analyser appliquée a 1’étude
du Comportement des structures et systemes d'ingénierie complexes.

-- Les avantages des éléments finis dans ce sont :
e Assurer la précision :

Les éléments finis permettent d'analyser les structures peut étre décomposé en petits éléments
pour

les Déformations et les Forces sont calculés de maniere spécifique.
e Economisez I'efficacité des calculs :

Les élements finis peuvent étre utilisés pour calculer efficacement les Déformations et
les effets de charger dans des structures complexes, économisant ainsi du temps et des efforts

dans le processus d'analyser.
o Fournir des informations détaillées sur les déformations :

Les élements finis peuvent fournir des informations détaillées sur les déformations des

structures, ce qui permet de comprendre leur comportement et d'améliorer leur conception.
e Permettre ’analyse de structures complexes :

Les éléments finis permettent ’analyse de structures complexes qui sont traditionnellement
difficiles a analyser, ce qui aide a concevoir des structures plus efficaces et plus sdres.

e Offre la possibilité d’améliorer la conception :

En analysant les structures a I’aide d’éléments finis, la conception peut étre continuellement
dusse ment améliorée en donnant des Renseignements sur les performances, les déformations

et les contraintes [27].
-- Les inconvénients des éléments finis en cette occurrence sont :
e Dépendance des résultats en fonction de la Maillage :

Les résultats peuvent étre sensibles a la partition du maillage, ce qui obliger une attention
Particuliére verser I'analyse du maillage etalasélectionde la taille des éléments.

e Colt en temps et en effort :
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La préparation et Analyse d'un modéle peuventconsommer beaucoup de temps et
d'Efforts particulierement verser des Systemes compliques.

e Estimation des erreurs :

Il SE peut que I’estimation de I'exactitude du résultat soit difficile, en particulier dans
des Situations ou le modéle est extrémement compliqué.

o Sensibilité aux conditions aux limites :

Les conditions Donneées aux limites peuvent exercer ONU role signification sur les résultats.

o Nécessité de vérificatif des résultats :

Les résultats résultant de I'analysé par éléments finis peuvent nécessiter une vérification

par des tests expérimentaux.

En résumé, les éléments finis du génie civil fournissent des outils puissants pour analyser et
concevoir des structures de maniére précise et efficace, aidant ainsi a développer des projets

d’ingénierie srs et durables.

11.7 Application de la méthode des éléments finis :
La méthode des éléments finis est basée sur le décomposé du domaine physique
a prendre en considération en plusieurs sous domaines appelés éléments finis, Ne

pas les tailles sont non infinitésimales.

Dans racoleur élément, la solution voulue est appromatisée par des polynémes simples, puis le

domaine est reconstituent assemblant tous les éléments [28].

e Etape 1 : Formulation des équations gouvernantes et des conditions aux limites.
e Etape 2 : Division du domaine en éléments finis.

e Etape 3 : Approximation de la solution dans chaque élément.

e Etape 4 : Assemblage des éléments et application des conditions aux limites.

e Etape 5 : Résolution du systéme global.
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111.8 Formes classiques d’éléments :

Il existe de nombreuses formes d’éléments classique qui correspondent a des sphéres a une,
deux ou trois dimensions, Chaque type d'élément un été identifié par un nom qui indique sa
forme et la quantité géométrique de Nodules constituant I'élément.
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e Eléments a une dimension

- - e — B i

Linéaire (2) Cubique (4)

Quadratique (3)

Eléments a deux dimensions triangulaires

< s N/

Linéaire (3) Quadratique (6) Cubique (9)

e Eléments a deux dimensions quadrangulaires

1 = /7

Linéaire (4) Quadratique (8) Cubique (12)

e Eléments a trois dimensions tétraédriques

Linéaire (4) Quadratique (10) Cubique (16)

e Eléments a trois dimensions hexaédriques (briques)

=1 &=

Linéaire (8) Quadratique (20) Cubique (32)
Linéaire (6) Quadratique (15) Cubique (24)

Figure 111.4 : Formes classiques d’éléments.
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111.9 Formulation de I’élément fini poutre de Bernoulli (poutre mince) :
Dans ce chapitre on développe la matrice de rigidité pour un élément de poutre travaillent en
flexion. Nous allons maintenant suivre les étapes nécessaires pour développer la matrice de

rigidité d'un élément de poutre, puis illustrer des solutions complétes pour les poutres.

F 3
v

Figure 111.5 : EIément de poutre mince.

Une poutre est un élément structurel généralement long et mince soumis a une charge
transversale qui produit des effets de flexion importants par rapport a des effets de torsion ou
axiaux. Cette déformation de flexion est mesurée comme un déplacement transversal et une
rotation. Dans ce sens, les degrés de liberté nodaux considérés sont un déplacement transversal

et une rotation.

Soit le nceud de poutre décrit dans la (figure 111.6). La poutre a une longueur L avec des
coordonnées locales axiales x et des coordonnées locales transversales y. Les deplacements
nodaux transversaux dans le repére local sont les vi et les rotations les 6;. Les forces nodales

locales sont les f;,, et les moments de flexion par mi comme montré dans la (figure 111.7) et

(111.4) Nous négligeons tout d'abord tous les effets des forces axiales.

¢'1<m|’/l-’ ) * ’5 ﬂ'lj,ﬁz

Jipm Sapv
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Figure 111.8 : EIément poutre avec des déplacements, des rotations, des forces, et des
moments nodaux positifs.

Figure 111. 9 : Conventions de signe pour les forces de cisaillement et les moments de
flexion.

Dans tous les neeuds, les conventions de signes suivantes sont utilisées :

1. Les moments sont positifs dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.
2. Les rotations sont positives dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.
3. Les forces sont positives dans la direction positive.

4. Les déplacements sont positifs dans la direction positive de y.

La figure I11.4_ indique les conventions de signes utilisées dans la théorie de la poutre pour les

forces de cisaillement positives V et les moments de flexion m.

111.9.1 Approximation du champ de déplacement
Supposons que la variation de déplacement transversal a travers la longueur de I'élément est

égale a :
v(X)=a;x°+a,x* +azx+a, (111.1.2)

La fonction de déplacement cubique Eq. (111.1.1) est appropriée car il existe quatre degrés de
liberté (un déplacement transversal vi et une petite rotation 6i a chaque nceud). En utilisant la
méme procédure que celle décrite a la section 2.2, nous exprimons v en fonction des degreés

nodaux de liberté v1, v2, 01 et 02 comme suit :

v(0)=v;=a, (11.1.2)

v(L)=v,=a, L3+a,L*+azL+a,
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dl;;o):@l = 3a1|_2+2a2 L+a3

6= dv/dx pour une petite rotation &supposée. La résolution des equations (111.1.2) pour al a a4

en termes de degrés de liberté nodaux et en remplacant dans I'équation (I11.1.1), nous avons
v = (21 22) = (O + 02) + (01 12) (20 +02)x> +0, x4, (111.1.3)

Sous forme matricielle, nous exprimons I'équation (111.1.3) comme

v=[N]{d} (111.1.4)
Avec
U1
P
{d} =4y, (111 .1.5a)
P
[N]= [N, N; N 3 N,] (111 .1.5b)
Ny=—(2x%-3x2L+L7) N, = S(*L-2x2L2+xL?) (I11.1.6)
N;=—(-22%-3x2L) N,=—5(x® L-x2L?)

Les N;, N,, N5 et N, sont appelés les « fonctions de forme » pour un élément de poutre. Ces
fonctions de forme cubique sont connues sous le nom de fonctions d’interpolation. Pour
I'élément de poutre, N; vaut 1 lorsqu'il est évalué au nceud 1 et vaut 0 lorsqu'il est évalué au

neeud 2. Parce que N, est associé a #1, nous avons, a partir des deux équations (111.1.6),

(dN2/dx) = 1 lorsqu'il est évalué au nceud 1. Les fonctions de forme N5 et N, ont des résultats

analogues pour le nceud 2.

111.9.2 Définir les relations déformation-déplacement et déformation-contrainte
Soit la relation de déformation axiale/déplacement suivante est valide :

£x(xy)=2 (1 .1.7)
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. v

; de

— T dx ¢

_ ’ = €]
N 2 du

(b)

Figure 111.10 : segment de la poutre (a) avant déformation et (b) apres déformation ; (C)
Angle de rotation de la section transversale ABCD.

u est la fonction de déplacement axial. A partir de la configuration déformée de la poutre

représentée sur la (figure 111-7), on établit le lien entre le déplacement axial et le déplacement

transversal.
u=-y= (11.1.8)

Nous rappelons I’hypothése fondamentale de poutre, selon laquelle les sections transversales
de la poutre (la section transversale ABCD) soient planes avant la déformation par flexion,
restent planes apres la déformation et, en général, présentent une petite rotation (dv/dx). En

utilisant I'équation (I11.1.8) dans I'équation (111.1.7), nous obtenons :

£y)=—y 5 (IN1.1.92)

En utilisant la loi de Hooke (ox = E &x) on obtient la formule de flexion de la poutre ou la

contrainte de flexion :

oax:—TMy (111 .1.9b)

A partir de la théorie de la poutre, le moment de flexion et la force de cisaillement sont liés a la

fonction de deplacement transversal selon la relation suivante :

_—d* a3y
m (X)—E|ﬁ V_EIE (1.1.10)
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111.9.3 Expression de la déformation
En raison de 1’hypothese des section planes du mod¢le d’Euler-Bernoulli, nous avons :

u(x,y)=-y.0(x) (1n.2.1)
u(xy)=-y. = (11.2.2)

Le déplacement s’écrit sous la forme :

U1
0

V)=[N; (x) Ny (x) N3(x) Na()] 1, (111.2.3)
6,

D’ou, la courbure de la poutre est :

d*v _ d? _

2wz = 2z Vw)=BuU (111.2.4)

Dont la matrice de déformation B est :

B:iN _ [dZNl(x) d?N,(x)  d2N;(x) d2N4(x)] _

dx? dx? dx? dx? dx?
B=[-2 4+ -2+5 oS- 248 (111.2.5)
111.9.4 L’énergie de déformation de I’élément poutre :
D’apres la théorie des poutres :
V;: déplacement transversal de chacun des nceuds .
0; : la rotation de chacun des nceuds.
N;,N,,Nset N, : sont les fonctions d’interpolation.
VX)=X1 1 N; (x) (111.3.1)
Avec :
u;=[wy 6; wy 6,]" (1.3.2)
Donc le champ de déplacement devient :
U=, o7.c.dV (111.3.3)
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2
= [, el .E.&.dV ley=2= (111.3.4)
U1
=yl T O 0N O (111.3.5)
0,
e, =-y[BI{a} (111.3.6)
U== [, {@}"[B]". (y)* E.[B{i}dv (11.3.7)
U=={a)" (EJ, [B]".y%[B] dv){a} (111.3.8)
[ dz=b (111.3.9)
zZ 2_h3
=" (111.3.10)
Le travail des forces nodales est:
W=f1 v, +m, 0, +f,v,+m, 0,={d}" {f} (111.3.11)

Sachant que z=U+W

En invoquant la stationnarité de [’énergie potentielle totale m, nOUs avons :

%uT [fv (BTE.yz.B)dV] u=u’f (111.3.12)
Alors :
2T [ f, (BTE.yZ.B)dV]{d}:{f} (11.3.13)

Ecrivons cette équation sous la forme :

[K]{d}={f} (111.3.14)
Ouk=/, (BTE.y?.B)dV est la matrice de rigidité.

On déduire que la matrice de rigidité de I’élément poutre est :

K=EI [,'[B]" .E. [B]dx (111.3.15)

Aprés intégration nous avons :
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12 6L —12 6L
2 2
g = EL| 6L 4L* —6L 2L (11.3.16)

T 13|-12 —6L 12 —6L
6L 2L* —6L 4L?
L'équation (111.3.16) indique que [K] relie les forces transversales et les moments de flexion aux

déplacements transversaux et aux rotations, alors que les effets axiaux ont été négligés. [29]

12 6L —12 6L 1 v\ (fiy

Bl 6L 4L* —6L 2L%|)60.(_)ms
13|—12 —6L 12 —6L|)V2(") fay (111.3.17)

6L 2L? —6L 4121\02) \im,

111.10 Formulation de la Matrice de rigidité des poutres basee sur la théorie
de la poutre Timoshenko (y compris la déformation transversale du
cisaillement) :

La théorie de la poutre avec déformation due au cisaillement est dérivée comme suit :

La déeformation due au cisaillement (V) est maintenant incluse. En se réferant a la (figure I11-
2),on observe une section d'une poutre de longueur différentielle dx avec une section

transversale.

En raison de I'inclusion de la (figure 111-2), on observe une section d'une poutre de longueur
différentielle dx avec la section transversale. Supposée rester plane mais non plus
perpendiculaire a I'axe neutre (axe X) en raison de I'inclusion de La courbure totale de la poutre
dans la force de cisaillement entrainant une rotation indiquée par le terme b. La courbure totale
de la poutre dans Un point x se compose de deux parties, I'une provoquée par la flexion et I'autre

par la force de cisaillement. La rotation de la courbure au point x est donc donnée par :
dv
aze(x) + B (x) (11.4.1a)

La rotation due au moment de flexion et a la force transversale de cisaillement est donnée par
la fonction 6(x) et B (x).

Nous supposons que la courbure est linéaire et que la pente (courbure angulaire) est tres faible.

La relation entre le moment de flexion et la déformation de flexion (courbure) est la suivante :

dao(x)
dx

M(x)=EI (I .4.1b)
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La relation entre la force de cisaillement et la déformation due a cisaillement est donnée par :
V(X)=K,AGB (x) (111 .4.1c)
La différence entre dv /dx et 6 représente la déformation du cisaillement y,,,(=/) de la poutre

__av

Yoy == —0 (111 .4.1d)

Pour dériver la matrice de rigidité de I'élément de poutre, y compris la déformation
transversale du cisaillement, nous supposons que le déplacement transversal doit étre donné par
la fonction cubique dans I'équation. (111.1.1). Nous choisissons la déformation de cisaillement
transversale y, qui est consistante avec le polyndme cubique pour v(x), de sorte que y est une

constante donnée par
y=c (111 .4.1c)

En utilisant la fonction de déplacement cubique pour v, la relation de rotation donnée par
I'équation (I11.4.1a), la déformation de cisaillement donnée par 1’équation (I11.4.1), ainsi que la
relation de moment de flexion - courbure, Eq. (111.4.1b) et la relation de déformation de

cisaillement-force de cisaillement Eq. (111.4.1c), nous obtenons :
C=6a,g (1.4.1d)

g = El/ ks AG et kg A désigné la surface de cisaillement. Les surfaces de cisaillement, As,
varient en fonction de la forme des sections. Par exemple, pour une forme rectangulaire, As est
égale a 0,83 fois la section transversale A ; pour une section transversale circulaire, on prend

0,9 fois la section transversale.

Utiliser les équations (111.1.1), (111.4.1a), (111.4.1c) et (4.1.15d) permettent d'exprimer & Comme

un polyndme en x comme suit :
O=a; + 2a,x+(3x%+6Q)a; (111.4.1¢),

Utiliser les équations. (111.1.1) et (111.4.1e), permettent d'exprimer les coefficients al a a4 en
termes de déplacements nodaux v1 et v2, ainsi que des rotations 61 et 42 de la poutre aux

extrémités x = 0 et
X = L, comme précedemment. Les expressions pour al a a4 sont ensuite données comme

suit :
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_2171 +L91—2U2 +L92

a4 —

1 L(L2+12g)

—-3Lv,—(2L?+69)01+3Lv,+(—L2+69)0,
= 11.4.1f

2 L(L?+12g) ( ),
a _—12gv;+(L3+6gL)081+12gv,—6gL0;

37 L(L2+12g)
a4:171

En substituant dans I'équation (111.1.1),, nous obtenons

20141001202 +L0, 3 —3Lv'—(2L2+69)01+3Lv,+(—L%+69)0, 2 12gvi—(L3+6gL)61-12gv?—6gLb,
T L(L2+129) L(L2+129) L(L2+129)

X+ (11.4.19)

N :m [65(c —1)]

2= L(1+ Tolle— DEe-1-9,) (111.4.1h)
3= L(1+ ey il Chad)
4= L(1+ [Le(=2+ 9, + 3¢) Ou e== [30]

De maniéere similaire a I'étape 4, pour dériver la matrice de rigidité de I'élément de poutre en

tenant compte de la déformation du cisaillement), nous avons :

EI(12U1+6L91—12U2+6L92)
L(L2+12g)

f1y=(0)=6Ela,=

_EI(=6Lvy— (4L?+129)0; +6Lv,+(-2L%+12g)8;)
L(L2+12g)

m,=-m(0)=-Ela (1.4.1i)

EI(—-12v,—6L6,+12v,+6L6,)
L(L2+12g)

f2y='(|—)=

EI(6Lvy+(4L2—12g)0,—6Lv,+(4L2+129)07)
L(L2+12g)

m,=m(L) =

Sous forme matricielle I’Eq. (111.4.1i) devient
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fiy 12 6L —-12 6L 2
my|_ E 6L (4L +12g9) —¢ (21> —12g9)|) 6, 1AL
foy | LaZ+129)| =12 —6L 12 —6L v, (111.4.1j)
m, 6L (217 —12g) —6L (4L% +12g)] \b2

La matrice de rigidite, y compris la déformation de flexion et cisaillement, est alors donnee

par :
12 6L —-12 6L
__m | 6L (4L*+12g9) —6L (21> —12g)
[k]_L(L2+12g) —-12 —6L 12 —6L (111.4.1Kk)

6L (21% —12g) —6L (412 + 12g)

Dans I'équation (111.4.1k), rappelez-vous que g représente le terme de cisaillement transversal.
Si I'on fixe g = 0, on obtient I'équation (111.3.16) pour la matrice de rigidité de la poutre en
négligeant la déformation du cisaillement transversal. Pour mieux visualiser I'effet du facteur
de correction de cisaillement, nous définissons le terme de correction de cisaillement non

dimensionnel

v = 12E1/(ksAGL?) =12g=L>.

111.11 Conclusion :
Ce chapitre a permis de présenter la formulation des éléments poutres dans le cadre de la

méthode des éléments finis, en considérant des matériaux isotropes. Les formulations classiques
basées sur les théories d'Euler-Bernoulli et de Timoshenko ont été rappelées, et leurs
adaptations aux FGM ont éte détaillées, en mettant I'accent sur la prise en compte de la variation

graduelle des propriétés matérielles.

Les développements présentés dans ce chapitre fournissent les outils théoriques nécessaires
pour implémenter des éléments poutres adaptés aux FGM dans un code de calcul par éléments

finis.
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V.1 Introduction :

Ce chapitre présente la formulation des éléments poutres FGM dans le cadre de la MEF, en
considérant les matériaux FGM. Cependant, l'introduction des FGM, caractérisés par une
variation continue des propriétés matérielles, nécessite une adaptation de ces formulations pour

prendre en compte I'nétérogénéité du matériau.

Dans le contexte des matériaux FGM, ou les propriétés mécaniques varient continiment,
I’application de ces théories nécessite des adaptations pour tenir compte de la distribution

graduelle des modules élastiques et des coefficients de cisaillement.

V.2 Description du probléme :
On considére une poutre en FGM de longueur L, d'épaisseur b et de hauteur h. Les coordonnées
(X, y) définissent le plan de la poutre, tandis que I’axe z est origine & la surface du milieu de la

poutre et dans le sens de 1’épaisseur.

I

Figure 1V. 1:une poutre en FGM.

IV.3 Formulation de I’élément poutre FGM pour les poutres minces (poutre
de Bernoulli) :

Dans le contexte des matériaux FGM, ou les propriétés mécaniques varient continiment,
I’application de ces théories nécessite des adaptations pour tenir compte de la distribution

graduelle des modules élastiques et des coefficients de cisaillement.
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(e)

Wi Wi

Figure 1V. 2: un élément de poutre.
L’élément fini poutre FGM nécessite 3 ddl par nceud (u, w, 6)
IVV.3.1 Champs de déplacement

Dans le cadre du théoréme de Bernoulli I’effet de cisaillement est négligé. Le champ de

déplacement de n’importe quel point M situé a (X, z) de la poutre s’écrit comme suit :

aw

P V-1

u(x,z) =ug(x) —z
w = wy(x) V-2

Ou u et w sont respectivement les déplacements axial et transversal de n'importe quel point situé

au plan médian de la poutre.

IVV.3.2 Le champ de déformation
Le champ de déformation est obtenu en utilisant la formule suivante :

_duy _ *w

X gy Cox?

V-3
&,:la déformation normale suivant la direction x.
Ou encore :

gx:(gxo + gxf)

e _ duo

X0 dx
_ 0w

Exf —-Z.ax2

IVV.3.3 Les contraintes
Etant donné que la poutre FGM obéit & la loi de Hooke, I'expression des contraintes peut étre

déterminée comme suit :
0,=E(2).&, V-4

E(2) : le module de Young du matériau FGM.
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1VV.3.4 Application du Principe de EPTM

L'expression de I’énergie potentielle totale s’écrit comme suit:
L], (o) (e}dV-f, w)" . {f}ds =0 V-6

1

Efv {e}T .E.{e}dV—fs w}T {f}ds =0

Alors, l'expression de I’énergie potentielle totale devient:
1

U=2 fv (exo + &) E-(&xo + &xp)dv

IV.3.5 Interpolation des deplacements
Déplacement transversal

Le déplacement transversal d'un point de cordonnées x de la poutre est exprimé par :
W(X)=a,+a,x+azx?+a,x3 V-7

Ou: a;,a;,as,a, sontdes constantes.

Il peut étre écrit comme suit :

W(X)=N; (X).v1+N3(X).0, +N3(X). v, +Ny (X).0, V-8
L'équation sous forme matricielle est la suivante :

WX)=[0 N, N, 0 N3 N,] V-9

Uy

u;: déplacement axial de chacun des nceuds .

V;: déplacement transversal de chacun des nceuds .

0; : la rotation de chacun des nceuds.

N,,N,,Nset N, : sont les fonctions d’interpolation.
W)=Y N; (x) .y IV-10

Donc le champ de déformation de flexion devient :
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0°N 0°N 0°N 0°Nyq rn ~
ar=y[0 S5 SF 0 =2 SA{a)=y[BHa)

exp=-y[Bi{u}

Déplacement axial

Le déplacement axial d'un point de cordonnées x de la poutre est exprimé par :
u(x)=a,+a,x V-7

Ou : a;,a, sontdes constantes.

Il peut étre écrit comme suit :

U0 ()=N1 (g +N, () V-8

L'équation sous forme matricielle est la suivante :

(i1
| V1|

_ _ 6
Uw=[N; 0 0 N, 0 o]{uz}
o |
0,)

u;: déplacement axial de chacun des nceuds .
V;: déplacement transversal de chacun des nceuds .

0; : la rotation de chacun des nceuds.
N;, N, : sont les fonctions d’interpolation du déplacement axial, tel que :

m-2(-D) Wi+

Donc le champ de déformation d’extension devient :

dN; N, - ~
ew=[52 0 0 2 o oN&)= BN}

exo= [Bml{1}

A partir de I'expression de 1’énergie potentielle totale :
1

U:Efv (exo + €xf)" E.(&xo + &xp)dv

Nous avons ;
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U:% fV (gxo)T -E-( Exo)dv + %fv (gxf)T . E-(Sxf)dv + %fv (ng)T -E-(Sxf)dv +
+ =, ()T B £xo)0V
Qui peut étre écrite comme suit :
T
(K] = [Kin] + [Kr] + [Kons] + [Kiny ]
Ou:
[Km] = fV (ng)T E(2).(&x0)av
(K] = [, (&))" -E@)(exp)dv
[Kmf] = fV (gxo)T-E(Z)-(gxf)dV
Qui peut étre écrite sous forme matricielle comme suit :

(K] = EA(2). [ BR, . B, dx
L

[K;] = EI(2). f B} .Bf dx
0

L
[Kms] = E:;(z).j0 Bl .Bf dx

A : section transversale
| : moment d’inertie

S : moment statique

n
EA(z) = bJZhE(z).dz
2

h
El(z) = bjzhzz.E(z).dz
2

h

p
ES(z) = bfhz.E(z).dZ

Les matrices de déformation sont les suivants :
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[Bul=[-7 0 0 7 0 0]

[B ]_[0 12x+6L  6xL—4L? 0 12x—6L 6xL—2L2]
1= — —

L3 L3 L3 L3

IVV.3.6 Evaluation des matrices de rigidité :

_ 1_
L
L] 0 "
B 0 1
[Km]—EA(Z)-f 1[_Z 0 0 7 0 o]dx
)
0
0_
100 —1 0 0
|0 00 0 O 0}
[K]:EA(Z) 000 0 00
m L '|—1 00 10 0|
l0 00 0 0 oJ
0 00 0 00O
[K¢]
- 0 —_
12x + 6L
- ==
| 6xL —412
_ 13 12x 4+ 6L  6xL — 412
0 12x — 6L
- ==
6xL — 212
L3

00 0 0 0 0

0 12 6L 0 —12 6L

(k] = EI@) | o e 212 0 —6L 212
2o o 0o 0 0 0

0 —12 —6L 0 12 —6L

0 6L 202 0 —6L 4L
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1_
L
70 12x + 6L 2 2
B 0 x + 6xL — 4L 12x — 6L  6xL — 2L
[Kms] = ES(Z).f 1 [0 —r 0 ——p& = ]dx
-
L
0
L 0
—12x + 6L —6xL + 412 12x + 6L  —6xL + 2127
0 14 L4 0 L4 L4
L]0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0
[Kms] = ES(Z)'f 0 12x—6L 6xL—412 0 -12x—6L exL—212 |%*
° 10 L* 0 L4 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
—6x% + 6xL —3Lx% + 41%x 6x2 — 6xL —3Lx% + 412x7"
0 14 4 0 4 14
0 0 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0
[Kmf] = ES(2). 0 6x%—6xL 3Lx% —4L%2x 0 —6x2+46xL 3Lx%2 — 4L%x
0 4 4 0 [ 4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1,
1 1
00 7 00 1
00 0 0 0 0
3 00 0 0 0 0
K] ==ESG)-g o _1 g o 1
00 L o 0 L
0 0
0 0 0 0
0 0

Finalement la matrice de rigidité élémentaire de I’élément poutre FGM de Bernoulli est la

suivante :

[K] = [Kin] + [Kf] + [Kms] + [Kmf]T
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IV.4 Formulation de I’élément poutre FGM pour les poutres minces et

épaisses (poutre de Timoshenko) :

IVV.4.1 Champs de déplacement
Le théoréeme de Timoshenko tient compte de 1’effet de cisaillement transversal. Le champ de

déplacement de n’importe quel point M situé a (x, z) de la poutre s’écrit comme suit :
u(x,z) = up(x) — z0(x) V-1
w = wy(x) V-2

Ou u et w sont respectivement les déplacements axial et transversal de n'importe quel point situé

au plan médian de la poutre.

IVV.4.2 Le champ de deformation
Le champ de déformation est obtenu en utilisant la formule suivante :

d ad
—dno_, 29 V-3

X dx Tlox
Yoy =" B()
&, la déformation normale suivant la direction x.
Yxy:la déformation de cisailement transversal

Ou encore :

gx:(gxo + gxf)

duO

& = —_—
X0 dx
o0}

Exf :'Z.E

_dwo(x)
xy _%' B(x)

IV.4.3 Matrice de rigidité de I’élément poutre FGM de Timoshenko
Par application du principe de stationnarité de I’énergie potentiel total, nous obtenons les

matrices de rigidités suivantes :
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[Kn] = EA(2). [ B,

CONIROO |

L
K] = EA(2). f
0

BE dx

L
[K;] = EI(2). j B} .Bf dx
0

1
—— 0 — 0 O0fdx
[ 0L

[1 0 0 -1 0 0]
[ 0 0 0 0 0 Of
[K]=EA(Z)| 000 0 O 0|
m L -1 0 0 1 0 0
lo 00 0 0 oJ
0 00 0 0 O
K]
0 -
12x + 6L
-
| 6xL —4L?
_ L3 _12x+ 6L 6xL — 412 12x — 6L  6xL — 2L
_EI(Z)'_[ 0 B — 0 — E E dx
0 12x — 6L
-
6xL — 2L?
L3
0 0 0 0 0 0
0 12 6L 0 —12 6L
[k,] = El(z) 0 6L (4L*+12g) 0 —6L (21*2-129)
=Lz +12¢9)°(0 0 0 0 0 0
0 —12 —6L 0 12 —6L
0 6L (2L —12g) 0 —6L (4L*+12g)]
Avec
g =El/ (ks.AG(2))
L
[Kmf]=ES(Z).j Bl .Bf dx
0
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[Kins|=
4
L
0
ES(2) Ly 0 12X a4 6X 12X _ 6X
Fhah| 1 [0 —6+== L(-4—g@,+=) 0 6+ L( 2+<,0y+L)]dx
L
0
[ 0
12X 6X 12X 6X. T
0 6—T L(4+(py—7) 0 —6+T L(Z—(py—T)
0 0 0 0 0 0
[K ]_ ES(z) L|O 0 0 0 0 0 dx
mfl7 2 (14 010 _go 12X 4 Xy 0 _ 12X _ _8X
(1+¢y) 0 6 + L(—4— @y +) 0 6-— L(=2+¢y,—7)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0
[ K]
6x2 3x? 6x2 3x2 1
0 6x — T L(4x + (pyx — T) 0 —6x + T L(ZX — (pyx — T)
0 0 0 0 0 0
_ ES(2) o 0 0 0 0 0
C12(1+4¢,)]0 6x2 2 X2 352
( <Py) 0 _6+T L(—4x —pyx+—) o 6x—T L(—2x+<pyx—T)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4
00 (I+¢) 0 0 —(1+9¢)
0 0 0 0 0 0
T 1+e)[0 0 —(1+9) 0 0 (1+9¢)
0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 11
O 0 7 0 0 71
0O 0 0 0 O0 O
0O 0 0 0 O0 O
[Kns | =ES@-g g Z1 g o 2
0 0 OL 0 0 (L)
0 0 0 0 0 0

Finalement la matrice de rigidité ¢lémentaire de 1’¢lément poutre FGM de Bernoulli est la

suivante :

K1 = (Kl + [K7] + [Kmg] + [Kms]”
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IVV.5 Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons développé la formulation des éléments poutres FGM minces et
épaisses selon les modeles de Bernoulli et Timoshenko, en utilisant la méthode des éléments
finis. Nous avons également étudié les champs de déplacement, de déformation et de
contrainte. L'interpolation des déplacements a permis de construire les matrices de rigidité
adaptées, intégrant I'hétérogénéité du matériau, pour modéliser de maniére précise le

comportement structural des poutres fonctionnellement graduées.
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V.1 Introduction :

Ce chapitre présente une analyse détaillée des résultats numériques obtenus pour les poutres
en matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sous différentes conditions de chargement et
conditions aux limites. Dans ce travail, un programme Matlab des poutres FGM selon les
théories de Bernoulli et de Timoshenko est implémenté.

Les simulations ont été réalisees en utilisant les théories classiques des poutres (Euler-
Bernoulli et Timoshenko), avec une attention particuliére porteée sur l'influence du gradient
matériau, du élancement géométrique (L/h), et du raffinement du maillage. Les résultats sont
compares a des reférences issues de la littérature pour valider la robustesse du modele

développé.
Les objectifs spéecifiques de ce chapitre sont :

e Evaluer la convergence des solutions en fonction du nombre d'éléments finis.

e Comparer les théories CBT et TBT pour identifier les cas ou les effets de cisaillement

sont significatifs.

e Analyser l'impact de I’indice de puissance (n) sur la rigidité et la fleche des poutres
FGM.

e Discuter les implications pour la conception de structures FGM.
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V.2 Validation numérique :

Casl

On considére une poutre rectangulaire simplement appuyée, soumise & une charge

uniformément répartie. La poutre est composée d’un matériau a gradient fonctionnel (FGM),

formé d’aluminium (métal) E,,= 70GPa et d’alumine (céramique) E.= 380 GPa, avec une

variation continue des propriétés mécaniques le long de I’épaisseur suivant une loi de puissance

(Power-Law).

Dans cet exemple nous considérons une poutre FGM simplement supportée avec un élancement

géomeétrique %:20, ce qui permet d'utiliser la théorie d’Euler-Bernoulli, le déplacement non-

dimensionnel suivant est utilise [31]:

Emh3)
qolL*

w=100(

(V.1)

Ceramic

]

| Metal

&

Figure. 1: Géométrie et coordonnées d'une poutre FGM [31] .

¥

Tableau V.1 : Fleches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément

répartie en utilisant la théorie de Bernoulli.

Nombre Indice de puissance (n)
d’élements 0 0.5 1 2 5 10
S-S 2 2.8783 | 4.3727 | 55919 | 7.0478 | 8.3801 | 9.3595
(CBT) 4 2.8783 | 4.4190 | 5.7289 | 7.3122 | 8.6581 | 9.5453
10 2.8783 | 4.4319 | 5.7673 | 7.3862 | 8.7360 | 9.5973
REF [32] | 2.8783 | 4.4401 | 5.7746 | 7.4003 | 8.7508 | 9.6072
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Tableau V. 2: Fléches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie en utilisant la théorie de Timoshenko.

Nombre Indice de puissance (n)
d’éléments 0 0.5 1 2 5 10
S-S 2 2.8973 | 4.3988 | 5.6240 | 7.0894 | 8.4394 | 9.4329
(TBT) 4 2.8973 | 4.4451 | 5.7610 | 7.3538 | 8.7174 | 9.6188

10 2.8973 | 4.4580 | 5.7993 | 7.4278 | 8.7953 | 9.6/08

REF [32] | 2.8962 | 4.4645 | 5.8049 | 7.4415 | 8.8151 | 9.6879

Les tableaux (V.1) et (V.2) présentent les fleches non-dimensionnelles d'une poutre FGM
simplement appuyée soumise & une charge uniformément répartie, calculées respectivement
selon les théories des poutres d’Euler-Bernoulli (CBT) et de Timoshenko (TBT), pour
différentes valeurs de I’indice de puissance (n). Une comparaison est effectuée avec des

résultats de référence [32] pour différents indices de puissance (n) et nombres d’éléments finis.
1 Convergence des résultats en fonction du maillage

- Pour les deux théories (CBT et TBT), on observe une convergence des résultats lorsque le

nombre d’¢léments augmente.

- Avec 2 éléments, les résultats s’écartent 1égerement des valeurs de référence, en particulier

pour les indices de puissance €levés (n =5, n = 10).
- Avec 10 éléments, les résultats se rapprochent les résultats de références.
2 Influence de I’indice de puissance (n)
- L’indice de puissance (n) contrdle la variation des propriétés matérielles le long de 1’épaisseur.

- Pour n =0, la poutre est entierement céramique, ce qui donne la fleche la plus faible (rigidite

maximale).

- Lorsque n augmente, la proportion de métal (aluminium) augmente, réduisant la rigidité
globale et augmentant la fleche. Par exemple, pour (n = 10), la fleche est environ 3,25 fois plus

¢levée qu’avec n = 0.
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3 Comparaison entre les théories CBT et TBT

- La théorie de Timoshenko (TBT) prend en compte la déformation due au cisaillement, ce qui
conduit a des fleches légerement plus grandes, en particulier pour les indices (n) élevés (ou

I’influence du métal, plus souple, est plus marquée).
4 Validation avec les références

- Les résultats obtenus avec 10 éléments sont en excellent accord avec les références [32], tant
pour CBT que pour TBT.

- Les écarts résiduels (moins de 1 %) peuvent étre attribués :
- Aux différences de modélisation (maillage, intégration numérique).
- A I’approximation du gradient de propriétés matérielles dans les éléments finis.

Pour illustrer I'effet de I'indice de puissance (n) sur la réponse des poutres FGM sous charge
uniforme, les déformées pour différents I'indice de puissance sont tracés sur la Fig. 1. Etant
donné que la déférence entre les résultats des théories des poutres de Bernoulli et ceux de
Timoshenko est négligeable pour les poutres minces. On peut voir qu'augmenter I'indice de loi
de puissance (n) réduira la raideur des poutres FGM, et par conséquent, entrainera une
augmentation des fleches. Cela est dd au fait que des valeurs plus élevées de I'indice de loi de
puissance (n) correspondent a une portion plus élevée de métal par rapport a la partie céramique,
rendant ainsi ces poutres FG plus flexibles.

1 10
[} 9
2,1
g =: 8 —=S-S
@3 £ ;]
Sar g 6
c =
o = 5
5 g
c P
(9] position initial de la poutre 5 44
g 6l —n=0 g
& n=05 g 3
£ 4| — %,
a n=2 o <7

n=5
8r —n=10 1
0 T T T T T
9 : . s ; 0 1 2 3 4 5
0 5 10 15 20
Longeur(m) o
Figure V. 2: Déplacement transversal le long de la poutre - (S-S) Figure V. 3: La variation de la fleche en terme de I’indice (n)
[ rrr————
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Cas 2
On considére une poutre de section rectangulaire (bxh), soumise a une charge uniformeément

répartie. La poutre est composée d’un matériau a gradient fonctionnel (FGM), formé
d’aluminium (Al) avec E,;=70GPa, et Zircone (ZnO2) E;,0,=200GPa, avec une variation
continue des propriétés mécaniques le long de 1’épaisseur suivant une loi de puissance (Power-

Law).
.y . , S L
Dans cet exemple nous considérons une poutre FGM avec un élancement géométrique H:16

Ce qui permet d'utiliser la théorie d’Euler Bernoulli. Le formulaire sans dimension suivant est
utilise :

v=vEaL o q03 [33]

fol* 12
Nous avons étudié les trois cas de conditions aux limites suivantes :
Simplement supporté (S-S)
Encastré - Libre (C-F)

Encastré - Encastré (C-C)

P -

Figure V. 4 : Poutre FGM du avec differentes conditions aux limites [34] .

Tableau V. 3: Fléches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie en utilisant la théorie de Bernoulli.

Nombre ] )
Indice de puissance (n)
d’élements
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0 0.2 0.5 1 2 5 10 100

2 45573 | 5.2869 | 6.1921 | 7.2039 | 8.1488 | 9.0441 | 9.8442 | 12.7094

S-S 4 45573 | 52942 | 6.2274 | 7.2887 | 8.2759 | 9.1449 | 9.8997 | 12.7098
(CBT) 10 45573 | 5.2962 | 6.2373 | 7.3124 | 8.3115 | 9.1731 | 9.9152 | 12.7099
REF [34] | 4.60169 | 5.35586 _ 7.38255 | 8.39622 | 9.27500 |10.02656 | 13.14844
2 43.7500 | 50.8086 | 59.7078 | 69.7905 | 79.1772 | 87.5758 | 94.9185 | 122.0134

C-F 4 43.7500 | 50.8379 | 59.8491 | 70.1297 | 79.6856 | 87.9787 | 95.1402 | 122.0151
(CBT) 10 43.7500 | 50.8461 | 59.8887 | 70.2247 | 79.8279 | 88.0915 | 95.2023 | 122.0156
REF [34] [43.92750|51.13750 _ 70.50500 | 80.16750 | 88.50000 | 95.64750 | 125.50750

2 0.9115 | 1.0496 1.2007 1.3503 | 14942 | 1.7014 | 1.9097 2.5414

C-C 4 0.9115 | 1.0569 | 1.2361 | 1.4351 | 1.6213 | 1.8021 | 1.9652 2.5419

(CBT) 10 0.9115 | 1.0589 | 1.2460 | 1.4589 | 1.6569 | 1.8303 | 1.9807 2.5420
REF [34] | 0.95589 | 1.11101 _ 1.52893 | 1.74164 | 1.93229 | 2.09206 | 2.73112

Tableau V. 4 : Fléches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie en utilisant la théorie de Timoshenko.
Nombre
S Slements Indice de puissance (n)
0 0.2 0.5 1 2 5 10 100

2 4.6027 | 5.2987 | 6.0617 | 6.8189 | 7.5511 | 8.6061 | 9.6597 | 12.8358

S-S 4 4.6027 | 5.2987 | 6.0617 | 6.8190 | 7.5513 | 8.6062 | 9.6597 | 12.8358

(TBT) 10 4.6027 | 53016 | 6.0751 | 6.8498 | 7.5964 | 8.6430 | 9.6807 | 12.8360
REF [34] | 4.60169 | 5.35586 _ 7.38255 | 8.39622 | 9.27500 |10.02656 | 13.14844

2 43.9317 | 50.5836 |57.8674 | 65.0841 | 72.0420 | 82.0632 | 92.1109 | 122.5036

C-F 4 43.9317 | 50.5827 | 57.8679 | 65.0852 | 72.0437 | 82.0646 | 92.1117 | 122.5036
(TBT) 10 43.9317 | 50.6102 |57.9969 | 65.3830 | 72.4786 | 82.4196 | 92.3142 | 122.5051
REF [34] |43.92750 | 51.13750 _ 70.50500 | 80.16750 | 88.50000 | 95.64750 | 125.50750

2 0.9569 1.1005 | 1.2587 | 1.4176 | 1.5744 | 1.8005 | 2.0208 2.6701

('I(':I;I') 4 0.9569 1.1005 | 1.2587 | 1.4176 | 1.5744 | 1.8005 | 2.0208 2.6701

10 0.9569 1.1010 | 1.2613 | 1.4236 | 1.5831 | 1.8077 | 2.0249 2.6701
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‘ REF [34] ‘ 0.95589 ‘ 1.11101 ‘ B ‘ 1.52893 ‘ 1.74164 ‘ 1.93229 ‘ 2.09206 ‘ 2.73112 ‘

1 Comparaison entre les théories de Bernoulli et Timoshenko

sz - L
Dans cet exemple, la poutre est considérée épaisse car - < 20. On remarque que les deux

théories convergent vers la solution de référence ; mais la poutre de Timoshenko donne une
fleche Iégerement supérieure, ce qui est attendu car la théorie de Timoshenko prend en

compte I'effet du cisaillement transversal, augmentant la déformation.

Pour la poutre (Encastreé - Libre), la différence entre CBT et TBT devient significative, surtout
pour les valeurs intermédiaires de (n). La théorie de Timoshenko, en intégrant la deformation

due au cisaillement, réduit la rigidité apparente de la poutre, ce qui explique cette différence.

2 Influence du gradient de matériau (parametre n)

Pour n =0 (100% Zircone), les fleches sont les plus faibles, car la zircone est plus rigide que
I'aluminium. La différence entre CBT/TBT et la référence est minimale, validant les modeles
pour les matériaux homogenes. Pour n = inf (100% Aluminium), les fleches sont maximales
car l'aluminium est le plus faible. Pour les valeurs intermédiaires (0.2 <n < 100), La fleche
augmente avec (n), mais de maniére non lin€aire, reflétant I'influence de la loi de puissance

sur la répartition des propriétés mécaniques comme représenté sur les figures 5. 7 et 9.
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Figure V. 5: Déplacement transversal le long de la poutre (S-S)
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FigureV.9: Déplacement transversal le long de la poutre (C-C) FigureV.10: La variation de la fléche en terme de 1’indice(n)
Cas 3

On considére une poutre rectangulaire simplement appuyée, soumise a une charge uniforme.
La poutre est composée d’un matériau a gradient fonctionnel (FGM), formé d’aluminium
(métal) E,,= 70GPa et d’alumine (céramique) E.= 380 GPa, avec une variation continue des
propriétés mécaniques le long de 1’épaisseur suivant une loi de puissance (Power-Law). Dans
cet exemple nous considérons une poutre FGM avec un élancement géeométrique %:5,
nécessitant I'utilisation de la théorie de Timoshenko (TBT) pour prendre en compte les effets
de cisaillement transversal. Les résultats sont présentés sous forme de fleches non

dimensionnelles et comparés a une référence [32].

Le formulaire sans dimension suivant est utilisé :

[31]
w=100(Ez
B (QOL4)
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Ceramic
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FigureV.11 : Géométrie et coordonnées d'une poutre FGM [31] .

Tableau V. 5 : Fléches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie en utilisant la théorie de Timoshenko.

Nombre ] ]
Indice de puissance (n)
d’¢élements
0 0.5 1 2 5 10

Ss 2 3.1821 | 4.7898 | 6.1049 | 7.7138 | 9.3289 | 10.5352
(TBT) 4 3.1821 | 4.8361 | 6.2420 | 7.9781 | 9.6069 |10.7210
10 3.1821 | 4.8491 | 6.2803 | 8.0562 | 9.6847 |10.7730
REF [32] | 3.1654 | 4.8285 | 6.2594 | 8.0677 | 9.8281 | 10.9381
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FigureV.12 : Déplacement transversal le long de la poutre (S-S ) FigureV.13 : La variation de la fléche en terme de I’indice(n)

Dans ce cas (Tableau V.6), la surface inférieure de la poutre FGM est en aluminium et la
surface supérieure est en céramique (Alumine). La poutre FGM se transforme vers I'état
complétement métallique a mesure que I'exposant de la loi de puissance augmente. C’est
pourquoi les déplacements augmentent a mesure que I'exposant de la loi de puissance augmente.
Sans surprise, les déplacements les plus bas sont obtenus avec n = 0 (état entiérement
céramique), tandis que n = inf (état entierement métallique) donne les plus élevés. Nous
comprenons d'apres la section précédente que la poutre isotrope (n=0 et n=inf) ne traite pas le
couplage « effet axial-flexion ». Le (tableau IVV-5) montre que pour une poutre isotrope, il suffit
deux éléments pour obtenir d'excellents résultats. Augmenter le nombre d'éléments ne donnera

pas de résultats supplémentaires.

Le faible rapport L/h=5 (poutre épaisse) accentue I'effet du cisaillement transversal,
justifiant I'usage de la théorie de Timoshenko. Si la théorie de Bernoulli (CBT) avait été
utilisée, elle aurait sous-estimé la fleche car elle néglige la déformation due au cisaillement.

La réference [32] valide que TBT est indispensable pour L/h < 20.

Cas4:
On considére une poutre rectangulaire, soumise a une charge uniforme. La poutre est composée

d’un matériau a gradient fonctionnel (FGM), formé d’aluminium (Al) avec E,;=70GPa, et

Zircone (Zn0O2) E;,0,=200GPa, avec une variation continue des propriétés mécaniques le long

Validation et Analyse du comportement statique des poutres FGM ‘l 74



ABDI Wissal | Chapitre V

de I’épaisseur suivant une loi de puissance (Power-Law) Dans cet exemple nous considérons
. . . L .. A , .
une poutre FGM avec un élancement géométrique P 4. Ce qui impose d'utiliser la théorie de

Timoshenko. Le formulaire sans dimension suivant est utilisé :

v=yZaL i

3
PNZED x 10

[33]
Nous avons étudié les trois cas de conditions aux limites suivantes:
Simplement supporté (S-S)

Encastré - Libre (C-F)

Encastré - Encastré (C-C)

Les résultats sont comparés a la référence [34] pour validation.

P
| L

~b

FigureV.14 : Géométrie et coordonnées d'une poutre FGM [34].

Tableau V. 7: fleches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie.
Nombre . ]
Indice de puissance (n)
d’éelements
0 0.2 0.5 1 2 5 10 100
2 5.2842 6.1017 | 7.1199 | 8.2808 | 9.4315 | 10.6301 | 11.6211 | 14.7675
S-S 4 5.2842 6.1090 | 7.1552 | 8.3656 | 9.5586 | 10.7308 | 11.6765 | 14.7679
(TBT) 10 5.2842 6.1111 | 7.1651 | 8.3893 | 9.5942 | 10.7590 | 11.6920 | 14.7680
REF [34] | 5.26823 | 6.10338 _ 8.36992 | 9.57240 |10.72930| 11.65586 | 15.05208
C-F 2 46.6576 | 54.0679 | 63.4189 | 74.0980 | 84 .3083 | 93.9197 | 102.0260 | 130.2457
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(TBT) 4 46.6576 | 54.0972 | 63.5602 | 74.4373 | 84.8167 | 94.3226 | 102.2477 | 130.2473
10 46.6576 | 54.1054 | 63.5997 | 74.5323 | 84.9590 | 94.4354 | 102.3097 | 130.2478
REF [34] | 46.59375 | 54.12750 _ 74.45500 | 84.87125|94.31625|102.16500 | 133.12500
2 16384 | 1.8644 | 2.1285 | 2.4272 | 2.7770 | 3.2874 3.6866 4.5995
C-C 4 1.6384 | 1.8717 | 2.1638 | 2.5120 | 2.9040 | 3.3881 3.7420 4.5999
(TBT) 10 1.6384 | 1.8737 | 2.1737 | 2.5358 | 2.9396 | 3.4163 3.7575 4.6000
REF [34] | 1.62240 | 1.85849 _ 2.51635 | 2.91781 | 3.38648 | 3.72130 | 4.63542
0
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FigureV.15 : Déplacement transversal le long de la poutre (S-S) FigureV.16 : La variation de la fléche en terme de I’indice (n)
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FigureV.19 : Déplacement transversal le long de la poutre (C-C)
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FigureV.18 : La variation de la fléche en terme de I’indice(n)
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FigureV.20: La variation de la fléche en terme de I’indice(n)

e Pour n=0 (100% aluminium), les fleches sont minimales car le matériau est moins

rigide.

e Pour n=100 (quasi 100% zircone), les fleches sont maximales en raison de la rigidité

accrue.
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e La variation est non linéaire, cohérente avec la loi de puissance (Power-Law)

gouvernant la distribution des propriétés mécaniques.

o Les résultats pour 2, 4 et 10 éléments montrent une convergence progressive vers la

solution de référence.

o Les fleches (C-F) sont beaucoup plus élevées que pour S-S (effet du porte-a-faux).
e Les fleches (C-C) sont les plus faibles (rigidité maximale).
o Le faible rapport L/h (poutre épaisse) accentue I’effet du cisaillement, justifiant I'usage

de TBT.

Cas5
On considére une poutre rectangulaire simplement appuyée de longueur L=10m, soumise a une

charge répartie uniforme de g = 1 kN/m. La poutre est en matériau a gradient fonctionnel

(FGM), avec une variation continue des propriétés mécaniques selon 1’épaisseur. On suppose

que le élancement géométrique est %ZIOO, ce qui permet d'utiliser la théorie d’Euler- Bérnoulli.

Deux types de FGM sont considéreés :

1. P-FGM (Power-Law Functionally Graded Material)
2. E-FGM (Exponential Functionally Graded Material)

Les résultats sont comparés a une référence [35]
Les matériaux constituants sont :

Céramique : E;= 390 GPa

Métal (acier):E,= 210 GPa

Les fleches de la poutre FGM simplement appuyée avec les déflexions E-FGM, P-FGM et en

acier homogeéne sont présentées dans les (tableaux V.8 et V.8).

Tableau V. 9: Fleches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie.

Nombre Indice de puissance (n)

d’éléements

0.1 1 5 10 100 Acier
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S-S 10 0.0042 | 0.0054 | 0.0061 | 0.0064 | 0.0074 | 0.0074
REF [35] | 0.0042 | 0.0054 | 0.0061 0.0074

Tableau V. 10: Fléches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge uniformément
répartie.

Nombre Indice de puissance (n)
d’élements
0.1 1 5 10 100 |E_FGM
S-S 10 0.0055 | 0.0055 | 0.0055 |0.0055|0.0055| 0.0055
REF [35] _ _ _ _ _ 0.0055

La différence clé entre P-FGM (Power-Law) et E-FGM (Exponentiel) réside dans leur

distribution des propriétés mécaniques le long de I'épaisseur :

o P-FGM: La transition métal-céramique est progressivement ajustable via n, permettant

un contrdle fin des propriétés mécaniques.

e P-FGM : Préféré pour des applications nécessitant un gradient ajustable (ex.
optimisation).

e E-FGM : La transition est déterminée par I'exponentielle, conduisant a une rigidité

effective unique pour un couple (Ec, Em) donné.

e E-FGM : Utile pour des propriétés stables
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FigureV.23 : La variation de la fléche en terme de 1’indice(n)

Cas 6
On considere une poutre rectangulaire encastrée — libre de longueur L=10m, soumise a une

charge concentrée de g = 1 kN/m. La poutre est en matériau a gradient fonctionnel (FGM), avec

une variation continue des propriétés mécaniques selon I'axe longitudinal. On suppose que le

élancement géometrique est %100, ce qui permet d'utiliser la théorie d’Euler- Bérnoulli.

La variation des propriétés mécaniques suit une fonction puissance P-FGM (Power-Law)

Les matériaux constituants sont :
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Céramique : E;= 390 GPa
Métal(acier) :E,= 210 GPa

Tableau V. 11: Fleches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge concentrée.

Nombre . .
Indice de puissance (n)
d’éléements
0.1 1 5 10 100 Acier
C-F 10 0.0108 | 0.0137 | 0.0156 | 0.0165 | 0.0188 | 0.0190
REF[35] | 0.0109 | 0.0138 | 0.0157 _ _ 0.0192

Tableau V. 12 : Fléches non-dimensionnelles de la poutre FGM sous charge concentree.

Nombre ] )
Indice de puissance (n)
d’élements
0.1 1 5 10 100 |E_FGM
C-F 10 0.0140 | 0.0140 | 0.0140 | 0.0140 | 0.0140 | 0.0140
REF [35] _ _ _ _ _ 0.0131

e On peut observer sur les (figures V.23 et V .24) que la fleche augmente avec n (gradient
de matériau), mais reste inférieure a celle de I'acier homogéne. Cela montre que le FGM
permet de réduire la fleche tout en gardant une rigidité intermédiaire entre la céramique

et le métal.

« Lavariation est non linéaire, ce qui est cohérent avec la loi de puissance (Power-Law)

gouvernant la distribution des propriétés mécaniques.

o Les résultats pour 2, 4, et 10 éléments montrent une convergence progressive vers la
référence.
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FigureV.26: La variation de la fleche en terme de I’indice (n)
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V.3 Conclusion :
Ce chapitre a permis d'explorer le comportement mécanique des poutres FGM a travers des

simulations numériques approfondies. Les principaux enseignements sont résumés ci-dessous:

- Les résultats convergent vers les solutions de référence avec I'augmentation du nombre

d'éléments, validant la fiabilité du modele.

- La théorie d'Euler-Bernoulli (CBT) est convenable seulement pour les poutres minces ( L/A>

20 ), mais elle sous-estime la fleche pour ( L/h < 20).

- La théorie de Timoshenko (TBT) est indispensable pour les poutres épaisses ( L/h < 20),

capturant correctement les effets de cisaillement.

- Les poutres FGM avec ( n — 0) « dominance céramique » présentent une rigidité accrue,

tandis que ( n — inf) « dominance métallique » augmente la flexibilité.

- La loi Power-Law (P-FGM) offre un contrdle fin de la transition, contrairement a la loi
exponentielle (E-FGM) qui impose une rigidité effective fixe.
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Conclusion Générale :

Cette mémoire a permis de développer et valider un programme écrit en langage Matlab basé
sur la méthode des éléments finis pour lI'analyse des poutres FGM minces et épaisses. Les

principaux résultats sont :

1. Les solutions convergent vers les solutions de références, confirmant la robustesse des

modeles poutres FGM développés.

2. - Lathéorie d'Euler-Bernoulli (CBT) est convenable seulement pour les poutres
minces ( L/k> 20 ), mais elle sous-estime la fleche pour (L/h < 20).

3. - Lathéorie de Timoshenko (TBT) est indispensable pour les poutres épaisses ( L/h <
20 ), capturant correctement les effets de cisaillement.

4. L'indice de puissance n influence significativement la rigidité et la fleche, avec des
performances intermédiaires entre les extrémes céramique (n = 0) et métallique (n —

0).

5. Laloi de puissance (P-FGM) offre un contréle fin de la transition, contrairement a la
loi exponentielle (E-FGM) qui impose une rigidité effective fixe.
Les perspectives futures incluent I'extension aux vibrations libres, au flambement, et a

I'optimisation des poutres FGM.
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