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Résumeé

La méthode du gradient conjugué est une méthode utile pour résoudre les problemes de
minimisation a grande échelle. Peuvent survenir des erreurs a cause d'un calcul inexact. Dans
ce travail, nous étudions la convergence globale d'une nouvelle méthode du descente
conjuguée sous la recherche linéaire de Wolfe forte avec d'existence des erreurs. Des

expériences numériques préliminaires sont données pour présenter I'efficacité de la méthode.

Les mots clés : Recherche linéaire inexacte. Algorithme. Regle d'Armijo. Régle de Goldstein.

Regle de Wolfe. Méthode de Fletcher-Reeves. Méthode de la descente conjuguée.

Convergence globale.

Abstract

The conjugate gradient method is a useful method for solving large-scale minimization
problems. Errors may arise because of inexact computation. In this work we study the global
convergence of a modified conjugate descent method with strong Wolfe line search in the
presence of errors. Preliminary numerical experiments are given to show the efficiency and

robustness of the method.

Keywords: Inexact line search, Algorithm, Armijo line search, Goldstein line search, Wolfe

line search, Fletcher-Reeves Method, Conjugate descent Method, Global convergence.
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Introduction générale

La méthode du Gradient Conjugué est une méthode itérative trés puis-
sante et tres utilisée pour résoudre des systémes linéaire et non linéaire de
grande taille. Elle repose sur le concept des directions conjuguées parce que
les gradients successifs sont orthogonaux entre eux et aux directions précé-
dentes.

L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente per-
mettant de minimiser une fonction (P) : min{f (x) : x € R"} de R" dans
R.

Cette méthode a été découverte en 1952 par Hestenes et Steifel [9], pour
la minimisation de fonctions quadratiques strictement convexes.

Plusieurs mathématiciens ont étendu cette méthode pour le cas non li-
néaire. Ceci a été réalisé pour la premiére fois, en 1964 par Fletcher et Reeves
[6] puis en 1969 par Polak, Ribiere [15] et Ployak [16]. Une autre variante a
été étudiée en 1987 par Fletcher [5] (Méthode de la descente conjuguée).

Les méthodes du gradient conjugué engendrent une suite d’itérés {x }, o
comme suit :

Tyl = Tk + akdk. (1)

Ou a4 est le pas optimal déterminé par une recherche linéaire inexacte.
Ces méthodes considérent dj comme suit :

o —ag1 SlkZl
b = { — g+ Bidy si k> 2. (2)

Ou gr = Vf (z) et [, est le paramétre qui caractérise les différentes
versions des méthodes du gradient conjugué.
On obtient les variantes suivantes :

pre _ 9k (k1 — gr)
= W, GC variante Polak-Ribiére-Polyak. (3)
k-1
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

2
5 R~ g 5, GC variante Fletcher Reeves. (4)
gkl
cD lgell”
T GC variante descente conjugué. (5)
—0p_19k-1

s _ 9 (9k — Ge-1)
‘ d£—1 (9% — gr-1)

, GC variante Hestenes-Stiefel. (6)

2
DY Al ; i

- , GC variante de Dai-Yuan. 7)
g d£—1 (9k — gr—1) (

T _
o5 = M, GC variante de Liu-Storey. (8)

_dgflgk—l

On étudie dans ce mémoire la convergence globale d’'une méthode du
descente conjuguée avec des erreurs.

Le mémoire comporte quatre chapitres :

Chapitre 1

On introduit dans ce chapitre les notions préléminaires et de base.

Chapitre 2

On expose dans ce chapitre les grandes lignes du directions de descente
et les recherches linéaires.

Chapitre 3

On rappele les conditions que la méthode de la descente conjuguée doit
étre vérifier pour prouver les résultats de convergence.

Chapitre 4

Ce chapitre est la partie la plus importante de ce travail, car elle contient
les résultas de descente et de convergence globale d’une nouvelle méthode du
descente conjuguée, avec les conditions de Wolfe.

v



Chapitre 1

Notions, définitions et
préliminaires

1.1 Notations et définitions

Ensemble convexe [10]

Définition 1.1.1 Soit C un sous ensemble non vide de R™. On dit que C
est convexe si

V(z,y) € C2,VA€[0,1] M+ (1-NyeC

k
Définition 1.1.2 Soit x1,xs, ...,z € R" et X\; > 0 tels que Y \; = 1. Toute
j=1
k
expression de la forme Y \;x;. S’appelle combinaisan convexe des points x;
j=1
ou barycentre.

Fonction convexe

Définition 1.1.3 Soit C' C R"™ un ensemble convexe non vide. On dit que la
fonction f : C — R est convexe si

V(r,y) € C2VAE(0,1]: f(Ae+(1-Ny) < Af(2)+ (1 - ) f(y).

Remarque 1.1.1 On dit que f est une fonction concave si (—f) est conveze.



CHAPITRE 1. NOTIONS, DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES

Définition 1.1.4 Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide. On dit que f
est strictement conveze dans C' si

V(z,y) € C*x#y VA€ [0,1]: fAx+ (1 —=Ny) <Af(2)+ (1= f(y)

Fonction fortement ou uniformément convexe

Définition 1.1.5 Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide. Une fonction
f:C — R est fortement ou uniformément convere de module v > 0 si

FO@+ (1= y) S @+0 =N f )=5A 1= N le = y|*, Va,y € C° VA € 0,1

Fonction convexe différentiable

Définition 1.1.6 Soit C' C R"™ un ensemble convexe non vide. f : R" — R
et ¥ € int(C), f est dite différentiable au point T, s’il existe un vecteur
A € R" et une fonction o : R — R tels que

f@)=f@+A (@-2)+|z-7]a@z-7),

ot a(x,x —x) —_0. On peut note le vecteur A comme suit :

r—T

of (@ of <EE>>T_

Asz(x)z( g om

Fonction convexe deux fois différentiable

Définition 1.1.7 Soit C' C R™ un ensemble convexe non vide et f : R — R,
f est dite deux fois différentiable au point T € int (C') s’il existe un vecteur
Vf(Z) et une matrice symétrique H () d’ordre (n,n) appellée matrice hes-
sienne, et une fonction o : R™ — R tels que

VeeC: f(z)=f@+Vf@)" (z - f)+1 (z—2)"H@) (z—2)+|z-2)*a @z -7),

2
’f@)  *f(@) 1 (@)
or1x1 Ox1x9 Tt OxiTa
2f@) %@ 21(@)
ot a(Z,x—7) — Oet H(Z)= | mm Omm Om2n
’f@  *f(@) % f(@)
OrnT1 Oxnxre 77 Oxpan

2
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Normes dans les espaces vectoriels

Définition 1.1.8 On appelle norme sur un espace vectoriel E une applica-
tion de E dans R telle que si on note ||v|| la norme de v

a) v =0 v=0.

b) [|Av]| = |A| ||v]] Vv € E VA€ R ouC.

o)|lu+v| <|lull + |jv]] Yu,v € E (inégalité triangulaire).
Quelques propriétés

1) On appelle distance associée a la norme ||.|| la quantité

d(u,v) = |lu—vl|.

2) lz] = lyll < |z +yl < |2| + [yl
3) |z —y| < [z| +[yl.
4) llzy|| < ||z] |ly|]| (inégalité de Cauchy Schwarz).

Définition 1.1.9 Une application de E dans R est appellée une semi norme
si elle satisfait les propriétés b) et c).

Normes Fondamentals sur R"

Définition 1.1.10 Soit X = (1,2, ..., x,) un élément de R™, on obtient

a) [ X1, = Z il
1

b) X, = (z ))

©) [ Xlloo = sup |z

74 SN
Les normes || ||2 et ||.||, s’appellent norme euclidienne et norme de la

convergence uniforme respectivement.

Normes sur C ([a,b],R)

C([a,b] ,R) espace d’une fonction continue de [a, b] dans R.
Pour tout f de C'([a,b],R) on a :

a) [Ifll, = Jj, If (¢ !dt

b) 1, = ([ £ ()
¢) [1flls =as<ggb!f( )!-
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Fonction Lipschitzienne

Définition 1.1.11 Soient E une partie de R, f : E — R une application et
k un réel positif.

On dit que f est k lipschitzienne si
V(z,y) € B [f (2) = f(y)] < kv —yl.

Définition 1.1.12 Soit f : E — F une application et k un réel positif,
(E,dg) et (F,dp) deuz espaces métriques.

On dit que f est k lipschitzienne si

V(z,y) € E*,dp (f (2), f (y) < kdp (z,7).

1.2 Conditions d’optimalité

Définition 1.2.1 [10/Soit f : R™ — R on appelle probléme de minimisation
sans contraintes le probléme (P) suivant

min{f(z):z €R"}. (P) (1.1)

1) € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si
f(@) < f(zx):VreR™

2) ¥ € R™ est un minimum local de (P) si et seulement s’il existe un
voisinage V. (Z) tel que

f@) < fla):Voee V(7).

3) ¥ € R™ est un minimum local strict de (P) si et seulement s'il existe
un voisinage V. () tel que

f@) < f(z):YeeV.(2), x#7.
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1.3 Conditions nécessaires d’optimalité

Théoréme 1.3.1 Soit f : R" — R telle que f est différentiable au point
T € R". Soit d € R" telle que V f(Z)Td < 0. Alors il existe 6 > 0 tel que
f(@+ ad) < f(Z) pour tout o € ]0,0].

Preuve. [2] Comme f est différentiable en 7 alors
f(@+ad) = f(@)+aVf(@)d+ a|d| N2, ad), (1.2)
o A(T ,ad) — 0 pour oo — 0. Ceci implique :

f(@+ Ozi) — [(7) =Vf(@)-d+|d| T, ad), a0,

et comme Vf(Z)T-d < 0 et A\(Z,ad) — 0 pour o« — 0, il existe § > 0 tel que
Vi(@)Td+ ||d]| Mz, ad) < 0 pour tout « € ]0, 4],
et par conséquent on obtient :
f(x 4+ ad) < f(Z) pour tout « € |0, ]
|

Théoréme 1.3.2 Soit f : R™ — R différentiable en T, si T est un minimum
local du probléme (P) alors V f(Z) = 0.

Preuve. Par contradiction, on suppose que Vf(Z) # 0. Si on pose d =
—V f(Z), on obtient :

Vi@)Td=— V(@) <0,
et par le théoréme précédent, il existe § > 0 tel que :
f(@+ad) < f(Z)

pour tout o € 0, [, mais ceci est contradictoire avec le fait que T est un
minimum local, d’ou Vf(Z) =0. =

Théoréme 1.3.3 Soit f : R" — R deux foix différentiable en x. Supposons
que T soit un minimum local du probléme (P). Alors V f(Z) =0 et H(Z) est
semi définie positive.
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Preuve. [14] Le théoréme ci-dessus montre la premiére proposition, pour la
deuxiéme proposition on a :

f@+ad) = f@) +aVf@E).d+ %oPdTH(ﬁE)d +a? |d|* A&, ad), (1.3)

o A(Z, ad) — 0 pour a — 0. Ceci implique :

[+ ad) - f(Z)

a2

1
= SdTH()d + 1d||* M(Z, ad), a # 0.

Comme 7 est un minimum local alors f(Z 4+ ad) > f(Z) pour « suffisament
petit, d’ou

1
§dTH(:/f)d + ||d|I> \(Z, ad) > 0 pour a petit.
En passant a la limite quand o — 0, on obtient que d"H(Z)d > 0, d’ou

H(Z) est semi définie positive. m

1.4 Différentiabilité

1.4.1 Gradient, Hessien

On note par

of of of

T _ — - -

Vi@ == (3w, (1.4
le gradient de f au point x = (z1,...,z,).

On appelle Hessien de f la matrice symétrique de M, (R)

H(x):V(VTf)(m):VQf(x): (aiaj;]) (),i=1,...,n, j=1,...,n

Définition 1.4.1 On dit que z* est un point stationnaire de f si V f (*) =0

1.4.2 Dérivée directionnelle

Définition 1.4.2 On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d
au point x, notée § f (x,d), la limite du rapport :

f(x+hd) - f(z)
h

lorsque h tend vers 0.
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Autrement dit :
f(z+hd) - f(2)

IRT _ T
of (x,d) = lim A =V f(z)d
¢ Si ||d|| = 1: la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f

dans la direction d au point x.

Remarque 1.4.1 % Le taux d’accroissement est maximal dans la direction
du gradient.
% Le gradient indique la direction de la plus grande pente.

1.4.3 Direction de descente

Définition 1.4.3 Soit f : R™ — R, 7 € R", d un vecteur non nul de R™ est
dit direction de descente au point T si et seulement s’il existe un réel § > 0
tel que Vo € 10,0[ on a :

f@+ad) < f(2)

Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction
de descente

Théoréme 1.4.1 Soit f : R™ — R, différentiable au point T € R et d € R"
telle que :
Vif(@)d<0

Alors d est une direction de descente en .

1.4.4 Formule de Taylor

Si une fonction f est définie et continue sur [a, b], ainsi que ses n premiéres
dérivées, et si elle admet dans I'intervalle |a, b[ une dérivée d’ordre n+ 1, alors
il existe une valeur ¢ € |a, b pour laquelle

£0) = @+ =) F @)+ =D @y =D iy

21 n!

(b —a)"*!

RG]

(1.5)
Cette égalité peut encore s’écrire avec h =b — a
hn-l—l

mf("+1)(a +6h), (1.6)

Fla+h) = f(@) + hf(a) + o (0 o+

avec 0 < 8 < 1.



Chapitre 2

Recherches linéaires inexactes

Pour résourde le probléme min{ f(x) : x € R"} a chaque itération xy, il
existe deux types des recherches linéaires

i) Recherche linéaire exacte

ii) Recherche linéaire inexacte

dans ce chapitre, on étudions la recherche linéaire inexacte.

2.1 Recherche linéaire inexacte d’Armijo

2.1.1 Reégle d’Armijo
Définition 2.1.1 [17]

Soient f : R™ — R une fonction différentiable, z, € R" et dp € R" une
direction de descente, i.e, d;, vérifiant :

V f(x)Tdy < 0.

On dit que le pas ay > 0. vérifiant la condition d’Armijo, si on a

f(l’k + Oékdk> < f(l’k) —+ Oék51Vf<$k)Tdk, 0< 61 < 1. (AI‘IIHJO)
Si on note
er(a) = flar + apdy). (2.1)
Alors on a
©e(0) = f(zk) (2.2)

8



CHAPITRE 2. RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES

pr(a) = V f(zx + apdy)Tdy, (2.3)
et
©(0) = Vf(zx)Tdy, < 0. (2.4)
2.1.2 Interprétation graphique de la régle d’Armijo

Calculons I’équation de la tangente 7}, au graphe de la fonction, et qui
passe par le point My(0, ¢, (0))

Tar = {(c,y) = y = 91(0) + a0}, (2.5)

soit en prenant en compte les relations (2.2) et (2.4)

Ty = {(a,y) 1y = f(og) +aV f(xr)Tdy} (2.6)

Calculons maintenant 1’équation de la droite notée A,; de coéfficient
directeur 3,¢,(0) et qui passe par le point M(0, ¢, (0)). On a

Anr = {(,y) 1 y — 94(0) = By, (0) (e — 0)},

ou encore
Ay = {(e,) : y = 94(0) + B0, (0)}, (2.7)

soit en considérant (2.2) et (2.4)
Aniy = {(a,y) sy = flax) + ab V[ (xp) T di ). (2.8)

Les droites Ty, et Ay, passant par le méme point My(0, ¢, (0)). Le co-
éfficient directeur de Ay, est égal & [3; fois le coéfficient directeur de Ty, .
Remarquons que ¢, (0) = V f(2;)7d), < 0, alors

0.< B <1=0> ¢ (0081 > ¢, (0),

par conséquent, pour tout o > 0, on a

apy,(0)8; > gy (0),
soit en rajoutant aux deux membres de I’égalité précédente la méme quan-
tité ¢, (0), on obtient
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0r(0) + gy, (0)8; > ¢, (0) + agy,(0), (2.9)
Oou encore

Les relations (2.2), (2.4), (2.5) et (2.7) impliquent que pour « € |0, 400,
la droite Ay, se trouve au dessus de la droite T},. Par conséquent, il existe
7 > 0 tel que, pour tout o € |0, 7[, le graphe de ¢, (a) se trouve au dessus
de la droite A,y,. Ecrivons cela de fagon analytique

Va €10,7]: pi(a) < fzr) + B,V f(zx)Tdy. (2.11)
Utilisons le fait que () = f(xp + axdy), (2.11) devient

Vo € ]O, T[ . f(:Ek + Oékdk) < f(QJk) + OCBIVf(iL'k)Tdk, (2.12)

(2.12) est exactement la condition "Armijo"

10
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¢p_{kHU)=f(x_{k})

a_{k} Armijo

a_{k}elo,x[

Fig2.1 Armijo

Algorithme 2.1.1
Etape 0 (Initialisation)
Choisir @ € ]0,00[ et 5, € ]0,1][.
Calculez
24(@) = flon +ady), ,(0) = (1)

(0) = V f(w)Tdx <0,
et allez & I'étape 1
Etape 1 (Principale)
Si
Pu(@) < @i(0) + @19 (0),
choisir le plus grand entier ng > 0 tel que :

©r(2™0) < 9, (0) + 27068, (0),

11
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et prendre a = 2™q,
si on choisir le plus petit entier my > 0 tel que :

~ ~

=5) < 0u0) + 5= 810, 0),

2mo

@i

~ __a
etoz—ZTO.

Dans le théoréme suivant on va assurer 'existence du pas d’Armijo en
posant quelques conditions sur la fonction .

Théoréme 2.1.1 Considérons la fonction ¢, : R, — R, définie par

or(a) = f(r + ady)

supposons que ;. est une direction de descente en xy (V f(xg)Tdy < 0) et si
By € 10,1, alors l'ensemble des pas vérifiant la régle d’Armijo et non vide.

Preuve. [11] On a
(@) = [z, + ady),
et
Ui (a) = f(xg) + B1aVT f(xy)dy.

Le developpement de Taylor-Young en aw = 0 de ¢ est :
pla) = flazr + ady) = f(zr) + B1aVT () di + af(a),

ot {(a) — 0, @ — 0, et comme 3, € ]0,1[ et ¢’ (0) = VT f(x4)dr < 0 on
déduit :
fag) +aVT f(ap)dy < f(zg) + B1aVT f(w)dy,

pour a > 0.
On voit que pour « > 0 assez petit on a :

ola) < ¥(a).

De ce qui précede et du fait que ¢ est bornée inférieurement, ¥(a) — —oo,
a — +o00, on déduit que la fonction ¥(a) — p(a) a la propriété :

U(a) — p(a) > 0, pour « assez petit,
U(a) — ¢(a) < 0, pour « assez grand.

Donc s’annule au moins une fois pour o > 0.

12
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En choissisant le plus petit de ces zéros on voit qu’il existe @ > 0 tel que
p(@) = ¥(a),

et
pla) < ¥(a),

pour 0 < a < @, ce qui achéve la preuve. m

2.2 Recherche linéaire inexacte de Goldstein

2.2.1 La régle de Goldstein

Soient f : R® — R une fonction différentiable, z;, € R", le vecteur de

descente dy € R*"(V f(x)Tdy, < 0).

a

On dit que le pas aj > 0 vérifié les deux conditions de Goldstein, si on

flxg + ady) < f'(zr) + papV f(x)Tdy, p € }0, % { (Goldsteinl)

et

flxg 4+ ady) > f'(zk) + (1= p)axV f(2)Tdy. p € }O, % [ (Goldstein?2)
Si on note

pr(a) = flze + adi),
alors (Goldsteinl) et (Goldstein?2) deviennent

() < ©4(0) + parpy(0)

or(@) > 0 (0) + (1 = p)akep,(0)

13
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2.2.2 Interprétation graphique

a)0<p<z3=-3<—-p<0=4<1-p<1 Donc

1
0<p<§:>(1—p)>p.

D’autre part

0r(0) < 0= (1 - p)ey,(0) < ppy,(0).

Par conséquent

Va € ]0, 400 : a(l — p)ei(0) < appy(0).

Ce qui emplique

Vo € 10, +00[ : ¢4(0) + (1 = p)¢i(0) < ¢4, (0) + apipy(0). (2.13)

D’autre part, puisque ¢, (0) < 0, on a pour tout a € R

0 < p < 1= ppp(0) > & (0) = 04(0) + app(0) > ¢4 (0) + ap(0), (2.14)

et

0<1-p < 1= (1-p)p,(0) > ¢}, (0) = ¢,(0)+a(1-p);(0) > 4 (0)+sp; (0).
(2.15)
Notons par :
Ay : la droite de coéffécient directeur pgo;q(()) et passant par le point

A, : la droite de coéfficéent directeur (1 — p)¢,(0) et passant par le point

(0, 4(0))
T : la tangente au graphe de ¢, (o), passant par le point (0, ¢, (0)).

On a
Ar = {(a,y) : y = 0, (0) + app,(0)} (2.16)

Ay = {(c,y) 1 y = 0(0) + (1 — p)py,(0)} (2.17)
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T = {(a.y) 1 y = @(0) + ap,(0)}. (2.18)

Les relations (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) et (2.18) impliquent que :

a) La droite A; est au dessus de la droite Ay pour tout « € R7.

b) Les deux droites Ajet Ay sont au dessus de la tangente T', pour tout
ae Ry

Notons par (3, l'abscisse du premier point d’intersection de A, avec le
graphe de ¢, («).

Notons par (3, 'abscisse du premier point d’intersection de A; avec le
graphe de ¢, («).

On a donc

c) |0, By = {a : a vérifie (Goldsteinl)} . Le graphe de ¢, est au dessous
de la droite A; de coéffécient directeur py' (0)

d)]By, +oo] = {a : « vérifie (Goldstein2)} . Le graphe de ¢, est au dessus
de la droite Ay 1’équation (1 — p)e' (0)

e) 151, 8, = {a: a vérifie (Goldsteinl) et (Goldstein2)} . Le graphe de
;. est situé entre les deux droites Ajet Ay des coéffécients directeurs py (0)

et (1—p)¢ (0).
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1B+ Bz[={c:a vérifiant Goldstein 1 et Goldstein 2}

10,B:[={ex:cx vérifiant Goldstein 1}

1B1. +==[={c::a vérifiant Goldstein 2}

@(0)=F(x_{k})

| a vérifiant Gold 1 et Gold 2

Régle de Gold 1 et Gold2
pla)sp(0)+pe'(0)a (Goldl)

Pla)ze(D)+{1-p)e'(0)a
(Gold2)

y=(0)+y'(0)a

.,;'
L] Mo | A

Fig2.2 Goldstein

Algorithme 2.2.1
Etape 1(Initialisation)
Choisir ag > 0 et p € ]0,1[. Poser ag = 0, by = 0,
poser k = 0 et aller a I'étape 2
Etape 2(Testé Goldsteinl)
Itération k, on a [ag, bg] et ax, calculez ¢, (ay),
si
prlar) < @p(0) + (1 = p)arpy (0),

allez a I'étape 3
si non
poser by = ay, g1 = i, et allez & I'étape 4

16
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Etape 3(Testé Goldstein2)

Si pr(ar) > ¢(0) + (1 = p)apy(0) stop. a* = ay,
sinon poser a1 = g, b1 = by et allez a ’étape 4
Etape 4

Poser a4 = Q’“HTH”““,

poser k =k + 1 et allez a I’étape 2.

Théoréme 2.2.1 Si ¢, : RT — R; définie par ¢,(«) = f(zr + ady) est
continue et bornée inférieurement, si dy est une direction de descente en xy,
et sip € }O, %[, alors l’ensemble des pas vérifiant la régle de Goldsteinl et
Goldstein2 est non vide.

2.3 Recherche linéaire inexacte de Wolfe

2.3.1 La régle de wolfe

La regle de wolfe fait appel au calcul de go;c(a), elle est donc en théorie
plus cotiteuse que la régle de Goldstein. Cependant dans le neumbreuses
applications, le calcul du gradient V f(z) représente un faible cotit additionnel
en comparaison du cotit d’évaluation de f(x), c’est pourquoi cette régle est
trés utilisée.

ay, est acceptable par la recherche linéaire inexacte de wolfe si «y, vérifie
les deux conditions (Wolfel) et (Wolfe 2) suivantes

, 1
prlar) < 9(0) + pary(0), 0 <p < 3 (Wolfel)

(o) > 09, (0), 0< o<1, 0>p (Wolfe2)

2.3.2 Interprétation graphique
a) On a

O0<p<ox<l
2 (0) <0+ = {5(0) + apg (0) > 9, (0) + a0, (0) > 9, (0) + gl (0) }
a € RY
(2.19)
Notons par :
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Az : la droite de coéfficient directeur pgp}c (0) et passant par le point

(0.4, (0)) |
Ay : la droite de coéfficient directeur oy, (0) et passant par le point

(0, ¢4 (0))

T; : la tangente au graphe de ¢, («), passant par le point (0, ¢, (0)).

T5 : la tangente au graphe de ¢, (), dont le coéfficient directeur est égal
a o, (0). Bien sur Ty//A4

iy : Iabscisse du premier point d’intersection de 75 et du graphe de ¢, (0)

1o = Pabscisse du premier point d’intersection de Aj avec le graphe de
©,(0)

T3 : la tangente au graphe de ¢, (), dont le coéfficient directeur est égal
a ¢, (ay), a, vérifiant 0 < o, < g1y

Ty : la tangente au graphe de ¢, (o), dont le coéfficient directeur est égal
a ¢y (), ay vérifiant ag > gy

As : la droite de coéfficient directeur ¢, (o,) et passant par le point
(0, ¢, (0)). Bien sur T3//As5

Ag : la droite de coéfficient directeur 90; (ag) et passant par le point
(0, ¢, (0)). Bien sur Ty//Ag

o Ay ={(ay) 1y =1 (0) + apg, (0)] (2:20)
A ={(e,y) 1y =0, (0) + a0, (0) } (2:21)
A5 ={(e,y) 1y =00 (0) + gl (a,)} (2:22)
Ao = {(e,9) 1y =9, (0) + gl (00)} (2:23)
T = {(0) 1y = .. (0) + g, (0)} (2:24)

(@) =1 () = 93 () (@ = 1) |

{
— {(a,y) Ly = o (1) + apy (1) — pyy (ul)}

T = {(ey) iy —pi(a) = o ag) (0 —ay) |
= {(@w) 1y =i (ay) +api(a) — agpy () |

18
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T = {(ey):y—wilan) = o () (e — an)}
= {0y 1y = pi(0a) + ag) (0) — aarl. (aa) |
On a aussi d’apres la relation (2.19) :
As est au dessus de Ay

As et Ay sont au dessus de T7.

Remarquons maintenant que
Ay est au dessous de Ay (2.25)

Ag est au dessus de Ay. (2.26)

Analysons analytiquement (2.25) et (2.26). La relation (2.25) implique en
prenant en considération (2.21) et (2.22)

1, (0) + agpy, (ag) < 01, (0) + aopy (0) = ¢y (o) < 0 (0). (2:27)

La relation (2.26) implique en prenant en considération (2.21) et (2.23)

91 (0) + iy, (a) > 94, (0) + aoy (0) = ¢y (aa) > a0 (0) (2.28)

(2.27) et (2.28) impliquent que

(2.29)

oy ne vérifie pas Wolfe2
oy vérifie Wolfe2.

Par conséquent pi; vérifie :

o1 (1) = 09 (0).
a < py = gy (a) < TPk (0) (2.30)

a >y = ¢ (a) > op, (0),
et on a par la suite :
10, 1y = {a @ a vérifie (Wolfel)}.
J1tq, +oo] = {a : v vérifie (Wolfe2)}.
Jp1, o] = {a : a vérifie (Wolfel) et (Wolfe2)}.
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a€]0,1L;]:a vérifie wolfe 1

Q€] +==]:a vérifie wolfe 2

¢_{k}
\ €], 1) e vérifie wolfe 1 et wolfe2

p_{k}0)

Fig2.3 Wolfe

2.3.3 Reégle de Wolfe
Reégle de Wolfe faible

Nous allons présenter les conditions de Wolfe faible sur a@ > 0 :

£ (on+ andn) < F (20) + ponV f () dp, 0 < p < % (W1)

Vf (SL’k —|—O!kdk)T dk > UVf (SCk)T dk, O<o< 1, o>p (W2)
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Reégle de Wolfe forte

Elles sont trés utilisées en théorie et les grands résultats de convergence
ont été prouvés en utilisant des recherches linéaires inéxactes de Wolfe-forte.

Définition 2.3.1 «y vérifie les conditions de Wolfe-forte si les deux condi-
tions suivantes sont vérifié :

/ 1
o (ar) < 9 (0) + papy (0), 0 < p < 5 (W3)
flon)| < =06 (0), 0< o<1, 0> p (W4)

Algorithme 2.3.1

Etape 1(Initialisation)

Choisir ag > 0, calculez ¢, (0), ¢, (0). Prendre p € 10,1[, o € |p, 1[.
Poser ag = by = 0, k£ = 0 et allez a ’étape 2.

Etape 2 (testé de Wolfel ou W3)

Calculez @, (ay). Si ¢y, (o) < @;, (0) + parep, (0), aller a I'étape 3.
Sinon poser a1 = ag, b1 = ;. et allez a I'étape 4.

Etape 3 (testé de Wolfe2 ou W4))

Caleulez oy, (o). Si ¢y, (ar) > Vioy, (0)(|gy, ()| < —opy (0)). STOP
Prendre @ = «,.

Sinon

Poser agi1 = ag, b1 = by et allez a ’étape 4

Etape 4 (calculé de o 1)

_ agg1tbeia
Opr1 = — 5 -

Poser k = k + 1 et allez a ’étape 2.

Remarque 2.3.1 1)On wvoit bien que les conditions de Wolfe fortes im-
pliquent les conditions de Wolfe faibles, en effet :

VT f (e + andi) die| < =0V f (1) dy,
= O'VTf ((L’k) dk < va (l’k +Ozkdk> dk < —O'VTf (l‘k) dk
= oV f(zy)dp <V f (1 + ardy)dy.

2)L’existence de valeurs vérifiants les conditions de Wolfe faibles et fortes
est donnée par la Proposition suivante.

Proposition 2.3.1 Soit f € C! et d une direction de descente de f en x, on
suppose que [ est minorée. Alors, si 0 < 0 < o1 < 1, il existe des intervalles
dans Ry qui vérifient les conditions de Wolfe faibles et fortes.

21



CHAPITRE 2. RECHERCHES LINEAIRES INEXACTES

La régle de Wolfe relaxée

Proposée par Dai et Yuan, cette régle consiste a choisir le pas «y, satisfai-
sant aux conditions :

f (Ik + Oékdk) < f (l‘k) -+ pOszTf (xk) dy, (W5)
o1V f(z)dy, < Vf (zp + Oékdk)T dy < —0aV' f (1) dp, (W6)

o< p<o; <letoy>0.

Remarque 2.3.2 Les conditions de Wolfe relaxée (W5) et (W6) impliquent

les conditions de (Wolfe forte) tandis que pour les cas particulier o = o1 =
oo. En effet :

o V'f () dp < Vf (v + Oék:dk)T dy < =05V f (1) dy,
= OVTf ((Ek) dk S Vf (IBk + Ckkdk)T dk S —O’VTf ($k> dk,

= |Vf (2, + ondy) " di| < =V f (21) dy.. (W4)

Théoréme 2.3.1 Si ¢, : R, — R; définie par ¢, (o) = f(x + ady) est
derivable et bornée inférieurement et si dy est une direction de descente en

x et sip €0,1] et o € |p, 1], alors ’ensemble des pas vérifiant la régle de
Wolfe (Wolfel et Wolfe2) est non vide.
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Chapitre 3

Méthode de descente conjuguée

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que la méthode
de descente conjuguée doit étre vérifier pour prouver les résultats de conver-
gence.

3.1 Hypothéses C1 et C2 et théoréme de Zou-
tendijk

3.1.1 Hypothéses C1 et C2 (de Lipschitz et de borne-
tude)

Condition C'1

Soit f : R™ — R. On dit que vérifie la condition C'1 si f est continuement
différentiable dans un voisinage V' (I') deI' = {z e R" : f (z) < f (21) : 1 € R™ point initial}
et si Vf (z) vérifie la condition de Lipschitz dans V' (I'), c’est a dire, il existe
une constante L > 0 telle que

IVf(x) =V [l < Llz—yl : pour tout z,y € V(') (3.1)

Condition C2
L’ensemble I' = {z € R": f () < f (1)} est borné, i.e., il existe une
constante B < oo telle que

|z|| < B:Vx el (3.2)
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3.1.2 Théoréme de Zoutendijk

Théoréme 3.1.1 [7] Considérons une méthode itérative quelconque géné-
rant une suite {zy} de la forme :

L+1 = Tk + Oékdk, (33)

dy, étant une direction de descente et «y, est une recherche linéaire inézracte
de Wolfe. Supposons aussi que f vérifie les Conditions (3.1) et (3.2). Alors
on a

3 loid)” _ (3.4)

k=0

On dit que la regle de recherche linéaire satisfait la condition de Zou-

tendijk s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout indice £ > 1 on
ait

f(@rga) < f (i) = C IV f (@) ]|* cos® b, (3.5)
ou 0y est I'angle que fait d avec —V f (x}) , défini par
V' f () dy,
cos b, = . 3.6
FE T @l ] 30

Proposition 3.1.1 Si la suite {xy} générée par un algorithme vérifie la
condition de Zoutendijk et la suite {f (zx)} est minorée, alors

D VS (@) cos® b < o (3.7)

k>1

Preuve. En sommant les inégalités (f (z41) < f (z) — C ||V f (21)]|? cos? 0r)
on a

SIS @)l cos? b < & (7 (1) — 1 (usr)).

k>1
En effet :
k 1: f(xy) < f(x1) = C||Vf (1) cos? 6.
ko= 2:f(23) < f(22) = C|Vf (22)] cos® .
k = 3:f(x4) < f(xs) = C||Vf (x3)]* cos® bs.

ko= 1 f(m) < f(m) = C|Vf ()] cos® 0
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En sommant terme & terme, on a

F@a)+f (@s)+ -+ f (w1) < f (@) +f ()4 +f (@)—C Y|V f (21)]]” cos® .

E>1
Donc

l
f (@) < f (1) = C Y NIV S (@)l cos® by

k>1

Alors z
SIS el cos? 0 < 2 (7 () — f (m1s2))

k>1

La série est donc convergente puisqu’il existe une constant C' telle que
pour tout k, f(xx) > C'. m

3.2 Les méthodes dans lesquelles le termes
lgr+1]|” figure dans le numeérateur de 3,

Les méthodes FR et CD ont toutes comme numérateur commun le terme
||gk+1 ||2~

3.2.1 Meéthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves, 3, est égale

||9k+1H2
gfl = 2 - (3-8)
Hng

Les avantages de la méthode de Fletcher-Reeves

Cette méthode est trés intéressante, parce qu’elle nécessite le stockage de
trés peu d’informations (essentiellement trois vecteurs de dimension n).
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Résultats d’El Baali

Comme on ’a remarqué auparavant le premier et le plus important résul-
tat de convergence de la méthodes Fletcher Reeves (FR), avec une recherche
linéaire inexacte est celui d’El Baali [1]. Nous exposons dans ce qui suit en
détail ses résultats.

Théoréme 3.2.1 [1] Supposons que L’hypothése (3.1) soit satisfaite. Consi-

2
dérons une méthode du type (3.8) avec 3), = Bi ' = ”‘;If%!'“g

tisfaisant o la régle de Wolfe forte (W3) et (W4) ot o € }0,%[. Alors on
a

et le pas oy, sa-

1 dr 2% — 1
S LR ety S I (3.9)
=0 = gl? = T-0

Preuve. Pour tout k; gp # 0, la démonstration se fait par récurrence
1) Pour £k =1
di g, _ ||91||2 _
2 = 2 =
gl g1

D’autre part :

0 1 % < -1
<O'<§:> 210-__0-12_1
2) Supposons que (3.9) est satisfaite pour £ > 1 et démontrons qu’elle
pour k41 :

Supposons que :

-1 < dr gy, <20—1_

< < tk=1,... (3.10)
T=o S lalP = 10
On a
T

di 19k _ (—9k+1 +5ka1(11¢) Irk+1
H9k+1H2 H9k+1H2

- _1 + 5fld£gk+1

- 2

||9k+1||

Hgk+1 H2 dzngrl

2 2
lgll™ Nlgr-sall
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Alors

T T
dir1Gke1 di grr1

= . (3.11)
||91c+1||2 ||91c||2
En utilisant la condition

|df gia| < —odi g

(3.12)
= odi gr < dj grr1 < —odj g
En divisant par ||gx||°, on a
odigr _ digra _ —odj gi
2 — 2 — 2
gl el el
dr dr dr
:>_1+0k9§§_1+ k9k+21_ _ ¢ kg;c_
19l 195l 19l
Alors .
o d;;rgk Ay 19K+1 o d{gk
o 2 = 7 < —1— 2
g™ llgrall g
De (3.9), on a
_ T _ T
1 < dk:gk2:> o Sadkgk;
L= 7 g™ 1= gl
-1 dr
- =1 T <14 oI (3.13)
1-0o 1-o g
et
dr 20 —1 dl
T > g L0 4 T s ek (314
l-o lgell®  1—o l-o gl

Par conséquent on aura :

-1 - d{HgH; < 20 -1
=0 {|gisl l1-0o

Ce qui achéve la démonstration. m
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Corollaire 3.2.1 Sous les mémes hypothéses et conditions du Théoréme pré-
cédent, on a pour tout k > 1, d. est une direction de descente suffisante i.e.,
il existe une constante C' > 0 telle que

digr < —Cllgil”.
Preuve. D’aprés (3.9), on a

-1 < d¥ g, <20—1

T=0 = Jal = 1-0
20— 1 2 1—-20 2 2
= dign < T llol" = =7 lloull” = =C'llgell"
avec C' = 1112; [

Convergence de la méthode de Fletcher-Reeves

Théoréme 3.2.2 [1] Supposons que L’hypothése (3.1) soit satisfaite. Consi-

2
dérons une méthode du type (3.8) avec B), = Bi " = % et le pas oy, sa-
k—1

tisfaisant a la régle de Wolfe forte (W4) et (W3) ou o € ]0, % [ Alors cette
méthode est globalement convergente, dans le sens suivant :

klim inf || gx|| = 0. (3.15)

Preuve. Puisque les conditions du théoréme précédent sont satisfaites alors
on a:

— T —
1 <dkgk<20 1

o 2
= —odl_ gr1 < —— |lgr-1|*-
1—o = Hngz =74 00 _19k-1 lgk—1l]

“1—-o0
D’autre part de condition

‘dggk+1} < —adfgk = !diﬂflgﬂ < —adg,lgk,l,
d’ou

ag
|y gr| < —od_1gr1 < 1o lge-1l* (3.16)
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De (3.9), (3.16) et

ldell* = [llgell® — 285 " di_sgi + (B) lldir ||
< gl + 285 |1 ge] + (B i |1

2 IPAls o 5 9
< gl +2 27 lgi—1lI” + (B1 ) | d—1 |
lgre—1| —0

(157 ) ol + (557 s

140
1—0

IN

Posons ¢ = > 1, on aura :

ldell> < 7 llgull® + (BER) |l ])®
< 6||gk||2+( 2 [ gl + (B25)* i ]

N

< lgll* ZH E +5 [lgll* gl
J

Alors
d)l* =5 [lgxl* ZH P (3.17)
9j

Supposons que gi est borné en dehors du zéro <khm inf || gx|| # 0), c’est-
a-dire : 1
gl > w > 0; Vk:>|| s —

9k

De (3.17) on a :

k

~ X‘
ldel® < gl Z” 7 <7 531
J

j=1

A4
= HdkH < U——-k
u)

d’ou

ZHde > AX‘Zk > 00. (3.18)

k>1 k>1
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Ce qui veut dire que Y —1
2T

D’autre part, puisque les conditions du deux théorémes précédent sont
satisfaites, alors on a :

est divergente.

Zcos2 0 || gll> < oo,

k>1
o s s
9k gk
1 < cosly < g
||| dk’
d’ou

2
g
Sl gz < S cos e gl < oo

2
k>1 ”dkH k>1

4
N ZHQ!«H < 00

2
E>1 Hdk”

w4

= Y — 5 <
1l

E>1
1
= 2>
E>1 Y%k

Ce qui contredit (3.18), d’ou le résultat. Donc

klim inf ||gx|| = 0.
|

Remarque 3.2.1 La méthode de Fletcher-Reeves avec une recherche linéaire
exacte génere des directions de descente.

En effet, a chaque itération £ > 1, on a :
T
d£+19k+1 = <_9k+1 + 5551%) Jk+1
FR
= _91::+19k+1 + 5k+1d;59k+1
2
= —llgrnll”-

Puisque
ap = I£1>1?61f () + ady) = gl;glhk (a).

Donc «ay, vérifie la condition nécessaire d’optimalité :

h, () = dEV f (2, 4+ apdy) = dE grn = 0, Ve > 1
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Inconvinients de la méthode de Fletcher-Reeves

La méthode de Fletcher-Reeves posséde de bonnes propriété théoriques,
mais en pratique, elle converge parfois lentement, et méme prématurément.
En effet, si les pas sont trop petits, il se peut que ce comportement s’élargit
pour un grand nombre d’itérations, et c’est ce qu’il nous oblige a réinitialiser
en posant 1 = 0.

3.2.2 Meéthode de descente conjuguée

Cette méthode été découverte en 1987 par Fletcher [5].
Rappelons que pour la méthode de la descente conjugué la variante f3,
est égale a :

2
CD ||9k+1||

= . 3.19
k+1 _d%“gk ( )

La propriété de descente de la méthode de la descente conjuguée

Fletcher [5] a démontré que la méthode de la descente conjuguée est une
méthode de descente si le pas oy est déterminé par la régle forte de Wolfe
avec o < %

Dai et Yuan ont démontré le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.3 [3] Supposons que l'hypothése (3.1) soit satisfaite. Consi-
2
dérons une méthode du type (3.3) avec B, = LY = % et le pas ay
k—1J9r~—

satisfait aux conditions de wolfe relaxée (W5) et (W6) :

f (k) + pdy gi
di gr1 < —oad g,

[ (xr + oudy)

<
et aldfgk <

avec0 < p <oy <let0 <oy < 1. Alors la méthode génére des directions
de descente suffisante a chaque itération £ > 1.
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Preuve. On a

T
~dig = —(~gu+ B dir)” g
= H9k”2 - ﬁkCDd;f—ﬂk
2
2 | g% T
= |lgrll” + = i1
|| || dg_lgkfl k-1
dl g
2 k—1Y9k
o (1 =22
En divisant par ||ng2
—d{gk _ d;‘cr—lgk
il G198

D’autre part de (W6), on a

o1dy g di grv1 < —o2d] gr

<
= o01di_1gk1 < dj_,gr < —0ad} gk
dr gk
= —09 S Tk—lg
dk_19k—1
dgflgk

= 1—0’2§1+T—§1+01,
k—19k—1

<o

d’ou

Donc si ||gx|| # 0, on a :
digr < =Cllgell*,

ou C =1— 09 >0 et donc dj, est une direction de descente suffisante. m

Convergence de la méthode de la descente conjuguée

Théoréme 3.2.4 [3] Supposons que I'hypothése (3.1) soit satisfaite. Consi-
2

dérons une méthode du type (3.3) avec B, = BLY = %

k—19k—

satisfait aux conditions de wolfe relaxée (W5) et (W6) :

f e+ ardy) < f(z) + pdy i,
et ovdgp < df gri1 < —oadf gr,

et le pas oy,
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avec 0 < p <oy <1 et oy =0, est globalement convergente, dans le sens

suvant :
klim inf || gx|| = 0.

Preuve. De théoréme précédent on a :

—dr
-0y < % cq44
Hng
—dr
= 1< o4
g%
1 2
N < ||ng|| <1
1+O’1 _dkgk
1 Al
= < 1% S<1
L+or = —df g || gr1]]
1 s
Jr
= <1
L+op ™ gfl B

cD FR
= O < Brir
D’apres le théoréme 3.3.2 on a :

klim inf || gx|| = 0.
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Chapitre 4

La convergence globale d’une
méthode de descente conjuguée
avec existence des erreurs

Considerons le probléme d’optimisation sans contraintes suivant :

min f(z), x € R", (4.1)

ou f:R"™ — R est continuement differentiable. Notons par gp = <7 f(xx)
est le gradient de f & xj. Pour résoudre le probléme (4.1) on utilise des
méthodes itératives qui générent des suites {z} définies par :

The1 = Tk -+ akdk (42)

ou x; € R” est la kieme approximation de la solution, oy, est le pas obtenu
en effectuant une recherche linéaire exacte ou inexacte et d; est la direction
de recherche définie par

p — —g1 , k= ]-7
T~k + Brdi1, k> 2,

o gx = g(xx), et 3, est un scalaire. Les formes de 3, sont définies comme
suit :
2
Fr _ _llgkll

P = 5 Fletcher -Reeves [6],
[r—y
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PRP _ 9;(% - gk—l)
. d£—1(9k - gkfl)

Polak-Ribiere-Polyak [15],

2
DY gl .
= Dai-Yuan |2],
g di-1(9k — gr-1) .
oD lgx
Bl = - Conjugate-Descent [5].
gk—ldk—l

Récemment Tang et Shi [19] & proposé une méthode modifier de Conjugate-
Descent (CD) :

2
g — —Plol
g O-glz_ldk—lj

ou ||.|| signifie la norme euclidienne, o € (0,1/2) et p € (1,0/(1 4+ 0)).
La direction principale S est satisfaite :

(4.3)

gtse < —cillgrll®, e >0 (4.4)

Min [13] étudié la convergence globale de la méthode (4.3) avec le terme
des erreurs wy tel que

lwll < vila +pllgell), p.a>0
ou )
Ve = O(E)’ Ve > 0.
Dans les conditions ci—dessus et que g(z) est lipschitz continue, et

liminf g, = 0.

4.1 Propriétés de la direction

Nous adoptons ’hypothése suivante sur la fonction f qui est couramment
utilisé dans la littérature.

Proposition 4.1.1 la fonction f est LC! et fortement convexe dans R™, i.e,
il existe une constante T > 0 tels que

IVf(@i1) = VI (@)l < 7ll@er1 — 2pll, Vo, 2 € RY, (4.5)
et
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L(x)={ze€R"/f(z) < f(x1)} est bornée. (4.6)

Pour la méthode modifiée de descent avec des erreurs, nous laissons

Tp+1 = Tg + ak(sk — wk), (47)

ol «ay est le pas optimal, w;, est une erreur accumultative et la direction
principale s; est déterminer par

—gr +wy, k=1,
- 48
Sk { — gk + Bpdp—1 +wi, k> 2, (4.8)

et

gy =4 =1~ Wt G (o1 — wpmy) <0 (49)
—8k—1 + W—1, g_1(8k—1 — w—1) >0,
ou et (3, est déterminer par (4.3), s et wy satisfaisant les hypothéses
suivantes :

(A) = [lwell < vila+pllgel)), p,q > 0.
(B) : 0<v,<a/k, ¢ >0.

En utilisant une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte.

F @+ Medy) < f(@x) + pArghd (4.10)
9" (w4 Aedi)die| < —ogidy. |

Tout d’abord, nous donnons ’algorithme suivant :

Algorithme 4.1.1

Soit o € (0,1/2) et p € (0,0/(V3+20)), 21 €R"; k=1

Etape 0 : soit x; le point de départ, g; = V f(z1), poser d; = —gy,

poser k = 0 et aller a I’étape 1.

Etape 1 : si g = 0 : alors stop ( z* = x)."Test d’arrét", si non passez a
I’étape 2.

Etape 2 : soit dj, est déterminé par (4.8).

Etape 3 : soit xy1 = x + agdg.Poser k := k + 1, aller a I'étape 1.

Lemme 4.1.1 Pour tout k> 1, on a gls, < (p — 1) ||g||>.
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Preuve. Si k=1ona gls; = — |-
Sik>2etgl diq =0, alors o), = z4_q,

Gise = Gi(—gk + Bydr-1)
= g1 (=gk-1 + Brdr—1)
= —llgeall* + Brgh_ydia
= —|lgena|® <.

Sigl ,dr-1 <Oona:

gisk = gr(—gr + Brdi—1)
—lgull* + Brgldr—
< - ||9k||2 + Br(—=0g;_1dr-1)

2
M)(_Jggildk_l)

Nl + (=5
= (=D laell® (411)

gk_ldk—l

Ceci termine la preuve. m

4.2 La convergence globale de la méthode de
descente conjuguée

Lemme 4.2.1 Si {x} est une suite infinie générée par l'algorithme (4.1),
alors Uensemble I = {k / g (sx —wy) > 0} est infini et

Preuve. 1l découle de la définition de [ :

Ik Sk = GRWe-
D’apres le lemme (4.1.1), de (4.11) on a :

sk > giwy = giw, < (p— 1) [lgel” - (4.12)
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En utilisant (4.12), on aura :

(1= p) llgel® —grwy
gl [Jwg||

gl (vila +pllgell)) -

IAIA TN

Donc

I=p=7p) gl < 4
= |lgxl| = 0.

[ |
Dans la suite, nous supposons que I est un ensemble fini et

dk = S — W, gll-dk < 0, Vk > 0.

Lemme 4.2.2 [?] Sous les hypothéses (4.5), (4.6), la méthode définie par
(4.2), (4.3) et (4.8) engendre une suite {xy} telle que :

b Td.)2
Z(g’“ . (4.13)
oy Ikl

Lemme 4.2.3 Sous les hypothéses (4.5), (4.6), la méthode définie par (4.2),
(4.3) et (4.8) engendre une suite {x\} telle que,

il existe une canstante positive o : ||gk|| > €0, Vk > 1 (4.14)

et - .
”g‘“HQ < +00. (4.15)

el (Y]

Preuve. On a

Gdy = gi(—gr + Brdi—1 — wy)
= - Hng2 + 5k91€dk71 - g,lwk-

Donc

lgidil = | = llgull” + Broidi1 — ghwil
> lgill” = |Brgidr—1 — ghwgl.
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D’autre part on a
—[Brgidr-1 — giwil = —[Brgidr| — lgiwel,

Posons t, = 99l o ytilisant la régle de Wolfe (4.10) :

okl

> lgell? = [Begldr—1| — |gfwil
> gell* = Brolgl_idi—1] — llgell 1wl
2
gell” = Brotre—r |dr—1ll — [l gl [|wi]| -

|9 |

D’aprés (4.8), on aura
Brdi—1 = Sk — Wk + g,
ce qui implique
—0ote1 By |di—1ll = —ote—s(llsell + [Jwill + llgelD)-

Donc

2
|95l = 11gxll” = otua(llskll + [lwkll + llgell) = lgell llwll - (4.16)

En utilisant (4.14), on aura :

2
o o
lgel” [lws
- < =gkl lwll, (4.18)
et )
k| gl
5 lwll = [lwl] = = fJwi] - (4.19)

Par conséquent, en substituant (4.17), (4.18) et (4.19), dans (4.16), nous
avons

2
g
\grdi| > lgell® = otroy |dill — otrs | ;2” |wi || — ot
0
lwill  otp—1 + [lwgl

5(2) €0

||9kH2
1 = [lgw|l |lwk]|

> (1—oty ) lgill* = ote—s [|dill
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ce qui conduit a

2
|95 dk| (1 - Tl lwell — oths + HwkH)Hng

> — otp—1,
||| & €0 ||
donc
otei lwgll  oti—s + lwll, l|gxl”
tr +otp_1 > (1— — )
p¥ ot 2 (1= = o i

D’aprés le lemme (4.2.1) on a

g ll”
ly +otp—1 > )
2 | dy |
et
Hng
Aty + oty 1) > 35
[ dy |
de -
(th+ oter)? <A +40%t] | et > 17 < +oo,
k=1
on a .
Ztk+0tk 17 < —I—OO,
k=1
d’ot

o
Z Hng
Ceci achéve la démonstmtwn. ]

Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses (4.5), (4.6), la méthode définie par
(4.2), (4.3) et (4.8) engendre une suite {xy} telle que :

lilgn inf || gx|| = 0. (4.20)
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Preuve. Supposons au contraire que ||gx|| > €o pour tout k, d’aprés le lemme
(4.1.1) et (A), on a

Gy = g (s —wy)

T T
Gk Sk — g Wk

2

< (p =) lgrll” + llgell [Jwk]]
2

< (p—=Dllgrll” + llgell (v (@ +pllgell))
2 2

= (p=D)llgrll” + 2 llgrll” + vra llgx]l

2
= [(p—=1) + vl lgell” +vea ll gl
Pl
< (p=1+%D) loull” +via -

q 2
= (p—14+mp+ %5—0) | gl

q
= — <1—p—7k <p+—)> lgll?
€0

ainsi, de (B), pour k est suffisamment grand, nous avons
Gedy < =1 =p—p)llgell”
= —(1—2p) [lgxl*. (4.21)
D’aprés (4.2), (4.7) et (4.8), on obtient
dp, = 8 — wy
= =gk + Bpdi—1 — wy.
Il s’ensuit que

|| (lgell + By -]l + [k ]))?

311gkll* + 383 ldk_1l” + 3 [|ws|”
2 4

30% || x|

02 (g]zlﬂlk—l)

<
<

IN

3 1gxll” + 5 lde1ll? +37% (g +plgull)®-

D’autre part on a
Ge1di1 < —(1=2p) [lgeall”,
ce qui emplique
1 < 1
(gg,ldk_1)2 T (1=2p) |lgra |t
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Donc

30° || gl
o2 (1 —2p)* || g1]|

2 2 2 2
k]I < 3 lgell” + 7 1k [I” + 375 (g + p llgxl)” -

En divisons par||gx ||4

ldl* 3 3p° a2y 3@+ pllgd)’
4 = 5 T 9 2 4 || kle + 4
195l lgell™ o (1 =2p)" [|gr—1]] 9]l
3 302 ksl |, ( q P )2
+ + 37k .
lgell* o2 (1 = 2p)° llge]® lgill® * llgl
On pose my = HZ’;”j, alors
3 3p” 2 q p
mg = + mi—1 + 3")/k (— + -
loxl® 02 (1 —2p)” lgel®  Nlgwll

p ) 3p?
T T o2 (1-2p)

3 2
< \Ifk—i-vmk,l tq:‘yk:—2+37i<q+£) .

3
< S 4 umpo + 3% <
€0

O%IQ

Daprés (B) et 0 < p <o/ (V3 +20),ilexiste U >0tq ¥, < ¥,0<v <L

Ainsi
me < Wi+ ovm_
< Uy o (Vg + vmy_s)
< @(1+v+02+v3+...+vk’2)+m1
Donc

oo

lgxlI* 1 o\
Z||de| Zm— - E;ml + ‘1’ -y

k=1

Ce qui contredit le lemme (4.2.3). Donc (4.20) est vrai. m
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4.3 Reésultats numériques

Dans ce qui suit, nous rapportons les résultats numériques d’une nouvelle
méthode du descente conjuguée pour deux probléemes de test standard. La
nouvelle méthode est notée par MCD. Le terme d’erreur w; est obtenu
aléatoirement dans le cas ou il vérifie les hypothéses (A) et (B) . Pour chaque
probléme, I'unité de temps CPU est la seconde et IT désigne le numéro
d’itération a la fin de I’algorithme.

Les parameétres utilisés dans 'algorithme sont définis comme suite : p =
1,g =0.1,¢; = 1. Tous les codes sont écrits en matlab 7.1 et exécutés sur un
ordinateur portable (Intel(R) Celeron (R) CPU N3060Q).

Probléme 1.[12]

f(z) = 10 (:c% _ :@)2 +(1— x1)2 +9 (:C4 — x§)2 + (1 - x3)2 +10.1 ((3:2 — 1)2 + (x4 — 1)2)

Le point initiale (-3, —1,—-3,—1)".
Probléme 2.[12]

N/2

f(z) = Z ((xzz — x%i,l)Q +(1— Igi_1)2> :

i=1
Le point initiale (—1,2,1,...,—1,2,1)".
Probléme 3.[18]
F(2) = (x1 4 1025)" + 5 (25 — 24)" + (22 — 223)" + 10 (21 — 24)" .

Le point initiale (2,2, —2,—2)7.

Pour chaque méthode, nous obtenons les résultats correspondants pour
lowll < 107°.

Tableau 1 liste des résultats numériques.
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Probleme p o IT CPU f(xx)
1 0.05 0.1 306 0.1903 3.9468(-13)
0.09 0.2 356 0.2203 2.9511(-13)

0.1 0.3 474 0.3004 3.5701(-13)

(12)

12)

2 0.09 0.2 35 0.2053 3.2782(-
0.15 0.4 40 0.3292 1.5623(-
3 0.05 0.1 25 0.0200 7.0888(-

0.1 0.3 26 0.0200 9.9407
0.15 04 22 0.0200 6.0837(-

D’apres le tableau 1, la MCD est stable et efficace pour les probléemes
testés. Certainement, plus de test devrait probablement étre nécessaire.

(-6
0.09 0.2 24 0.0200 9.9293(-6
(-6
6

4.4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une nouvelle méthode du gradient
qui donne toujours une direction de recherche de descente, et nous avons
prouvé qu’elle converge globalement vers la solution.

Dans la méthode de descente conjugée avec des erreurs. Quand la direction
de la descente est légérement perturbée, la convergence globale est toujours
valable et montrons la stabilité de nouvelle méthode. Pour rechercher plus
poussées, nous devrions étudier la limite supérieure du terme d’erreur wy, et
espere trouver une limite supérieure plus grande.
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