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Résumé

Dans ce mémoire, on utilise la méthode de moyennisation du premier ordre pour
étudier les cycles limites du systéme différentiel perturbé sous la forme

t=Ax +eF (x).

ou
0O -1 0 O
1 0 0 O
A= 0 0 0 —n
0 0 n O

et € est un parameétre suffisamment petit, ' : R* — R* est un polynéme de la forme
F(z) = Fy () 4+ Fn (x) avec Fx un polynome homogene de degré k en les variables
T = ('xla T2, T3, 1'4).
Nous étudions aussi 'existence des cycles limites du systéme différentiel perturbé
suivant

iP=x(@®+y —1)—y+eP(v,y,2)

y=y (@ +y* - 1) +2+eQ(z,y,2)

) x

= ——=——=+c¢cR(x,y,2).

N

Ou € est un paramétre suffisamment petit et P, () et R sont des polynémes arbitraires
en les variables (z,v, 2).
Mots clés : Cycle limite ; méthode de moyennisation ; systeme différentiel.



Abstract

In this work, we use the averaging method of the first order to study the limit
cycles of the perturbed differential system of the form

&= Az +¢eF (x).

where
0 -1 0 0
1 0 0 O
A= 0 0 0 —n
0 0 n O

and ¢ is a sufficiently small parameter, F' : R* — R* is a polynomial of the form
F(x) = Fi(x) + Fy (z) with Fx a homogeneous polynomial of degree k in the
variables = = (x1, o, T3, x4) .

We also study the existence of the limit cycles of the perturbed differential system

$($2+y2—1)—y+€P<SL’,y,Z)
y(@*+y*—1) +r+eQ(z,y,2)

X
\/ﬁ“f‘&fz(l’,y,z).

where ¢ is a sufficiently small parameter, P, () and R are arbitrary polynomials in
the variables (x,y, 2).
Keywords : Limit cycle; averaging method ; differential system.
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Introduction

Soit le systéme différentielle dans R? 4 la forme

dx

— = P(z,

; (z,y) )
% = Q('Iay)a

Ou P et @ sont des polynomes de degré au plus d. Nous rappelons qu’un cycle limite
de systéme différentielle (1) est une orbite périodique de cette systeme isolé dans
I’ensemble de toutes les orbites périodiques de systeme (1). La notion de cycle limite
apparait dans les années 1891 et 1897 dans les travaux de Poincaré [18]. En outre,
il a prouvé qu'une systéme différentielle polynomiale (1) sans connexions de selle a
un nombre fini de cycles limites, voir [18].

Hilbert au deuxiéme congrés international de Mathématiciens, célébrés a Paris en
1900, a proposé une liste de 23 problemes pertinents pour étre résolu pendant le X X
siécle. Le 16°™¢ probléme de la liste est : 16°™¢ probléme de la topologie de courbes
algébriques et surfaces.

Le nombre maximal de branches fermées et séparées qu’une courbe algébrique
plane du n°™° ordre a été déterminé par Harnack. La question suivante se pose quant
a la position relative des branches dans le plan.

Jusqu’a présent, en effet, on ne sait méme pas quel est le nombre maximum de
feuilles qu'une surface du 4°"ordre dans l’espace de dimension 3 peut vraiment
avoir. En ce qui concerne ce probleme purement algébrique, Jaume Llibre se pose
une question qui, semble, peut étre attaquée par la méme méthode de variation
continue des coefficients, et dont la réponse est une valeur correspondante pour la
topologie des familles de courbes définies par systéme différentielles. Il s’agit de la
question du nombre maximal et la position de cycles limites de Poincaré pour une
systéme différentielle du premier ordre de degré donné a la forme

dy Y

der X
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ou X et Y sont des fonctions intégrales rationnelles du n®™¢ degré en x et y. Ecrits
de facon homogene

dz dy dx dz dy dx
X|ly— —2z2— Y| z2— —2— Jle——y— | =0
<ydt Zdt>+ <Zdt xdt)Jr (xdt ydt)
ou X ,Y et Z sont des fonctions homogeénes rationnelles intégrales du n®"¢ degré en
x,y, 2z, et ces derniers doivent étre déterminés comme des fonctions du paramétre ¢.

Il est clair que le 16°™¢ probléme de Hilbert est formulé en deux parties. La
premiére partie concerne la disposition réciproque du nombre maximal de branches
séparées d’une courbe algébrique et son extension aux variétés algébriques réelles non
singuliéres. Dans la deuxiéme partie, il a cherché le nombre maximal et la position
réelle de la limite du systéme différentiel (1). Habituellement, la premiére partie du
16°™¢ probléme de Hilbert est étudiée par des recherches en géométrie algébrique
réelle, tandis que la seconde partie est considérée par des mathématiciens travaillant
dans des systémes dynamiques ou des équations différentielles.

Hilbert a également souligné qu’il existe des connexions possibles entre ces deux
parties. Certaines de ces connexions sont décrites dans I’enquéte sur le 16°™¢ pro-
bleme de Hilbert écrit par jibin Li, voir [12]. Dans ce qui suit, lorsque nous parlons
du 16°™¢ probléme de Hilbert. En 1988, Noel LIyd [14] a observé avec le 16°™¢ pro-
bléme de Hilbert que ’aspect est émouvant est que I’hypothése est algébrique, alors
que la conclusion est topologique. Arnold en 1977 et 1983 (voir [1] et [2], respecti-
vement) ont affaibli, infinitésimal ou tangentiel le 16°™¢ probléme de Hilbert qui ne
par exemple I'enquéte d’Ilyashenko [10] sur le 16°™¢ probléme de Hilbert, le sondage
déja mentionné de Jibin Li, ou le livre de Colin Christopher et Chengzhi Li [§],
ou 'enquéte due a Kaloshin [11], ou celle de Yakovenko [24], ou plus récemment le
travail de Binyamini, Novikov et Yakovenko [3].

Selon Smale [21], & I'exception de I’hypothése de Riemann, la deuxiéme partie
du 16°"¢ probléme de Hilbert semble étre le plus évasif des problémes de Hilbert.
Smale déclare la version moderne suivante de la seconde moitié du 16™¢ probléme
de Hilbert.

Considérons 1'équation différentielle polynomiale (1) dans R%. Y a-t-il K li¢ sur
le nombre de cycles limites de la forme K < d? ou d est le maximum des degrés de
P et () et ¢ est une constante universelle ?

La distribution possible ou les configurations topologiques des cycles limites men-
tionnées comme position pour Hilbert a également intéressé beaucoup d’auteurs.
Dans son ouvrage [7] sur le probléme de 16°™¢ Hilbert, Coleman a dit : Pour d > 2,
le nombre maximal d’yeux n’est pas connu, ni est-il connu quels patrons complexes
d’yeux dans les yeux, ou les yeux entourant plus d’un point critique, peuvent exister.
Ici, «ceil» signifie un noeud de cycles limite. Nous verrons plus loin que certaines
des questions sur les configurations topologiques possibles de cycles limites réalisées
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par des équations différentielles polynomiales peuvent étre facilement résolues.

Un autre probléme trés lié au 16°“probléme de Hilbert est 1’étude des bifurca-
tions possibles des cycles limites. Encore une fois ce probléme ne sera pas considéré
ici, voir de bonnes informations a ce sujet dans I’enquéte de jibin Li, ou les livres de
Chritopher et ChengZhi Li, Yankian Ye [25|, Zhifen Zang et al [26].

Ce mémoire est organisé en 3 chapitres qui se présentent comme suit :

Le premier chapitre comporte un rappel des notions préliminaires des systémes
dynamiques.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie le nombre maximum de cycles limites du
systeme différentiel provenant de la perturbation du centre linéaire de dimension 4

suivant
t=Ax +eF (x).

ol
0O -1 0 O
1 0 0 O
A= 0 0 0 —n
0O 0 n O

n un entier positif, € est un paramétre suffisamment petit et F : R* — R* est un
polynome de la forme F' (z) = Fi (z) + Fy () avec Fx un polynome homogene de
degré k en les variables z = (1, x2, T3, 14).

Dans le troisiéme chapitre on utilise la méthode de moyennisation du premier
ordre pour étudier I'existence des cycles limites du systéeme différentiel suivant

$($2+y2—1)—y—|—8P(fL',y,Z)
y(@*+y?—1) +z+eQ(z,y,2)

X
Wﬁ‘&fﬂ(l‘,%?ﬁ.

Ot ¢ est un parametre suffisamment petit et P, () et R sont des polynémes arbitraires
en les variables (z,v, 2).

i
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CHAPITRE 1

Notions Préliminaires

Ce chapitre contient quelques notions préliminaires des systémes dynamiques.

1.1 Systéme dynamique

Définition 1.1.1 Un systéme dynamique sur R™ est une application ¢ : R x R" —
R™ tel que

1.2 Flot

Définition 1.2.1 On appelle flot du systéme différentiel & = f(x) ou x € R" et
f(x) € R" l'ensemble des applications ¢, : R" — R" définies par ¢, (xo) = ¢ (t, o)
ot ¢ (t, o) est la solution de ce systéme telle que ¢ (0,z9) = xg.

1.3 Point critique

Définition 1.3.1 On appelle point critique, point d’équilibre, point singulier ou
point fixe du systéme différentiel non linéaire & = f(x), x € R", le point xy € R™ tel
que f(xo) = 0.
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1.4 Point critique hyperbolique
Définition 1.4.1 Soit le systéeme différentiel non linéaire
&= f(z),z € R" (1.1)
Soit ko un point critique de (1.1). Soit le systéme linéaire
= Ax ou A= Df (o) (1.2)

Az est une bonne approzimation de (1.1) au voisinage de xo. Un point critique
est dit hyperbolique si aucune des valeurs propres de A n’a de partie réelle nulle.

1.5 Point singulier non dégénéré

Définition 1.5.1 Soit le systéme différentiel

dx

o f(fL‘, )

jyt Y (1.3)
i g(z,y).

On dira qu’un point singulier (xo,yo) du systéme différentiel (1.3) est non dégénéré
St

of of
8_ (%JJO) 8_ (»’UO, Z/o)
det | 9% Y 20
%9 (w0,50) 22 (20, 30)
o 05 Yo By 0, Yo

1.6 Orbite périodique

Définition 1.6.1 On appelle orbite périodique toute trajectoire T'y (x) du systéme
différentiel non linéaire (1.1) telle qu’il existe un nombre T' > 0, vérifiant

L(t+T,x)=T(t,z) pourT >0

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie la formule précédent est appelé période.

1.7 Cycle limite

Définition 1.7.1 Un cycle limite est une orbite fermée isolé, c’est a dire au voi-
sinage de cette orbite on ne peut pas avoir une autre orbite fermé. La stabilité du
cycle limite est liée au comportement des trajectoires de son voisinage.



1.8. CYCLE LIMITE HYPERBOLIQUE

1.8 Cycle limite hyperbolique

Définition 1.8.1 Supposons que le systéme

&= P(z,y)
{ y = Q(l',y), (1.4)

a une orbite périodique (z (t),y (t)) de période T. Soit

5:/T(g—§—%) (o (t) y ()

Si o > 0 (resp. 6 < 0) alors lorbite périodique (z (t),
stable (resp.stable). Une orbite périodique (x (t),y (t)
limite hyperbolique.

y (t)) est un cycle limite in-
) ayant 6 # 0 est un cycle

1.9 Solution stable et asymptotiquement stable

Définition 1.9.1 Soit le systéme

d

d—j:f(t,x),:ceR”,tER (1.5)
En suppose que f(t,x) satisfait les conditions du théoréme d’existence et d’unicité
des solution [9]. Une solution ¢(t) du systéme (1.5) telle que ¢(to) = ¢, est dit stable

au sens de Lyapunov si : Ve >0, 3§ > 0 tel que pour toute solution z(t) dont le
valeur initiale x(to) vérifie :

[2(to) = doll <0 = [lz(t) — ()] <&,V > to

si en plus 3 liin |lz(t) — ¢(t)]| = 0, alors la solution ¢(t) est un asymptotiquement
stable.

1.10 Classification des points d’équilibre de sys-
téme différentiel linéaire dans R

Considérons le systéme différentiel linéaire
T =ax+ by 4 [a b
{y:cm—i—dy’ouA_(c d>

On supposera det A # 0; L’origine est un seul point critique de ce systéme.
(1) Les valeurs propres A\, A\; de A sont réelles

6
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Supposons de plus A; # Xy. Dans ce cas la matrice A est diagonalisable. Apres
changement de base on peut supposer

(M0
(55

_et le systéme se réduit a

—t_)\ll’
Y
27—\
i 2Y

la solution du probléme de Cauchy avec (x(0),y(0)) = (zo, o) est donc

{ x (t) = xoe?

y (t) = yoe**
de sorte que les courbes intégrales sont les courbes

A2
y=Clz|M, CeR,

telle que C cst ,et la droite d’équation = = 0. Distinguons deux sous-cas

A2, A1 de méme signe et, disons, |\;| < |A2]. On a alors )\—2 > 1. On dit qu'on a
1
affaire & un noeud impropre.

Si A et Ay sont < 0, (A # A2) le point d’équilibre (0,0) est noeud impropre stable

AR R RN R RN T
ARR R AL TRV TR O O A e g
SwNSNNNYNNANNWMVL S A
SN SYNMNNMV L LY S

S SMNNNNNNGMN Y S
et ST T R ‘J o o w e
e S U L \} -—

e i S S S, N "R Y ‘ f A s et
o M ey, Yy, "". e
B e p% NN W Sy
e - A o LN
—_ PPl B A 3 B TS e T
e F Yy N E ‘ AN RO N R,
bt AL B A D N I R 2 e
R A BB T 3 R B B D e e e
22272 AN RIS

VU EEYERE SN SNLNNN

noeud impropre stable



Si A1 et Ag sont > 0, (A} # Ag) le point d’équilibre (0, 0) est noeud impropre instable

1.10. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE DE SYSTEME

DIFFERENTIEL LINEAIRE DANS R2

. s AR RN
//Huzw/,.,,”ﬂx Y7 ASSAAAAY RARRANNN
NN\ L 422 r & cevendd L)
RN 1T 2 A rers S
HANNRNNA WL 2 S s e k=
BN A R N R N KR oo S
L N WL N NN /w_ e oTu
UL AL _Jlll_.l..m._..ﬂ-....w_l_v.. O g, 0 W. B o e NM
g 4 ._‘_/ S g
o MOV N T
2 d AR L RN s
e AN WO S
e v AR TR R R RN - AR MRS NN N 2T
s d _— — MERARR RN I MNC LRt FAAAAN S
A AL AR R R AR NRSNAKANKN S 22
\\““““ ”””ru.ffz.fﬂﬁf/ S| E Sttt
A NNNNNNNNR . SN

(a) A est diagonalisable. Alors A est en fait diagonale et les courbes intégrales sont

si A1, Ag de signes opposés, par exemple A\; < 0 < Aq. Il s’agit d’un col (selle) toujours
données par

instable
Si Ay = Ay = A. Deux cas sont possibles.
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ce sont les droites y = ax et x = 0. On dit qu’on a affaire & un noeud propre

SNV VWL L gv i
SSNWWIAWNVINET I/ v/
SWAAIWWANVIRN Vv v
SSSWYSIWWW NV ey
SASWIYINN\WVIN G A vt e

SSNYNIWWSW L IV At
S NN Y IR PP dd
e O R N Y
e e e e e o A e et dm e e
|-|!_4l.i-l~._4._.l A ffmalfol_ -
g e - LR T YU N A
i R E NP RO N R R,
ot il 31 AR e

22222 NI O
2222200 T HE RGN
AAAZ2 P HE LA AN A
AASZPLE I L RN GG
A28 PHEL AR

A2 EHE LA RN

A< 0

Noeud propre stable si

AAAAR LY
VALY
vOAAAR Y
sAONRAARY
RN z;
SXE LN
et LY !
B, B, W, W, B
g By g ey, B, B, W

18]
18
i
18]
11
W
]
A

W M M, M, e S M, W25 L

Py = FFr
L o ol it o it
- I‘Illilllllllili

_..L.._u}.._l__.._.tﬁ._ o i i
e e e ey
ey sy

e A

e~ A= =y

:A>0

Noeud propre instable st



1.10. CLASSIFICATION DES POINTS D’EQUILIBRE DE SYSTEME
(b) A est non diagonalisable. Le point d’équilibre (0,0) est un noeud exceptionnel.

DIFFERENTIEL LINEAIRE DANS R2

S e e e e
e e
T R e e R

ey ey Py P, Sl ey Py

e e e T LY

AR
AR SRR,
S S T
R L N
AR R N
B R A L L .,

Sttt e ettt

e L
e e e e e e N
e e e N e N

ffff((///
Il{////

'y
SN/
y W/ & w e
j o e e e g m
f..f..o.?arf.af;a_lll!
W, Ty, Ty Wy Wy By e,
e
i el oo (=

-,

B o .,

., iy i, W e,

B, B, B, B, W e Y,

g, e W, W, W, e, W, W, e,
ey T, B, B, T, W, o, W, e,

tA<0

Noeud exceptionnel stable si

FARAALAAASAEARE DR LN
LPPAPPAAPPAAARANAS

PARAAAAAN A
PAPAARAS"
\\\\\\\\

o 5 \ \\\\\\\\
e vy Ll
s PN

eyl ey
P PP TS radd

o,

tA>0

10

Noeud exceptionnel instable si
(a) Si \; et Ay complexe conjuguées avec la partie réelle non nulle, (A; = o + i3, Ay = a — if3)

(2) Les valeurs propres de A sont complexes
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Le point d’équilibre (0, 0) est foyer stable si a < 0.

1
L]
Tt
rtt
F
r i ]
?1? "y *
?? T x
Foyer stable
Le point d’équilibre (0, 0) est foyer instable si a > 0.
S wWittg,rz Z el ol el
STy rTtriefr Pl s T et e
ALY 1t rr DT oty o
SRV =t
ORI NN N TR S e

. '.-"':

~ S
LR T T S
[ | * T W
4 Wy N u
'
4l ¥ 5NN
£ 1 1 ¥y V%
FTE L b WA

Foyer instable
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1.11. THEOREME DE BEZOUT

(b) Si A1 et Ag imaginaires pures, (A = i3, A\a = —if3) le point d’équilibre (0,0) est

centre.

" e = s sl e st et e e

il e s, Sl i Ty s Wi, Wi, i,

A e i e et Wi e e
A e =t =t i e e
B A e e e e et g e |
A " e A e e s sl W]

M W, S M W e, W, W,
e e s e, by Wy Wy Wy, W, e,
i o e Y ", Sy Winy Wy, Wy, Wiy,
e Ml Sl e W, W, e, W, M, W
o W, Yoo, W, W, W W W

- e e i e h —

S T T T " e e e i}
o, v, T, Mg e, ey Sy, g Sy —
s s S " e et e ey e

it el et il el ol il L A
[l el el sl e oA P M L

L o e T g e e el e e e el il st et i ol i

s el el il il P il il P

gy g, e, Mg, Sy S S——
g, " -.---—-n—-—‘—.:—‘-—bl—ﬁ-—#-*-ﬂ---.—ﬂ -

centre

1.11 Théoréme de Bezout

Théoréme 1.11.1 Soient P;, j = 1,...,n des polynomes en ces variables (z1, z2, .., Z4)
de dégré d;, j =1,...,n.
Considérons le systéme polynomial suivant

Ou (x4, 1, ...,q) € RL Si le nombre de solutions de ce systéme est fini, alors il est
borné par
diy X dy X ... X d,,.

voir [20].

1.12 Intégrabilité des systémes différentiels

Soient U un ouvert du plan et (z(t),y(t)) une solution du systéme (1.3)
on note

Aley = {t € R|(2(t),y(t) € U}

(z,y

12
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L’application H : U — R est appelée intégrale premiere du systeme sur U si elle est
constante sur les courbes solutions (z(t),y(t)) du systéme (1.3) contenue dans U, i.e
H(z(t),y(t)) = cste, t € AV

(z,y)

Définition 1.12.1 On dit que le systéeme différentiel (1.3) est intégrable sur un
ouvert U du plan, s’il admet une intégrale premiére sur U.

1.13 Fonctions homogénes de degré o

Définition 1.13.1 Une fonction f : R®™ — R est dite homogéne de degré a € R* si,
pour tout réel strictement positif A

f (Axla )\1'2, 7/\xn) = )\Oéf ('rlvx?a 9'1;71)

13



CHAPITRE 2

LBifurcation de cycles limites dans un centre a quatre

dimensions

Dans ce chapitre on étudie le nombre maximum de cycles limites du systéme
différentiel perturbé suivant

T =Axr+eF (x).

Ol € est un paramétre suffisamment petit et F' : R* — R* est un polynome de la
forme F'(z) = F; (x) + Fy (x) avec Fx un polynéme homogene de degré k en les
variables x = (x1, z2, 3, T4).

2.1 Introduction et résultats principaux

Dans la théorie qualitative de 1’équation différentielle, 1’étude de leurs cycles
limites est devenue 1'un des sujets principaux. Pour une équation différentielle donnée
e un cycle limite est une orbite périodique de ¢ isolée dans I’ensemble de toutes les
orbites périodiques de €. Beaucoup de questions se posent sur les cycles limites des
équations différentielles planaires. Deux lignes principales de recherche pour de telles
équations sont, d’abord le 16°™¢ probléme de Hilbert, voir par exemple [10],[12] et
I’étude du nombre de cycles limites émergeant des orbites périodiques d’un centre
quand on le perturbe & l'intérieur d’une classe donnée d’équations différentielles,
voir, par exemple, le livre [8] et ses références. Et plus précisément le probléme de
centre linéaire

et perturbation de cela

14



CHAPITRE 2. BIFURCATION DE CYCLES LIMITES DANS UN CENTRE A
QUATRE DIMENSIONS

{ t=—y+eP(z,y)
y=1z+eQ(v,y),

a l'intérieur d’une classe donnée d’équations différentielles polynomiaux et étudier
les cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire a attiré
I'intérét et la recherche de nombreux mathématiciens. Naturellement, € est un pe-
tit parametre. Voici notre principal concernant, on doit apporter ce probléme a la
dimension plus haute. Dans ce chapitre nous considérons le centre linéaire a quatre
dimensions

T = Ax (2.1)
ou
0O -1 0 O
1 0 0 O
A= 0 0 0 —n
0 0 n O

avec n un entier positif et nous perturbons
t=Ar+cF (x). (2.2)

Ol € est un paramétre suffisamment petit et F' : R* — R* est un polynome de la
forme F (z) = Fy (x) + F, (z) avec Fx un polynome homogene de degré k en les
variables © = (x1, T2, T3, 4).

Nos deux résultats principaux sont donnés dans les deux théorémes suivants

Théoréme 2.1.1 Supposons que n > 2 est pair

(a) Sie # 0 est suffisamment petit, le nombre mazimal de cycles limites de [’équation
différentielle (2.2) qui bifurquent o partir des orbites périodiques du centre linéaire
(2.1). Si la fonction de déplacement d’ordre € n’est pas identiquement nulle est au
plus 2n.

(b) Pour ¢ # 0 suffisamment petit, [’équation différentielle

T4 = —T9+¢€ (2@1$1 - 2Nbllev_2$2x3)
Tog =11 +€ <_20J3$1 - 2Nclx]1V72I2$3) (2.3)
i3 =—Nxy+¢ (2@2% — 2szxj1v_1$2) ‘

Tg = Nzxg+ 62N02:U]1V’1x2
admet 2n cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire (2.1).

Théoréme 2.1.2 Supposons que n > 3 est impair.
(a) Sie # 0 est suffisamment petit, le nombre mazximal de cycles limites de l’équation
différentielle (2.2) qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire (2.1) si la
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2.2. LA METHODE DE MOYENNISATION DU PREMIER ORDRE

fonction de déplacement d’ordre € n’est pas identiquement nulle est au plus n (n + 2).
(b) Pour e # 0 suffisamment petit, il existe des équations différentielles (2.2) ayant
n(n+ 2) cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques du centre linéaire (2.1)
sin=3,5"1,9.

Conjecture 2.1.1 L’énoncé (b) du théoréeme 2.1.2 est valable pour chaque n > 3
est impair.
1l faut remarquer que le théoréme 1.2 n’a pas de signification pour n = 1 alors nous
sommes perturbant le centre linéaire

(2.1) a Uintérieur de la classe des équations différentielles linéaires, et il est bien
connu que les équations différentielles linéaires n’ont pas de cycles limites.
On note que la perturbation polynomiale F (z) des termes homogénes de degré n
que nous considérons qu’il couvre complétement l’ensemble des perturbations poly-
nomiales du systéme (2.2) de degré n = 2, 3.
Pour n = 2, ceci est évident, et pour n = 3, cela découle du fait qu’en utilisant des
formes normales nous pouvons éliminer

tous les termes de degré 2 dans la perturbation. Pour plus de détails sur ces
formes normales, voir [17].
Dans la section 2.2, nous introduisons les résultats de base sur la méthode de moyen-
nisation. Nous avons besoin pour

prouver les théorémes 2.1.1 et 2.1.2. L’équation différentielle (2.2) est écrite sous
la forme normale pour appliquer la méthode de moyennisation a la section 2.3. Dans
la section 2.4, nous avons fait les calculs principaux liés & 'application de la méthode
de moyennisation & nos équations différentielles (2.2).

2.2 La méthode de moyennisation du premier ordre

Le but de cette section est de présenter la méthode de moyennisation du premier
ordre telle qu’elle a été obtenue.
Dans [4] les fonctions moyennes sont données en fonction du degré de Brouwer.
Nous rappelons ici que la continuité de certaines fonctions de dimension finie est
une condition suffisante pour I'existence de son degré de Brouwer (voir [13] pour des
définitions précises ).

Théoréme 2.2.1 On considére le systéme différentiel suivant
i =cH(t,x) +*R(t,7,¢), (2.4)

ou H:RxD — R" R:Rx D x (—es.er) = R", sont des fonctions continues,

T—périodiques en la premiére variable t, et D est un sous-ensemble ouvert de R™.On
définit h - D — R™ par

h(z) = /H(s,z) ds, (2.5)
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et on suppose que
(1) H et R sont localement Lipschitzienne par rapport a x,
(17) poura € D avec h (a) = 0, il existe un voisinage V' tel que h (z) # 0 pour tout z €
V' \{a} etdp (h,V,a) # 0 (ici dg (h,V,a) désignent le degré de Brouwer de h en a).
Alors pour |e| > 0 suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique isolée
¢ (.,e) de systéeme (2.4) tel que ¢ (a,0) = 0.
Ici nous aurons besoin de quelques faits de la démonstration du théoréme 2.2.1. L’hy-
pothese (i) assure lexistence et l'unicité de chaque probléme de valeur initiale sur
Uintervalle [0, T).
Ainsi, pour tout z € D, il est possible de désigner par x (.,z,€) la solution de (2.4))
avec Uinitiale x (0, z,€). On considére

aussi la fonction ¢ : D X (—¢ef,e5) — R"définie par

T

((z;¢) = / (eH (t,x (t,2,¢)) + R (t,x (L, 2,¢) ,€)) dt.

0

D’apres la démonstration du théoréeme 2.2.1, nous extrayons les faits suivants.

Remarque 2.2.1 Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1 pour tout z € D on obtient
alors la relation
z(T,z,e) — (0, z,¢).

En outre, la fonction ( peut-étre écrit dans la forme
((z,8) =ch(2)+0(e%).

Ou h est donné par (2.5) et le symbole o (€2) désigne une fonction bornée sur chaque
sous-ensemble compact de D x (—¢ey, &) multiplié par 2.

On remarque que d’aprés la remarque 1, un zéro de la fonction de déplacement ( (z,€)
au temps T fournit les conditions initiales d’une orbite périodique du systéme de la
période T'. Nous remarquons également que h(z) est la fonction de déplacement vers
le haut a des conditions d’ordre €. Par conséquent, les zéros de h(z), quand h(z)
n’est pas identiquement nul, fournit également des orbites périodiques de la période
T.

Pour un systéme donné, il est possible que la fonction ( me soit pas globalement
différentiable, mais la fonction h est globalement différentiable. En fait, seule la
différentiabilité dans certains voisinages d’un zéro isolé five de f pourrait suffire.
Lorsque c’est le cas, on peut utiliser la remarque suivante pour vérifier l’hypothése
(13) du théoréme 2.2.1.

Remarque 2.2.2 Soit h : D — R"™ une fonction de classe C*, avec h(a) = 0, ou
D est un sous-ensemble ouvert de R"et a € D. Quand a est un simple zéro de h
(c’est-a-dire que le Jacobien de f en a n’est pas nul), alors un voisinage V' eziste tel
que h () # 0 pour tout z € V\{a}. Alors dg (f,V,a) € {—1,1}.
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2.3 Systéme moyenné

On considere Fy = (P}, F2 F3, F}) et Fy = (F}, F2, F3, F%), alors le systéme
(2.2) devient
1 = —x2 +&(F) (z) + F, (2))
Fi(x

i3 = —nzy + e(FP(x)+ F3(x)) '
t4 = nxs + e(F(z) + Fi(z))
Lemme 2.3.1 En faisant les changements des variables
r1 = rcosb, To = rsinf
x3 = pcos(n(f +s)), x4 = psin(n(d+ s)),
le systéme (2.6) s’écrit
d
af_; = eHy(6,1,p, ) + O(&?)
g—g =eHy(0,r,p,s) + O(&?) (2.7)
d_; = 5H3(07 Ts Py S) + O<62)7
ot
H, = (F} +FYcosf+ (F?+ F?)sin6
Hy = (F?+ EF?)cos(n(f+ s)) + (F' + F)sin(n(0 + s))
Hs = 1/np((F}+ F}cos(n( + 5)) — (F? + F3)sin(n(6 + s))
—1/r(F2 + F?)cos + (F! + F})sin#).
Preuve. le systéme (2.6) en les variables (0,7, p, s) devient
0=1+ E((:os(Fl2 + F?)cos 0 — sin(F} + F!))
r
r :8H1(07Ta Py 8)7 (28)
pP= €H2(07 Ty Py S)a
s = 5H3(97 Ty Py 3)

Nous remarquons que pour || suffisamment petit, §(£) > 0 pour chaque (¢, (6,7, p, s)) €
R x D. Maintenant nous éliminons la variable ¢t dans le systéme ci-dessus en consi-
dérant # comme la nouvelle variable indépendante. Il est facile de voir que le coté
droit du nouveau systéme est bien défini et continu dans R xD x (—ey, &5 ), il est
2m—périodique par rapport a la variable indépendante 6 et localement lipschitzienne
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par rapport a (r, p, s). A partir de (2.8), on obtient aprés une expansion par rapport
au petit parameétre €.
Dans ce qui suit, on suppose que

g g __ i .J, K g i .J, K,
Y+ F;) = § ;T T Ty Ty + E A1 T1 T2 T3 Ty
i+j+k+L=1 i+j+k+l=n

pour g =1,2,3,4.
Maintenant nous allons prouver un résultat technique dont on aura besoin plus tard.
[ ]

Lemme 2.3.2 Soit n un nombre entier non négatif et a, B sont des nombres réels.
Les énoncés suivants sont valides.
(a)
[n/2]
cos"a = Z b; cos((n — 2i)), b;est cst

=0

n/2
> bicos((n — 2i)a) sin est pair

=0

(n-1)/2
> bisin((n — 2i)a) sin est impair
i=0

sin" o =

(¢) L’expression cos® asin’ a cos® 3 sin' B, ou i,j,k et | sont des entiers non néga-
tifs, est égal

][]
Crncos(((14j —2m)a) = ((k+1—2M)pB)),

b 5] 1]
Z s sin(((2 4 j —2m)a) £ ((K+1—2M)p)),

R

811+ J est pair ou impair, respectivement.

Preuve. La preuve des déclarations (a) et (b) suit immédiatement les identités
(I1) 2cosaccos 8 = cos(a + 3) + cos(a — f3),

(Iy) 2sinasin 8 = cos(a — 3) — cos(a + 3),

(I3) 2 cosasin B + sin(a + ) + sin(a — (),

Pour analyser 1’expression donnée en (¢), a partir des énoncés (a) et (b), nous devons
considérer seulement deux cas : (1) j et [ impair; (2) j + [ impair. C’est parce que
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dans les autres cas c’est une somme de cosinus.
(1) On considére j =2u + 1 et [ = 20 + 1 et on écrit le produit comme

cos’ acsin® av cos® 5sin? fsin a

les quatre premiers termes de ce produit sont la somme des cosinus en utilisant a
nouveau les énoncés (a) et (b). Maintenant en utilisant (/) nous concluons la preuve
dans ce cas.

(2) 11 suffit de considérer le cas j = 2u + 1 et [ = 20. Donc nous avons

cos® acsin® o cos® Bsin® Bsina

Par les énoncés (a) et (b) les quatre premiers termes de ce produit sont la somme
des cosinus, et en utilisant (/3) nous concluons la preuve. m

2.4 Les fonctions h;(r, p,s) pour i =1,2,3

Nous allons maintenant calculer la fonction h(r, p, s) = (hi(r, p, s), ha(r, p, 8), ha(r, p, 5))
donnée en (2.5) pour notre systéme (2.7).

Lemme 2.4.1 Les énoncés suivants sont valides
(a) Sin est pair alors
hi(r, p,s) = arr + 1" ' p(by sinns + ¢; cosns).
(b) Sin est impair alors
(n—1)/2
hi(r,p,s) = ayr + " ' p(by sinns + ¢, cosns) Z dy M M

ou ay, by, c; et d}; dépendent des coefficients de la perturbation.

Preuve. Afin d’organiser les calculs nous écrivons la fonction H; comme
H, = H} + HY = (F} cos + F?sin6) + (F} cosf + F?sin#).

nous allons appliquer le théoréme 2.1 au systéme (2.7). La prochaine étape est de
trouver la fonction de (2.5).
Soit h{ une fonction définie par

1 7
hi(r,p,s) = 2—/H11(0, r,p,s)d0 = g / mkllexgxfxi cosf + amklx’lxgx:)) !, sin 0)df
7r
el 2

1 2
(7000 + %1007“

2
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Nous calculons maintenant

2w
1
W(p.s) = 5o [HIO.rp )0
0

2m

1 . )

_ 1 i J K 2 i J K1

= E 5 [ GigkiT1%2 T3 Ty COS 6do + E ;i1 Ty T3 Ty sin 0db
itjtktl=n " i+j+k+l=n

2

1 » ~ ~

= 3 g [k cos sind eost (n(6 -+ ) sin! (n(9 + )9
i+j+k+l=n 7TO

2

+ Z Q—/G?jklr”JpK“ cos"™ fsin ™ 0 cos® (n(0 + s)) sin’ (n(0 + 5))db.
i+jthri=N <7

En appliquant le lemme 2.3.2, nous avons

2T (4 J+1/2] [k+L/2

[ ]
L 1 -
n _ i+j k4l igkl
Wirps) = S rp / ZU M§ :O M (6)do,
0 m= =

i-+j+h+H=N
o ikl :
ou C177,(0) une expression de la forme

CM cos(((i +j 4+ 1 —2m)0) £ ((k +1 —2M)n(0 + s)))
+dM sin(((i + j 4+ 1 —2m)0) £ ((k +1 — 2M)n(f + 5))).

m

Toutes ces intégrales par rapport a 6 sont nulles sauf lorsque
i+j+1-2m=n(k+1-2M). (2.9)

on remarque que 0 < i+ 7+ 1—2m < n+ 1. Il y a donc deux possibilités k£ +
[ —2M = 0 ou k+1—2M = 1. Le premier cas & considérer est lorsque N est
pair. Ensuite, nous montrerons que la possibilité £ + | — 2M = 0 ne se produit
jamais. Si k + 1 — 2M = 0 alors k + [ est pair. Donc 7 4+ j est pair parce que n
est pair. C’est une contradiction avec (2.9). En bref, nous avons k +1 — 2M =1
et cela implique de (2.9) N — (k+1)+1—2m =n . Donc k + [ + 2m = 1. Donc
m = 0et k+ 1 =1, par conséquent i + j = n — 1 et M = 0. Enfin, on obtient
Y (r,p,s) = rN"1p(bysin Ns + ¢; cos Ns) et ceci montre 1’énoncé (a). Maintenant
nous considérons le cas N est impair. Lorsque k£ + [ — 2M = 1 on obtient le méme

que celui obtenu dans le cas n est pair, c’est-a-dire "~ p(b; sinns + ¢; cosns). Nous

-1
considérons maintenant le cas k+ 1 — 2M = 0. Pour chaque M varie de 0 & (n—1)

2 )
on obtient les termes d}, 7" p** _ Dans ce cas, on obtient
(n—1)/2
R (r, p,s) = r"p(by sinns + c; cosns) + Z b = 2M 2
M=0
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Et cela prouve ’énoncé (b). m
Lemme 2.4.2 Les énoncés suivants sont valides
(a) Sin est pair alors
ho(r, p, ) = agp + r"(bysin ns + co cosns)

(b) Sin est impair alors

(n—1)/2
ho(r, p, 8) = agp + 1 (by sinns 4 ¢y cosns) + Z d3, M 2
M=0
Ol ag by, co et d3, dépendent des coefficients de la perturbation.

Preuve. Comme dans le lemme 2.4.1, nous écrivons la fonction H, comme

Hy = Hy + HY = (F? + F?)cos(n(0 + s)) + (F} + F2)sin(n( + S)).
En appliquant le théoréme 2.2.1 au systéme (2.7) et en utilisant la méme notation
du lemme 2.4.1, nous obtenons

2

1
Hy(0,r, p,s)df

5%

hy(r,p,s) =

_ / 0wtz at cos(n(6 + 9))

i+j+k+l= 1
—l—awklafixé]m?mi sin(n(0 + S)))do

3
a0010+a0001
2

Nous calculons maintenant
hy(r, p, s) :—/H”QTp, )db,

et obtenir une expression semblable a celle obtenue dans le lemme 2.4.1, sauf que
les termes dont les intégrales sont non nécessairement nulles sont donnés par

i+j4+—2m=n(k+1+1-2M). (2.10)

on remarque que 0 < i+7+—2m < n . Il y a donc deux possibilités : k+1+1—2M =
Oouk+1+1—-2M = 1. Supposons que n soit pair. Alors nous montrons que
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k+1+1—2M = 0 ne peut jamais se produire. Si elle se produit alors k + [ est
impair. Ainsi i+ est impair parce que n est pair. C’est une contradiction avec (2.10).
Onak+I1+1—2M =1 et il implique, en utilisant (2.10), que n — (k+1)—2m =n
et donc k+1=0=m.Si k+1=0. Alors i + j = n. Finalement nous obtenons
hy(r, p,s) = 1V (by sinns + ¢y cosns) et ceci prouve I’énoncé (a).

Maintenant nous considérons le cas n est impair. Lorsque k+[+1—2M = 1 on obtient
le méme que celui obtenu dans le cas n est impair, c’est-a-dire r" (b, sin ns+cy cos n.s).

n—1
Lorsque £+ 1+ 1 —2M = 0 pour chaque M varie de 0 a % on obtient les
termes d3,rV2M=1p2M+1 Dans ce cas, on obtient
(n—1)/2
hy(r, p,s) = r"(bysinns + co cosns) + Z d3 M p2MAL
M=0

et cela prouve ’énoncé (b). =
Lemme 2.4.3 Les énoncés suivants sont valides.
(a) Sin est pair alors
hs(r, p, s) = az + 1" 2p(bgsin ns + c3 cosns) + vV p~(ds sinns + e cos ns).
(b) Sin est impair alors
hs(r,p,s) = as+r""2p(bssinns + c3 cosns)

(n—1)/2
47" p ! (d3sinns + es cosns) + Z dy ML 2M
M=0

ou as, bs, c3,ds, e3 et d3; dépendent des coefficients de la perturbation.
Preuve. Nous avons Hs = Hi + HY ou

H; = nip(Fl4 cos(n(f + S)) — F} sin((n(6 + S))) — %(Ff cos ) — F} sinf),
HY = L (Freos(n(6+ S)) — FPsin((n(0+ S))) — ~(F2cos6 — F! sin ),
np r

en appliquant le théoréme 2.2.1 au systéme (2.7) et en utilisant les mémes arguments
de lemme 2.4.1 et 2.4.2 nous obtenons

27
1 ar - —ad aonn — ai
h(r, p,s) = %/H?}(H,r, p,5)d6 — 20010 — %001 _ Tiooo — %100
0

2n 2
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Nous calculons maintenant
hy(r,p, s ——/H”@rp, )db.

De la méme facon que pour les lemmes 2.4.1 et 2.4.2, nous obtenons deux sommes
a la forme

n _ E i+j k+l-1 2 : 2 : ijkl
h3(7‘, p78) - r ]P + 27]_/ C%M(Q)de

i+j+k+I=N o m=0 M=0

itj k=N o m=0 M=0

o ikl :
ou C177,(0) est une expression de la forme

CP% cos(((i +j —2m)0) £ ((k+ 141 —2M)n(f + 5))) +
A% sin(((i + j — 2m)0) & ((k +1+1—2M)n(f + s))),

et £7% () de la forme
e cos(((i+ 5 —2m)0) = (k4141 —2M)n(0 + 5))) +
FMsin(((i + 5 — 2m)0) £ ((k+1+ 1 — 2M)n(f + 5))).
Les termes dont les intégrales sont non nécessairement nulles sont donnés par
i+j+1-=2m=nk+1+1-2M) (2.11)
dans la premiére somme et par
i+j+1-2m=nk+1+1-2M) (2.12)

Dans la seconde somme. Les mémes arguments utilisés dans les lemmes 2.4.1 et

2.4.2 montrent que si n est pair, les termes restants sont 7"~ 2p(bs sin ns + c3 cosns)

dans la premiére somme et 7"p~!(dzsinns + ez cosns) dans la seconde somme. Si

n est impair en plus des termes obtenus lorsque N est pair a la premiére somme

(n+1)
2

et a des termes de la forme 7"~ 2M+12M=2 ayec M varie de 1 &

, et la se-

(n—1)
2

conde somme et a des termes de la forme " 2M~1p2M ayec M varie 0 &

Lemme 2.4.4 Soient n, a et 5 des entiers non négatifs tels que o+ = N
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2 ( (—1)%%x (ns) i B est pai
o 1 cos(ns si  est pair
(a) /COS tsin® t cos(n(t 4 s))dt = (—21)(5“)/2#
0 | v sin(ns)  si [ est impair
2r ( (_1)6/277 . ( ) . 6 .
o . ~— 5 sin(ns si 3 pair
(b) /cos tsin® tsin(n(t + s))dt = (2—1)(5“)/2%
0 T cos(ns)  si f impair

Preuve. L’expression cos® ¢ sin® ¢ peut étre écrite comme

. et 4 it it it B
cos” tsin” ¢ cos(n(t + 5)) = <T> 5 cos(n(t + s)).
7
Dans ’expression du membre de droite, il faut considérer seulement les termes e
et e~ tels que le degré le plus haut c-a-d a + 8 = n, parce que 'intégral des autres
termes sur l'intervalle [0, 27] sont zéro. Donc nous obtenons

(-1
1 (eiNt i (_1),36—mt> B SN cos(nt)  si [ pair
n—1 3 - —1)B-1)/2
2 20 % sin(nt) si g impair

pour l'expression cos(n(t + s)) = cos(nt) cos(ns) — sin(nt) sin(ns), il suit ’énoncé

().

On définit 'intégrale
2m
I(s)= /coso‘tsinﬁ tcos (n(t+ s))dt.
0

Nous obtenons
27

/cosa tsin® tcos (n (t + s))dt =

0

!

—1I (s)

n

Par conséquent ’énonceé (b) suit de ’énoncé (a). =

Lemme 2.4.5 Sin est pair alors la fonction hy du lemme 2.4.3 est telle que by =

—C2 ba
—01,03:—b17d3:— et €3 — —.
n n
; : SIS UG A BN D A 1
Preuve. Afin de simplifier la preuve, soit a;;;,2725757; un monome de I, tel que
t+j=n—1,k=0et ] =1. Lorsque nous calculons les expressions h; et hs , alors

ce monoOme apparait dans hy est égal
27
/a%jkl cos'™ fsin’ G sin (n (0 + s)) db, (2.13)

0

1
2
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et dans hg est égal

ijk

2m
1 . .
7 /a1 ,cos’ @sin? ™ @ sin (n (0 + s)) db. (2.14)
m
0

Sik = 0et! = 1alors, par le lemme 2.4.4, on a (2.13) est égal & (—1)”/2 (5 80 (n5) /2"
si j est pair, et a — (—1)UTH/2 i
(—1)Utb2 Qi Sin (ns) /2" si j + 1 est pair, et & — (—1)UF2/2 (5 €08 (n5) 2" si
j + 1 est impair. Pour j est impair le coefficient du monéme apparait dans une
somme qui détermine le coefficient de r"~!pcos (ns) dans h;, et apparait également
dans une somme qui détermine le coefficient de 7"~ 2psin (ns) dans hz avec le signe
opposé. De facon similaire pour j est impair le coefficient du monoéme apparait
dans une somme qui détermine le coefficient de r¥~!psin (Ns) dans h;, apparait
dans une somme qui détermine le coefficient de 7"~2p cos (ns) dans hs avec le méme

signe. Nous pouvons faire de méme pour tous les mondomes de F?2, F3 et F1 et

, . . —C2 2
vérifiez facilement que b3 = —c1, c3 = —b;, d3 = —— et e3 = —. m
n n

,cos (ns)2" si j impair, et (2.14) est égal a

2.5 Cas N est pair

Dans cette section nous montrerons le théoréme 2.1.1.
Si n est pair, nous avons

Proposition 2.5.1 Sin est pair, nous avons

hi = hy(r,p,s) = air + " p(by sin (ns) + c; cos (ns))

hy = ha (1, p, ) = agp + r™ (b sin (ns) + 3 cos (ns))

hs = hs (r,p,s) = a3 + r""2p (—cy sin (ns) + by cos (ns))
+r"p~t (—ncy sin (ns) + nby cos (ns))

(2.15)

Preuve. Il résulte des lemmes 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.5. =

2.5.1 Preuve du théoréme 2.1.1

D’apres la Proposition 2.5.1, les fonctions hy, hy et hs sont données par (2.15).
Nous appelons 7! = B, p/r = A,sinns = z et cosns = w. Aprés ce changement
de variables

( ) = hl/T:a1+AB(b12+Clw)

( ) = h2/7’ = CIQA + B (ng + ng)

hs (A, B,z,w) = phs/r = asA+ BA%*(—c12 4 byw) + B (—ncez + nbyw)
( )

= 224w —1.
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Soit h; = h; (A, B, z,w) pour i = 1,2,3,4.
On résout alors o
(hl,hQ,hg,m) — (0,0,0,0).

On doit donc résoudre Péquation hy = 0 on obtient

ACLQ
bQZ + cow ’

Substitution B dans h; = 0, on obtient

= ay (boz + CQU))7 ot donc B — — 1 ay (boz + cow) o
as (baz + cow) boz + cow \| as (baz + cow)

Maintenant en substituant A et B dans l~13 = 0 on obtient

B12? + Byzw + Bsw?

=0 2.16
(b1z + crw) (baz + cow) (2.16)
ol
Bl = a361b2 + a1b201 + agblcgN,
By = —aibiby + asbacy + azbica + arcicy — agbiban + ascican.

Bg = —alblcg + aszcico — CLQbQClTL.

Les zéros de (2.16) sont w = z = 0 ou une paire de lignes droites de croise-
ment passant par lorigine, ainsi le nombre maximum de zéros de (2.16) et 2% +
w? = 1 est quatre. Notons que pour chaque zéro (A, B, z,w) de (Bl, ho, hs, B4> =
(0,0,0,0). Avec A > 0 and B > 0, on peut trouver n zéros (r, p, s) de (hy, ho, h3) =
(0,0,0). Dans notre cas n est pair, de sorte que les zéros (r, p, s) obtenus & partir de
(A, B, z,w) sont les mémes obtenus de (A, B, —z, —w). Cela compléte la preuve que
le nombre maximum de zéros de (hq, ho, h3) = (0,0, 0) est 2n. Donc, Par le théoréme
2.2.1, le nombre maximal de cycles limites obtenus par la méthode de moyennisation
pour le systéme (2.2) est 2n.

Cela prouve I'énonceé (a) .
Maintenant, nous montrons que le systéme (2.3) a 2n cycle limite. En calculant
hy, hs et hg pour ce systéme on obtient

hi(r,p,s) = —2sin (\/§7T> r+r""p (Sin ns + 2sin (\/§7T — ns>>
ho (r,p,s) = 2 (sin <\/§7T> p+r" (2 sinns + sin <\/§7r = ns)))

n
hs(r,p,s) = 34 r""2p((cosns — 2cos(vV2r — ns)
+r"p Y (—4 cosns + 2 cos(V2m — ns)).
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Les zéros de (hy, he, h3) = (0,0,0) sont

Et

12(n — 1) (—5 +4cos (\/57?)) sin (\/577) £0.

En appliquant le théoréme 2.2.1, la preuve de 1’énonceé (b) est effectuée.

2.6 Cas N est impair

Dans cette section, nous montrerons le théoréme 2.1.2

Proposition 2.6.1 St N est impair

( 1)/2
hi(r,p,s) = air +rY"'p (b sin(Ns)+ cjcos(Ns)) Z b rNT2M p2M
(N 1)/2
ha (r,p,s) = azp+7r" (bysin (Ns)+ ¢y cos (Ns)) + Z dypr M M
M=0
hy (r,p,s) = az+1""2p(—cysin(Ns)+ by cos (Ns))
(N 1)/2
+rNp~t (= Negsin (Ns) + Nby cos (Ns)) Z 43 PN 2M L M

Preuve. Il résulte des lemmes 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3 et 2.4.5. =
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2.6.1 Preuve du théoréme 2.1.2

Dans la proposition 2.6.1, les fonctions hi, he et hs sont données. Maintenant
nous effectuons le changement

V=B, p/r=A, sinNs=zet cos Ns = w.
Les fonctions hy = hy /5 hy = hy /5 hs = phy /r dans les nouvelles variables sont

hl = ai+ AB (b12 -+ Cﬂl}) -+ BP1 (Az)
hg = CLQA + NB (ng + ng) + ABPQ (AQ)
h3 = CL3A + BA2 (—012’ + blw) + B (—CQZ + bgw) + ABP3 (A2>

hy = 224+w?—1

ou
(N—=1)/2

P (AQ) = Z di, A?M | pour i =1,2,3.

M=0

on résout <iL1, ho, Bg) = (0,0, 0) et trouvons une solution B = B (A?), z = AZ (A?),

w = AW (A?%), ou B (u) est le quotient d’un polynéme de degré 2 par un polynéme
(N +3) (N +2)
2

par un polynéme du degré 2. En substituant z et w dans ’équation hs = 0, on obtient
le quotient d’un polynéme de degré N + 2 dans la variable A% par un polynéme de
degré 4 en A2. Ainsi, le nombre maximal de racines positives A du numérateur de hy
est N + 2. Pour chaque solution Ay a au plus un By = B (Ap) > 0 et une seule paire
(20, wp) = (2 (Ag),w (Ap)). Pour chaque paire (zo,wp) on trouve sy, ..., sy € [0,27)
tel que sin Ns; = zg et cos Ns; = wy pour ¢ = 1, ..., N. Ainsi, par le théoréme 2.2.1,
le nombre maximal de cycles limites obtenus par la méthode de moyennisation pour
le systéme (2.2) est N (N + 2).

Ceci compleéte la preuve de 1'énoncé (a).

Pour preuve de ’énoncé (b) du théoréme 2.1.2 voir [6].

de degré , Z (u) et W (u) sont le quotient d’un polynéme de degré
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CHAPITRE 3

LBifurcation de cycles limites dans un centre a deux

dimensions isochrones cylindre

Dans ce chapitre, nous étudions ’existence des cycles limites du systéme diffé-
rentiel suivant

r(@?+y?—1)—y+eP(x,y,2)
y(2® +y* = 1)+ +eQ (2,9, 2)

i
y
z

I
_I_
O]
=

&
<

Y

Ou ¢ est un parametre suffisamment petit et P, () et R sont des polyndmes
arbitraires en les variables (z,v, 2).

3.1 Introduction et résultats principaux

Dans la théorie des cycles limites, de nombreuses questions se posent, principale-
ment celles dérivées du 16°™¢ probléme de Hilbert. Il y a un intérét particulier pour
la question suivante relative aux champs vectoriels planaires : Combien de cycles
limites émergent d’une perturbation d’un centre?

Beaucoup d’auteurs ont récemment été attirés par ce sujet et ont réussi & obte-
nir des résultats trés intéressants (voir par exemple le livre [8] et les références qui
y figurent). Notre principale préoccupation est d’apporter ce probléme & une plus
grande dimension. Ainsi un probléme général peut étre considéré comme suit.

Soit Y un champ vectoriel dans R" tel qu’il existe une famille & un seul paramétre
de solutions périodiques remplissant une surface bidimensionnelle (par exemple un
cylindre C). Soit Y. une perturbation de Y. Ensuite, nous demandons : Y. posséde-
t-il des cycles limites émergeant de C? Combien, comment les calculons-nous?

Dans ce contexte, nous nous limitons a un systéme en trois dimensions. On constate
que la méthode de moyennisation est un outil traitant de tels problémes lorsque la
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famille des orbites périodiques considérée est isochrone.
Considérons donc le probléme de la bifurcation de solutions T'—périodiques du sys-
teme différentiel

i(t) = Fy(t,x) +eF (t,7) + 2 Fy (t,1,¢) (3.1)

avec ¢ = 0 a ¢ # 0 suffisamment petit. Les fonctions Fy, F; : R x Q — R" et
Fy : R x Q x (—¢&0;60) — R" sont des fonctions de classe C?, T—périodiques en ¢, et
2 un ouvert de R".

On suppose que le systéme non perturbé

i (t) = Fy (t,7) (3.2)

a une sous-variété de dimension k de solutions périodiques.

Une solution de ce probléme est donnée en utilisant la théorie de moyennisation. Pour
une introduction générale a la théorie de moyennisation voir les livres de Sanders et
Verhulst [22], et de verhulst [23].

Soit x (¢, z) la solution du systéme non perturbé (3.2) telle que z (0,z) = z. La
linéarisation du systéme non perturbé le long de la solution x (t, z) s’écrit

§(t) = Dok (t, (1, 2) y, (3-3)

On note par M, (t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (3.3),
et £ : R¥ x R"* — RF la projection de R” sur ses k premiéres coordonnées, i.e.,
E(x1, ey ) = (X1, o0y Tp).

Théoréme 3.1.1 Soit V. C R¥ un ouvert borné, B, : V. — R"* une fonction de
classe C%. On suppose que
(i) 2 = {za=(a,8y(a)),0 €V} C Q et que pour chaque z, € Z la solution
x(t,z,) de (3.2) est T-périodique ;
(17) Pour chaque z, € Z il existe une matrice fondamentale M, (t) de (3.3) telle
que la matrice

M, 10) — M (T)

Zo Zo

contient dans le haut coin droit la matrice nulle de dimensions k x (n — k) et dans
le bas coin droit une matrice A, (n — k) X (n — k) avec det (A,) # 0.
On consideére la fonction F : V — R¥

Fla)=¢ / MONOF (ta (t,22)) | - (3.4)

S’il existe a € V telle que F(a) = 0 et det C;;F (a) # 0, il existe une solution
a

T-périodique ¢ (t,c) du systéme (3.1) telle que ¢ (0,e) — a quand € — 0.
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Théoréme 3.1.1 remonte a Malkin [16] et Roseau [19], pour une preuve plus
courte voir [5].
L’objectif de ce travail est de montrer I'implémentation explicite du théoréme 3.1.1
pour calculer des cycles limites qui bifurquent & partir d’un continuum d’orbites
périodiques isochrones différent d’un centre linéaire. Par exemple de bifurquer d’un
centre linéaire voir [15].
Plus précisément, on considére le systéme différentiel

r(2?+y* —1)—y+eP(z;y;2)
y(2® +y* = 1) + 2 +eQ (v;y; 2)

xT
W—FER(I';Z/;Z).

Définie dans R*\{(0,0,2)} ou P,Q et R sont des polynomes arbitraires en leurs
variables. Le cylindre C = {(z,y,2) € R®: 22 + y* = 1}

est invariant pour le systéme ou systéme non perturbé (3.5) avec ¢ = 0 i.e. si une
orbite du systéme avec ¢ = 0 a un point sur le cylindre C alors toute l'orbite y est
contenue. De plus 'orbite du systéme non perturbé qui, a I'instant t = 0 passe par
le point (cos by, sin by, zo) € C est

y (3.5)

x(t)=cos(t+6y), y(t)=sin(t+6y), z(t)=2z0+sin(t+6y) —sinby. (3.6)

Ainsi toutes les orbites sur le cylindre sont périodiques avec la méme période T' = 2.
Nous souhaitons étudier le nombre d’orbites périodiques du cylindre C en bifurcation
dans des cycles limites du systéme (3.5) pour ¢ suffisamment petit. Nous voulons
donc étudier le systéme (3.5) avec ¢ = 0 par un champ vectoriel polynomial arbitraire
de R? et nous n’étudions que les cycles bifurqués qui sont contrdlés par la fonction
de déplacement dans un voisinage du cylindre jusqu’au premier ordre dans e, ou
équivalemment la méthode de moyennisation du premier ordre. Si ce premier ordre
est identiquement nul, alors notre technique ne s’applique pas.

Notre résultat principal est le suivant.

Théoréme 3.1.2 Pour ¢ # 0 suffisamment petit et pour chaque racine simple z
du polynome fo% R (cosf,sin b, zg + sin6) db, le systéme différentiel (3.5) a un cycle
limite bifurquant & partir de ’orbite périodique (3.6) du cylindre C du systéme (3.5)
avec € = 0.

Le théoreme 3.1.2 sera démontré dans la section 3.2. Plus intéressant que le résultat
du théoréme 3.1.2 lui-méme est le moyen de le prouver.

3.2 Preuve du théoréme 3.1.2

Comme les orbites périodiques du systéme non perturbé (3.5) avec e = 0 sont sur
un cylindre, les meilleures coordonnées pour travailler avec sont les cylindriques. En
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utilisant changement de variables © = rcosf, y = rsinf et z = z, alors le systéme
(3.5) devient

Z = cosf+eR(rcosf,rsinb,z),

7 = 1r°—r+efcosOP (rcosf,rsind, z) +sin0Q (rcosf,rsinf, z)] (3.7
h = 1+° [cos 0Q (r cos @, rsinb, z) —sin P (rcosf,rsind, z)]

r

Maintenant en prenant ¢ comme variable indépendante, le systéme (3.7) devient

Z = cosf+cR(rcosf,rsind, z) + Oy (3.8)
7 = 1 —r+efcosOP (rcos,rsind, z) +sinfQ (rcosd, rsinf, z)] + O,

ot le premier désigne la dérivée par rapport a 6 et Oy = O (£2).
Soit Ry un nombre réel positif arbitraire. En utilisant la notation du théoréme 3.1.1
et du systéme (3.1) nous avons que notre systéme (3.7) peut étre écrit en tant que

systéme (3.1) en prenant
Q=R xR ={(z,r): 2z € R, r >0},

r=(z,r),
t=20,
cos 0
FO(QwT):(T,B_T
F(0,2) R (rcosf,rsinb, z)
1\ 4) = cosOP (rcosf,rsinf, z) + sin 0Q) (r cos O, rsin b, z)

a = Zy, 5 (04) =1, 2z, = (207 1) , V= {ZO S (_R[LRO)}
Z ={z24=(20,1) : (20 € V)}
z(0,24) = (20 +sind, 1).

La matrice fondamentale My_est

Mz )=y o )

M0) = ( o )

ensuite nous avons

et par conséquent
_ _ 0 0
Mz o) - wzten = ().

En bref, notre systéme (3.7) satisfait toute ’hypothése du théoréme 3.1.1.
On définit

(f;(  2,7) ) = M7 (0) Fy (0, 2,7).
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Maintenant, d’aprés le théoreme 3.1.1 on doit étudier les zéros o« € V' du systéme
F (a) =0, ou F est donné par (3.4). Plus précisément

Fla) = Fl(z)= /fl (0,2 (0,z,))dt

2

— /f1 (0,20 +sinb, 1) dt

0
27

= /R (cosB,sin b, zg + sin 0) dt.

0

De cette facon nous concluons immédiatement que le théoréme 3.1.2 suit du théoréme
3.1.1.
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Conclusion

La méthode de moyennisation est considérée comme les meilleures méthodes
de perturbations pour étudier les cycles limites de systémes différentiels perturbés.
L’application de cette méthode du premier ordre aux systémes différentiels dans R?
et R* a donné des résultats intéressants.

Notre travail futur consistera & ’application de cette méthode du deuxiéme ordre

au systeme
i = Ax +eF (x) + &2G (2)

ol € est un parameétre suffisamment petit et F, G : R* — R* sont des polynomes de
degré N et M en les variables z = (x1, o, T3, x4) avec

0 -1 0 O

1 0 0 O
A= 0 0 0 =N

0 0 N 0
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Appendice

Dans cet appendice d’apres le logiciel de Maple on calculer et simplifier les for-
mules difficiles et tracer les courbes.
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