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اᑃᐽࠩࡴ ᑑᐽ اସନଣ߄ ዙ዇߄ا ࡁ޲౰ేا ࣍ޢީܻ ࡷީܻرᇴᆝ ߙޢࠢ، ၮ߄د ၯ࡯ߥ࠯ ور྽Ⴉ ރߦࣀ࠯ وزރࠦ ݑ୹ࢸ࠯ وࡷ߄اد ൞ᇅᆝܻކ࠯، 

اᑃᐽࠩࡴ ᑑᐽ اସନଣ߄ وᑑᐽ اࡩࣃಒ౷ ࠁ྽Ⴉमऒ ཀྵདྷ، وᑑᐽ اସନଣ߄ وᑑᐽ اࡩࣃಒ౷ إذا رࢠყݝ، وᑑᐽ اସନଣ߄ وᑑᐽ اࡩࣃಒ౷ ހݘ߄ 

  ا྽Ⴉ༟༎ۑ

  أࡷܻ ހݘ߄ُ، 

  ቿቷاࡩݘܻݶ ፟ፑإ ಒ౷أކ࣠ၴࠢ ހܻࡩࣃ ષગ੮ܺاࡩެܻس" ߙ ಒ౷ఴఓ ଘଓ اٵٶٷّٰ ࡷࡼ ಒ౷ఴఓ ଘଓ" ࣷࣳ࡯ޢࠢ وࢵၮ ّٰاٵٶٷ ે઻ࢢ ཯ཌެࡩߥ࣠ل اࡩ ܻၮ୍ܻงا

ا௪௎ኅቱ اࡁޯެߦᐱᏩܻၮਔ৹ ፥ጕܻࡺܻ وࠅࠩ߄ዙ዗ܻ أߘ྽Ⴐ ࡷܻ ೘಼ࡓࡼ، ߙᑃᐽܻࠩࡴ ၴܻزዙ዗ܻ ݑެܻ ౰ేၯ  اڤܙاਗ৻Ⴅ႐اࡩਔ৹ ،ࠦ೘಼ಒ౷ᚻء ࡷࡼ 

  اஎै࢔اء، واၴ࡯ݘެܻ ያዪࡼ ఴఓߦ݊ ಛಗࡺܻ ፥ጿ ا୆คኆቱܻ وا༇໩ଜଓةۑ

 Ꭸ᎜ݹ ౰ ࡷࡼ اଛଓࠁޢܻن ዙ၁ေ࡯ݝ ᐳ႓࢖ي وކݘ཯ཌ، وዙ၁ေ࡯ݝ اఴఝݓ፥ፑܻ ݑ፥ጿ ܻᐱᐟ ࡁ޲ే، اࡩ཯དྷ اളൂو١ຖ اڤ١଄૨ાણᓖإፑ፟ ࡣ اࡩࣃಒ౷ اஎै࢔

ރࠦ اࡩߥ࡯ݪ وࢠ࣠ء اࡩൎ൉ၯل ࢵެ࣠ات ୹୪ت، ߙบคᇴᇍ ރݘࡴ ا༟༎ߙޢࢇ وރݘࡴ اࡩࣀެ߄،  ༨ܻ࿻ر ፟ፑإ ᑑᐽހݘ߄ ذ ಒ౷اࡩࣃ Ꭸ᎜ ،໠ໄݘ

  "ۑո۰رةإፑ፟ روح ا༟༎وح، إፑ፟ ا୐กଘଓࠦ اಒ౷ᅚଌࡷࠦ "

ഃ೨ ࢢ߄ݹ१ॏ وأࠀ࢝ ހኅቱܻ  اࡩ࣐࡯ީࠦ واଛଓࢵਓ৿ܻة، وᇯᆝ ፟ፑᓘ زࡷᎨ᎜፥ገൎ൉ اࡩࣃಒ౷ إፑ፟ أࢢ߄ߘ፥ገܻ اଛଓߘ࢖ب ߙଛଓܻߘ࢖ب، 

، Ꭸ᎜ ،" ቱቻ أષગੴ ހܻࡩࢧ߄ݹࢇ اኅቱي ୷୪ ્઻ၮ ቻቱ บคᇴᆝݹࠦ ଘଓ أఱఝܻܻࠧڲ෕ໃي ᆃᄴո٢ورߙޢࢇ در፥ጒ اଛଓࢵޯܻذ ا౰౔ഷവറم "

  ۑ"ᆃᅰո຋ ֍ץ׿ اڤء׫ոحاଛଓࢵޯܻذ "

ᐱᐕܻކࠢ " ઻ၮે ࠅࠩ࣠ده وކ࣠ࠅո຋দগدي ؔמۢڞإፑ፟ اႡଐଌྲف ઻ၮે اଛଓ࣍࢖وၰࠦ: اࡩ౰౎وߙყࣀ࣠ر "Ꭸ᎜ ࢸၯ ಒ౷ܻص ၴ߄ا 

  اࡩߥޢࡺࠦ وࠁࣀࡼ ࡷݘܻࡷ࡯ޯࠢۑ

ݹࡣ اࡩࣃሯሡሁಒ౷ أކ࣠ၴࠢ  اଐଌߥଘଓܻت،  ީ߃وቿቱ ࡷݘެܻ ྈ ፥ጿྟྲ ހݘ࢛" ༬ீ ે઻ၮࠩ࣠داކࠢ اଐଌڲܙ٢ܙب زજੴ٢إፑ፟ اଛଓࢵޯܻذ " ༬ဂ࢔

  " ઻ၮે ࡷܻ ቻቱਓ৹ ࡷࡼ ࠅࠩ߄ وၮᓘܻރࠦ ࡩެܻ، ࡷܻ ૸૓ܻ ࢵჱޯႅܻوزܻࠧ ࡩൎ൉ၯਔ৿ ଘଓ࣠ކࠢۑ٢۾ոم رڲܙلوፑᓘ፟ اଛଓࢵޯܻذ "

౰౎ ،ષચ੫ه ࣍ޢቿቷ ࠧ߃ه اࡩࣀެ࣠ات، وࡷࡼ ༇໮ب ༬ဈ࢖ وأ౰ేၯا وࡩყࢪ آ༇໩ا، ઻ၮે اଐଌ࢖ء أن ಒ౷ఴఓ ރߦࣀࠢ أࠁޢܻރܻ ઻ၮે ࢢ

 ݹݘ࢖ف ࡷߥܻࡩ཯དྷۑ
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ŗ
ĻǠƟųȣń

تطبيقات أسرة أو لتطبيق؈ن المش؅فكة الثابتة للنقاط م؄فهنات ʄعڴ تحصلنا الأطروحة هذه ʏࢭ
Ȗعت؄ف والۘܣ b−م؅فية، الفضاءات Ȗُس׿ܢ: معممة م؅فية فضاءات ʏࢭ تقليصمعمم باستعمالشرط
متعددة للتطبيقات الثابتة النقطة حول نتائج ʄعڴ أيضا تحصلنا كما الم؅فية. للفضاءات Ȗعميم
بمفهوم للاستقرار دراسة مع هاردي-روجرز، نوع تقليصمن شرط باستعمال القيم، ووحيدة
للتطبيقات ثابتة نقاط وجود برهان تم ذلك، ʄعڴ إضافة التطبيقات. من النوع لهذا أولام-هايرز
ʄعڴ F−تقليظۜܣ استعمالشرط دون b−م؅فية الفضاءات ʏࢭ مرة لأول المعممة الموسعة غ؈ف

تم وأخ؈فا، الم؄فهنات. هذه تطبيق قابلية ݳ توܷ مختلفة بأمثلة الدراسة هذه دعمنا كما التطبيق.
دراسة وكذا الديناميكية، لل؄فمجة دالية معادلات حلول وجود دراسة ʄعڴ Ȋعضالنتائج تطبيق

تطورʈة. تɢاملية-تفاضلية معادلات حلول وجود



Abstract

In this thesis, we obtained common fixed-point theorems for two mappings
or a family of mappings using a generalized contraction condition in
generalized metric spaces known as b-metric spaces, which generalize

metric spaces. Additionally, we derived results concerning fixed points for
single-valued and multi-valued mappings using a Hardy-Rogers-type
contraction condition, along with a study of stability in the sense of

Ulam-Hyers for this class of mappings. Furthermore, the existence of fixed
points for generalized non-expansive mappings was proved for the first

time in b-metric spaces without employing an F-contractive condition on
the mapping. These results were supported by various examples that

demonstrate the applicability of these theorems. Finally, some results were
applied to study the existence of solutions for functional equations arising

in dynamic programming, as well as the existence of solutions for
evolutionary integro-dffierential equations.



Résumé

Dans cette thèse, nous avons obtenu des théorèmes de points fixes communs
pour deux applications ou une famille d’applications en utilisant une

condition de contraction généralisée dans des espaces métriques généralisés
appelés espaces b-métriques, qui représentent une généralisation des

espaces métriques. Nous avons également obtenu des résultats concernant
les points fixes pour des applications à valeurs uniques et multiples, en

utilisant une condition de contraction du type Hardy-Rogers, accompagnée
d’une étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers pour cette classe

d’applications. De plus, l’existence de points fixes pour des applications
non expansives généralisées a été démontrée pour la première fois dans les

espaces b-métriques sans recourir à une condition F-contractante sur
l’application. Ces résultats ont été appuyés par divers exemples illustrant
l’applicabilité des théorèmes. Enfin, certains résultats ont été appliqués

pour étudier l’existence de solutions d’équations fonctionnelles en
programmation dynamique, ainsi que l’existence de solutions pour des

équations intégo-dffiérentielles évolutionnaires.



ļņń Ļـــــــــő ĿǇŲő ļƻ

N= {1, 2, . . . } الطبيعية الأعداد مجموعة
Z+ = {0, 1, 2, . . . } السالبة غير الصحيحة الأعداد مجموعة

Z= {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . } الصحيحة الأعداد مجموعة
R الحقيقية الأعداد مجموعة
E خالية غير مجموعة
D b-مسافة

(E , D, s) اختصارا له نرمز 1 ≤ s بثابت b-متري فضاء
(E , D) بـ:

(Ω, A,µ) µ قياس ذو مقُاس فضاء
Lp (Ω) (0,+∞) المجال من p الأس ذو لوبيغ فضاء
M (Ω) Ω على المعرفة القيوسة الحقيقية الدوال مجموعة

Lp(.)(Ω) p : Ω→ [1,+∞) متغير: بأس لوبيغ فضاء
B (a, r ) r قطر ونصف a المركز ذات المفتوحة الـكرة
B [a, r ] r قطر ونصف a المركز ذات المغلقة الـكرة

F̄ F المجموعة ملاصقة
lim infn→+∞ السفلى النهاية
lim supn→+∞ العليا النهاية

Fix(T ) T للتطبيق الثابتة النقاط مجموعة
T n أن: اصطلاح مع مرة، n نفسه مع T تركيب

T 0 = IE

Fix(T )∩Fix(S) S و T بين المشتركة الثابتة النقاط مجموعة



(Tn) تطبيقات ∞⋂متتالية
n=0 Fix(Tn) = {

u∗} التطبيقات بين المشتركة الثابتة النقاط مجموعة
Tn

P (E ) E من الخالية غير الجزئية المجموعات كل عائلة
C (E ) والمغلقة الخالية غير الجزئية المجموعات كل عائلة

E من
BC (E ) والمحدودة الخالية غير الجزئية المجموعات عائلة

E من والمغلقة
D (A, B ) B و A المجموعتين بين b-مسافة إلى

δ(A, B ) = sup
x∈A

D (x , B )

H (A, B ) لهاوسدورف المعممة b-مسافة

T : E →P (E ) القيم متعدد تطبيق
G (T ) T التطبيق بيان

SFix(T ) القيم متعدد للتطبيق التامة الثابتة النقاط مجموعة
T

Γ(β) =∫∞
0 xβ−1e−x d x لأولر غاما دالة



ļـــــــŷŲŅŠ ļـــــــŷŲŏ ļƵȌ
حيث ياضيات، الر في المهمة يات النظر من تعد الثابتة" النقطة ية "نظر باسم المعروفة ية النظر إن

الثابتة: النقطة مسألة دراسة إلى رئيسي بشكل تهدف
T u = u; (0 .1)

معلومة. T : E → E والدالة معطاة، E مجموعة إلى ينتمي u المجهول أن حيث
الدالية، الخطية، غير المعادلات ذلك في بما مختلفة، مجالات في يظهر المعادلات من النوع هذا
فروع عدة إلى الثابتة النقطة ية نظر تصنيف يمكن وغيرها. والتكاملية، والجزئية، العادية التفاضلية

لدراستها. المستعملة الأساليب على ً بناء
الثابتة للنقطة Brouwer مبرهنة تعُتبر حيث الطوبولوجية، الثابتة النقطة ية نظر هو الأول الفرع
النقطة خاصية تمتلك التي E الطوبولوجية الفضاءات على ية النظر هذه تركز المهمة. نتائجها أحد
سبيل على .E في ثابتة نقطة الأقل على تملك T : E → E مستمرة دالة كل أن تعني والتي الثابتة،
فإن ومحدبة، متراصة خالية، غير مجموعة K ⊂Rn كان إذا أنه على Brouwer مبرهنة تنص المثال،

ثابتة. نقطة الأقل على تملك نفسها نحو K من مستمرة دالة كل
والشبكات. الترتيب ية نظر على أساسًا تعتمد التي المتقطعة، الثابتة النقاط ية نظر هو الثاني الفرع
كان إذا أنه تؤكد التي Knaster-Tarski، مبرهنة هي المجال هذا في الأساسية النتائج إحدى

خالية. غير T للدالة الثابتة النقاط مجموعة فإن متزايدة، T : E → E والدالة تامة شبكة (E ,≤)

ومن وخصائصها. ية المتر الفضاءات على تعتمد والتي ية، المتر الثابتة النقطة ية نظر الثالث: الفرع
أطروحته في 1922 سنة قدمها التي الثابتة، للنقطة Banach مبرهنة المجال هذا في الأساسية النتائج
يمكن ية. المتر الفضاءات في "التقليص" مفهوم على أساسي بشكل ية النظر هذه تعتمد .[12]
تقليصا، T : E → E وكانت تاما، يا ً متر ً فضاء (E , d ) كان إذا يلي: كما Banach مبرهنة صياغة
تحقق T : E → E دالة كل إلى "تقليص" كلمة تشير وهنا، .E في وحيدة ثابتة نقطة تمتلك T فإن

التقليص: شرط
∃θ ∈ [0, 1[;∀u, v ∈ E ; d (T u, T v ) ≤ θ×d (u, v ).

(un+1 = T un) ية: التكرار المتتاليات على أساسي بشكل تعتمد المبرهنة هذه على البرهان يقة طر
يمكن .T للدالة ثابتة نقطة إلى تؤول المتتالية هذه أن نبرهن حيث ،u0 ∈ E ابتدائية قيمة من بدءاً



الثابتة النقاط مسألة تكون حيث المسائل، من أخرى أنواعاً لتشمل الثابتة النقاط دراسة توسيع
نذكر: الأنواع هذه بين ومن منها، خاصة حالة

وعندما تطبيقان. هما Sو T حيث ،T u = Su الشكل على تكُتب التطابق: نقطة معادلة .1
ثابتة. نقطة معادلة المعادلة تصبح المطابق، التطبيق هو S يكون

،T = S تكون وعندما ،T u = Su = u الشكل على تكُتب المشتركة: الثابتة النقطة معادلة .2
ثابتة. نقطة معادلة إلى تؤول

الشكل على المعادلة تكون هنا :T : E → P (E ) القيم متعددة لدالة الثابتة النقطة معادلة .3
.u ∈ T u

وتحديد المجموعة على مسافة يف تعر على تعتمد ية المتر الثابتة النقاط لدراسة شهرة الأكثر يقة الطر
المعروفة ،(T nu0) ية التكرار المتتالية تقارب ندرس ذلك، بعد التطبيق، يحققه الذي التقلص شرط

.T للتطبيق ثابتة نقطة ُمثل ت نهايتها أن ونبُرهن ،Picard بيكار متتالية باسم:
على: أساسا تعتمد يقة الطر هذه

عليه؛ فة َّ المعُر والمسافة الفضاء خصائص .1
.T التطبيق يحققه الذي التقليص شرط .2

للفضاءات تعميم ذاتها بحد وهي ية، المتر الفضاءات هي الواسع باستعمالها المعروفة الفضاءات
ية. المتر الفضاءات من عمومية أكثر تعُتبر الفضاءات من أخرى أنواع هناك ذلك، ومع الإقليدية.
أو التقليص شرط تعميم أو الفضاء تعميم بواسطة الثابتة للنقطة بناخ مبرهنة تعميم يمكن وبالتالي،

معا. تعميمهما
بالإضافة القيم، متعددة أو القيمة وحيدة سواءََ للتطبيقات الثابتة النقاط دراسة الرسالة هذه تتناول
هاردي-روجرز تقليص باسم يعُرف معمم تقيلص شرط باستخدام المشتركة، الثابتة النقاط إلى
نترجمها التي b-metric spaces يسُمى المعممّة ية المتر الفضاءات من نوع على Hardy-Rogers

ية. b−متر الفضاءات بـ: الرسالة هذه في
والتوطئات الطوبولوجية خصائصها بعض ذلك في بما ، ية b-متر الفضاءات مفهوم يقُدّمِ 1 الفصل
المعروفة الأنواع بعض نعرض ذلك، بعد الرسالة. لبقية ية ضرور وسائل تعُدُّ التي الأساسية
،[88] F-contraction F-تقليص مثل بها، المرتبطة الثابتة النقاط ومبرهنات التقليصات من
والتقليصات ،[76] Reich وتقليص ،[26] Chatterjea وتقليص ،[47] Kannan كانان وتقليص
يمكن وغيرها. ،[27] Hardy-Rogers نوع من F-تقليص و ،[39] Hardy-Rogers نوع من
مبرهنات عدة نقُدّم التالي، القسم في بناخ. مبرهنة تطور من تاريخي جانب القسم هذا اعتبار



تقديم دون F-تقليص و المعُممّة بالتقليصات المتعلقة تلك على التركيز مع المشتركة، الثابتة للنقاط
القيم متعددة بالتطبيقات المتعلقة الأساسية المفاهيم بعض فيه نقُدم الأخير القسم براهين. أي
الفصل هذا ُمثل ي عام، بشكل الأطروحة. بموضوع علاقة لها التي الثابتة النقاط مبرهنات وبعض
F-تقليص و هاردي-روجرز نوع من بـالتقليصات المتعلقة الحديثة النتائج بعض حول عامة نظرة

ية. b-متر و ية المتر الفضاءات في
نوع من التقليصات باستعمال المشتركة الثابتة بالنقاط المتعلقة نتائجنا فيه نعَرض سوف 2 الفصل
والتي ،2.2 المبرهنة هي الفصل لهذا الرئيسية النتيجة ية. b-متر الفضاءات إطار في هاردي-روجرز
إليها، توصلنا التي النتائج مختلف عرض بعد الفصل. هذا في اللاحقة النتائج لجميع الأساس تعُتبر
بعضها ذكرنا أن سبق والتي السابقة البحوث بعض بنتائج نتائجنا بمقارنة ُمنا ق عديدة، أمثلة تقديم مع
جيد، بشكل الآخر بعضها وتحسن بعضها تعمم نتائجنا أن إلى الأخير في لنتوصل ،1 الفصل في

ية. b-متر أو ية المتر الفضاءات في سواء
التامة، ية b-متر الفضاءات في القيم متعددة للدوال الثابتة بالنقاط المتعلقة النتائج نعرض 3 الفصل
القسم في المعممة. التقليصات لاحقا نسميه ما أو هاردي-روجرز، نوع من تقليصات باستخدام
التطبيقات سواء المعممة، الموسعة غير التطبقات تخص نتيجة على مرة لأول البرهان تم الثاني،

القيم. متعددة أو القيم وحيدة
حيث ،4 الموالي الفصل في الثابتة النقاط مسائل استقرار إلى نمر الثابتة، النقاط وجود دراسة بعد
هذه في مهمة نتائج على تحصلنا . Ulam-Hyers أولام-هايرز بمفهوم الاستقرار مسألة دراسة تم
التطبيقات تسمى: التطبيقات من واسعة لفئة الثابتة النقطة مسألة استقرار أثبتنا حيث الناحية،
[71] الورقة في طرحه تم مفتوح سؤال عن الإجابة تمت أخرى جهة من الضعيفة. C-بيكار

قيمه. Proximinality بية قرُ استعمال دون T لتطبيق أولام-هايرز استقرار برهنة بخصوص
الدالية للمعادلات حلول وجود دراسة لذلك اخترنا لنتائجنا، التطبيقات ببعض الفصل هذا نختتم

تكاملية-تفاضلية. معادلات وحلول الديناميكية، للبرمجة
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مقدمة
أقسام: أربعة إلى مقسم وهو لاحقا، نحتاجها االتي الأساسية المفاهيم تقديم الفصل هذا يتناول

الطوبولوجية خصائصها بعض على الضوء تسليط مع ية b-متر الفضاءات فيه نعرض 1.1 القسم
القسم يقُدّم و1.1. 1.1 التوطئتين مثل لنتائجنا، الأساس حجر تعُد التي الأساسية والتوطئات
نعرض ،3.1 القسم في الأطروحة. بنتائج الصلة ذات المعروفة الثابتة النقاط مبرهنات بعض 2.1

هاردي-روجرز نوع من تقليصية شروط على تعتمد التي المشتركة الثابتة النقاط مبرهنات من العديد
القيم متعددة بالتطبيقات المتعلقة الأساسية المفاهيم على 4.1 القسم يركز وأخيراً، F-تقليص. و
نوع من تقليصية شروط تستخدم التي تلك خاصة بها، المتعلقة الثابتة النقاط مبرهنات وبعض
برهان. دون تعُرض الفصل هذا في الثابتة النقاط مبرهنات جميع F-تقليص. و هاردي-روجرز

ية متر −b الفضاءات 1.1

[10] 1.1 Ȗعرʈـــــف

من التالية الشروط تحققت إذا b-مسافة إنه D : E ×E −→ [0,+∞) تطبيق عن نقول
:u, v, w ∈ E كل أجل

(B1) D(u, v ) = 0 ⇔ u = v ;

(B2) D(u, v ) = D(v, u);

(B3) D(u, v ) ≤ s[D(u, w )+D(w, v )].

سنرمز للتبسيط، .s ≥ 1 بثابت b-متري فضاء بـ: (E , D, s) الثلاثية نسمي الحالة، هذه في
الأطروحة. هذه باقي في (E , D) بالزوج (E , D, s) إلى

الاعتيادية. الأمثلة بعض لنقدم

1 .1 مثــــــــــــــــال

كالآتي: D ونعُرفّ E =R لتكن
D (u, v ) = (u −v )2 ; (1 .1)

14
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واضح. (B2) و (B1) الشروط تحقق .s = 2 ≥ 1 بثابت ياً b-متر فضاء (R, D) تكون حينها
المتباينة: من مباشرة يتحقق (B3) الشرط

(u +v )2 ≤ 2
(
u2 +v 2

)
; (1 .2)

يلي: ما على فنحصل
D (u, v ) = (u −w +w −v )2 ≤ 2

(
(u −w )2 + (w −v )2

)
= 2 (D(u, w )+D(w, v )) .

الاعتيادية. الأمثلة بعض لعرض التوطئة هذه إلى نحتاج
1.1 توطئــــــــــــــــــة

.u, v ∈ [0,+∞) و p ∈ (0,+∞) لتكن
فإن: p ≥ 1 كان إذا .1

(u +v )p ≤ 2p−1 (
up +v p)

. (1 .3)
فإن: 0 < p < 1 كان إذا .2

(u +v )p ≤ up +v p . (1 .4)

نعرفّ ،v > 0 كل أجل من .v = 0 يكون لما صحيحة المتباينة لأن v > 0 أن نفرض برهان.
يلي: كما f : [0,+∞) → [0,+∞) الدالة

f (u) = (u +v )p

up +v p .

بالصيغة: تعُطى f ′(u) مشتقتها
f ′(u) = pv (u +v )p−1(v p−1 −up−1)

(up +v p )2
.

على نحصل ،u ≥ 0 كل أجل من ومنه، .u = v عند لها قيمة أكبر تبلغ f فإن ،p ≥ 1 كان إذا
: f (v ) بحساب . f (u) ≤ f (v )

f (v ) = (2v )p

2v p = 2p−1.

نستنتج: وعليه
(u +v )p

up +v p ≤ 2p−1,
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.(1 .3) المتباينة يكافئ ما وهو
أن بما اللانهاية. من u يقترب أوعندما u = 0 عند الـكبرى قيمتها f تبلغ ،0 < p < 1 الحالة في

.(1 .4) المتباينة على نحصل ، f (0) = 1

2 .1 مثــــــــــــــــال

التالي: التطبيق نعُرفّ ،p ∈ [1,+∞) لكل
Dp (u, v ) = |u −v |p . (1 .5)

.s = 2p−1 ≥ 1 بثابت b-متري فضاء (
R, Dp

) أن نستنتج ،(1 .3) المتباينة على بالاعتماد
المثال: سبيل على لدينا، ،p > 1 حالة في

Dp (1,−1) = 2p > 1p +1p = Dp (1, 0)+Dp (0,−1). (1 .6)
يا. متر ليس (

R, Dp
) يكون وعليه

3 .1 مثــــــــــــــــال

يلي: كما تطبيق يف تعر يمكن ،p ≥ 1 لكل مترياً، ً فضاء (E , d ) ليكن
Dp (u, v ) = [d (u, v )]p . (1 .7)

.s = 2p−1 ≥ 1 بثابت b-متري فضاء هو (
E , Dp

) لدينا: عندئذ

4 .1 مثــــــــــــــــال

f : Ω→R القيوسة الدوال فضاء أي ،p ∈ (0,+∞) بمعامل لوبيغ فضاء E = Lp (Ω) ليكن
.∫Ω ∣∣ f

∣∣p <∞ حيث
يلي: كما Dp نعُرفّ

Dp
(

f , g
)= [∫

Ω

∣∣ f −g
∣∣p

] 1
p

. (1 .8)
0 < p < حالة في بينما متري، فضاء (

Lp (Ω) , Dp
) فإن ،p ≥ 1 كان إذا أنه المعروف من

مترياً. ً فضاء ليس فهو ،1
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نجد: u, v ∈ [0,+∞) لكل عندها ،0 < p < 1 أن لنفرض
|u +v |p ≤ up +up . (1 .9)

: f , g , h ∈ Lp (Ω) لكل ∫نحصل
Ω

∣∣ f −g
∣∣p ≤

∫
Ω

∣∣ f −h
∣∣p +

∫
Ω

∣∣h −g
∣∣p .

وبالتالي:

Dp
(

f , g
)≤ [∫

Ω

∣∣ f −h
∣∣p +

∫
Ω

∣∣h −g
∣∣p

] 1
p

≤ 2
1
p −1 [

Dp
(

f , h
)+Dp

(
h, g

)]
.

الفضاء يكون ،0 < p < 1 حالة في وبالتالي، .s = 2
1−p

p > 1 لـ يتحقق (B3) الشرط إذن،
.s = 2

1−p
p بثابت يا b-متر فضاء (

Lp (Ω) , Dp
)

5 .1 مثــــــــــــــــال

E = نعُرفّ .si ≥ 1 بثوابت ية b-متر فضاءات ،i ∈ {1, 2, . . . , n} حيث ،(Ei , Di
) ليكن

يلي: كما D : E ×E → [0,+∞) والتطبيق E1 ×E2 ×·· ·×En

D (U ,V ) =
i=n∑
i=1

Di
(
ui , vi

)
; (1 .10)

b-متري فضاء هو (E , D) إذن، .V = (v1, v2, . . . , vn)و U = (u1, u2, . . . , un) حيث
.s = max

1≤i≤n
si ≥ 1 بثابت

6 .1 مثــــــــــــــــال

.Ω على المعرفة القيوسة الحقيقية الدوال مجموعة M (Ω) و قيوسا، فضاء (Ω, A,µ) نعتبر
التالية: المجموعات نعرف p : Ω→ [1,+∞) قيوسة دالة كل أجل من

Ω1(p) = {
x ∈Ω | p(x) = 1

}
17
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يلي: كما p− و p+ ونعرف .Ω∗(p) = {
x ∈Ω | 0 < p(x) < 1

}
p− = ess inf

x∈Ω∗
p(x); p+ = ess sup

x∈Ω∗
p(x). (1 .11)

بـ: عادة لها نرمز والتي متغير بأس لوبيغ فضاءات نعرف
E = Lp(.)(Ω) =

{
f ∈M (Ω) |

∫
Ω
| f (x)|p(x)dµ<∞

}
. (1 .12)

التالي: التطبيق E المجموعة على نعرف
D( f , g ) =

∫
Ω
| f (x)−g (x)|p(x)dµ; ∀ f , g ∈ E . (1 .13)

في يتحقق (B3) للشرط بالنسبة محققان. (B2) و (B1) الشرطين يحقق التطبيق هذا أن واضح
لدينا: لأنه ، s = 2p+−1 الثابت: أجل من p+ <∞ حالة

D( f , g ) =
∫
Ω
| f (x)−g (x)|p(x)dµ

≤
∫
Ω

[| f (x)−h(x)|+ |h(x)−g (x)|]p(x) dµ

≤
∫
Ω

2p(x)−1
[
| f (x)−h(x)|p(x) +|h(x)−g (x)|p(x)

]
dµ

≤ 2p+−1
[∫

Ω
| f (x)−h(x)|p(x)dµ+

∫
Ω
|h(x)−g (x)|p(x)dµ

]
= s

[
D( f , h)+D(h, g )

]
.

لاحقا. عملنا في نحتاجها التي الفضاءات من النوع لهذا الطوبولوجية المفاهيم بعض الآن نعُرفّ
2.1 Ȗعرʈـــــف

كان: إذا وفقط إذا u ∈ E نحو متقاربة إنها E من (un) متتالية عن نقول .1
في limn→+∞un = u الحالة هذه في ونكتب ،R في limn→+∞D(un , u) = 0

.(E , D)

كان: إذا وفقط إذا كوشي متتالية إنها {un} المتتالية عن نقول .2
∀ϵ> 0,∃N ∈N,∀n, m ∈N : (n, m ≥ N =⇒ D(un , um) < ϵ) . (1 .14)

متتالية هي كوشي متتالية كل كانت إذا وفقط إذا تام (E , D) الفضاء إن نقول .3
متقاربة.

18



ŬŻʆٔſń ŭř ĻǥȋńļņŅــــــــــــ ĿŉŔŅŔ
ٔ
ń

حالَ النهاية وحدانية وكذلك والـكوشية، المتقاربة المتتاليات بين العلاقة توضح التالية الخاصية
وجودها.

1.1 خاصــية
.s ≥ 1 بثابت b-متري فضاء (E , D) ليكن

وحيدة. نهاية تملك متقاربة E في (un) متتالية كل .1
كوشي. متتالية هي متقاربة (un) متتالية كل .2

يكون: عندئذ ،limn→+∞un = vو limn→+∞un = u أن لنفرض .1 برهان.
D (u, v ) ≤ s [D (u, un)+D (un , v )] . (1 .15)

(B1) الشرط ومن .D (u, v ) = 0 وبالتالي ،D (u, v ) ≤ 0 على نحصل ،n →+∞ وبأخذ
.u = v أن نستنتج

المتراجحة: من مباشرة الثاني الادعاء يسُتنتج .2
D (un , um) ≤ s [D (un , u)+D (u, um)] ,

.(un) المتتالية نهاية هي u حيث

3.1 Ȗعرʈـــــف

الترتيب، على B [a, r ] و B (a, r ) والمغلقة المفتوحة الـكرتان ف َّ تعُر .r > 0 و a ∈ E ليكن
يلي: كما ،r قطر ونصف a بمركز

B (a, r ) = {u ∈ E : D(a, u) < r } , (1 .16)
B [a, r ] = {u ∈ E : D(a, u) ≤ r } . (1 .17)

تحقق: إذا وفقط إذا مفتوحة مجموعة U ⊂ E الجزئية المجموعة إن نقول .1
∀u ∈U ,∃r > 0 : B (u, r ) ⊂U . (1 .18)

مجموعة F c متممتها كانت إذا وفقط إذا مغلقة مجموعة F ⊂ E الجزئية المجموعة إن نقول .2
مفتوحة.
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ً فضاء (
E ,TD

) الثنائية تشُكل عندئذٍ .E من المفتوحة المجموعات كل لعائلة TD بـ: نرمز
طوبولوجياً.

ونُحيل التالية، الخواص نقُدم .E على T أخرى طوبولوجيا التقارب يُحدث أخرى، جهة من
البرهان. على للاطلاع [1] الورقة إلى القارئ

1.1 خاصــية
T =TD . .1

إذاً: .u ∈ E و E في متتالية (un) لتكن .2
(E , D) في lim

n→+∞un = u إذا وفقط إذا كان (
E ,TD

) في lim
n→+∞un = u.

2.1 خاصــية
يلي: ما لدينا .F ⊂ E لتكن

.limn→+∞un = u بحيث F في (un) متتالية وجُدت إذا وفقط إذا u ∈ F̄ .1
.F = F̄ إذا وفقط إذا E في مغلقة F .2

4.1 Ȗعرʈـــــف

التوالي. على s2 و s1 بثابتين يين b-متر فضاءين (F, D2)و (E , D1) لتكن
إذا: وفقط إذا a ∈ E عند مستمر T : E → F التطبيق إن نقول .1

∀ {un} ⊂ E :
(

lim
n→+∞un = a =⇒ lim

n→+∞T (un) = T (a)
)

.

.a ∈ E كل عند مستمرا T كان إذا وفقط إذا E على مستمر T إن نقول .2

الصعوبات بعض تسبب قد والتي ية، b-متر الفضاءات في الاعتيادية غير النتائج بعض الآن سنعرض
B (a, r ) المفتوحة الـكرة تكون وقد مستمر، غير D التطبيق يكون قد المثال، سبيل على الدراسة. في

مغلقة. ليست المغلقة الـكرة تكون قد وكذلك مفتوحة، مجموعة ليست
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7 .1 مثــــــــــــــــال

والدالة: E =
{

0, 1, 1
2 , 1

3 , . . . , 1
n , . . .

} لتكن [[67]]

D(u, v ) =



0 uإذا = v,

1 uإذا 6= v ∈ {0, 1} ,

|u −v | uإذا 6= v ∈ {0}∪
{

1
2n : n = 1, 2, . . .

}
,

4 في الحالات الأخرى .

عندها:
.s = 4 بثابت b-مسافة هو D .1

.E على مسافة ليس D .2
متغير. لكل بالنسبة مستمرا ليس D .3

مفتوحة. مجموعة ليست B (1, 2) .4

الشرط فإن القيمة، لهذه بالنسبة ولـكن .s = 8
3 قيمة اختيار تم [1] في أنه نلاحظ .1 برهان.

على: نحصل ،u = 1, v = 1
2n , w = 0 الحالة في المثال سبيل على يتحقق. لا (B3)

D(u, v ) = 4, D(u, w ) = 1, D(w, v ) = 1

2n
.

بالتالي:
D(u, w )+D(w, v ) = 2n +1

2n
.

:n ∈N لكل ثم، ومن
8n

2n +1
≤ s,

.s ≥ 4 يعني مما
المثال: سبيل على .2

D
(

1,
1

4

)
= 4 > 1+ 1

4
= D(1, 0)+D

(
1

4
, 0

)
.

لدينا: .3
lim

n→+∞D
(

0,
1

2n

)
= lim

n→+∞
1

2n
= 0,

لذا:
lim

n→+∞
1

2n
= 0 في (E , D) .
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ولـكن:
lim

n→+∞D
(

1,
1

2n

)
= 4 6= 1 = D(1, 0).

المتغيرين. من لكل بالنسبة مستمرا ليس D أن يبين هذا
بحيث: n ∈N ونختار r > 0 لنأخذ .0 ∈ B (1, 2) لذا ،B (1, 2) = {0, 1} لدينا .4

D
(

0,
1

2n

)
= 1

2n
< r,

لأن: 1
2n ∉ B (1, 2) ولـكن 1

2n ∈ B (0, r ) إذاً
D

(
1,

1

2n

)
= 4 > 2.

:r > 0 لكل وبالتالي،
B (0, r )⊈B (1, 2),

مفتوحة. مجموعة ليست B (1, 2) أن يعني مما

.D b-مسافة الـ استمرار خاصية تعوض فهي ية، b-متر الفضاءات في جدا مهمة التالية المبرهنة
1.1 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة 1.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

:v ∈ E كل أجل من عندئذٍ، .u ∈ E نحو متقاربة متتالية (un) لتكن [6 ,43]
1

s
D(u, v ) ≤ lim inf

n→+∞D(un , v ) ≤ lim sup
n→+∞

D(un , v ) ≤ sD(u, v ). (1 .19)

:n ∈N لكل لدينا برهان.
D (un , v ) ≤ sD (un , u)+ sD (u, v ) ; (1 .20)

وأيضًا:
D (u, v ) ≤ sD (u, un)+ sD (un , v ) .

بالتالي:
1

s
D (u, v )−D (u, un) ≤ D (un , v ) .

المطلوبة. النتيجة على نحصل الثانية، المتباينة في lim infو الأولى المتباينة في للطرفين lim sup بأخذ
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3.1 خاصــية

الآخر. للمتغير بالنسبة أيضًا مستمر فإنه المتغيرات، لأحد بالنسبة مستمرا D كان إذا [1]

limn→+∞un = u إذا :u, v ∈ E لكل أي الأول، للمتغير بالنسبة مستمر D أن نفرض برهان.
الشرط حسب فإنه ،limn→+∞ vn = v كانت إذا .limn→+∞D(un , v ) = D(u, v ) فإن

:(B2)

lim
n→+∞D(u, vn) = lim

n→+∞D(vn , u) = D(v, u) = D(u, v ).

الثاني. للمتغير بالنسبة مستمر D فإن وبالتالي،
4.1 خاصــية

:r > و0 a ∈ E لكل فإنه المتغيرات، لأحد بالنسبة مستمر D كان إذا [1]
مفتوحة. مجموعة B (a, r ) .1

مغلقة. مجموعة B [a, r ] .2

بحيث {un} ⊂ [B (a, r )]c لتكن مغلقة. [B (a, r )]c المجموعة أن نبرهن سوف .1 برهان.
إذاً: .D(a, un) ≥ r :n ∈N لكل لدينا ،limn→+∞un = u

D(a, u) = lim
n→+∞D(a, un) ≥ r ;

مفتوحة. B (a, r ) أن يعني وهذا مغلقة، [B (a, r )]c أن يعني مما ،u ∈ [B (a, r )]c وبالتالي
إذاً: .n ∈N لكل D(a, un) ≤ r لدينا .limn→+∞un = u بحيث {un} ⊂ B [a, r ] لتكن .2

D(a, u) = lim
n→+∞D(a, un) ≤ r ;

مغلقة. مجموعة B [a, r ] أن أي

التالية: المتباينة تحقق التي بالمتتاليات نهتم الآن
D (un , un+1) ≤ θD (un−1, un) . (1 .21)

متتالية تكون (un) المتتالية فإن ،0 ≤ θ < 1 كان إذا ية، المتر الفضاءات في أنه المعروف من
متقاربة. تكون المتتالية فإن تاما، الفضاء كان إذا ذلك، على علاوة كوشي.
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إحدى تعتبر والتي ،0 ≤ θ < 1
s هو θ على الموضوع الطبيعي الشرط فإن ية، b-متر الفضاءات في أما

ية. b-متر الفضاءات في تظهر التي المشكلات
ذلك في بما لها، براهين عدة تقديم وتم الباحثين، من العديد قبل من 0 ≤ θ < 1 الحالة دراسة تمت

النتائج. هذه بعض يلي ما في سنعرض التقارب. معدل تقديرات
.[23] البحثية الورقة في طرفنا من إثباتها تم التالية النتيجة

2.1 توطئــــــــــــــــــة

:n ∈N لكل بحيث E في متتالية (un) لتكن
D(un+1, un) ≤ Rθn . (1 .22)

عندئذٍ: ثابت. موجب حقيقي عدد R حيث
كوشي. متتالية هي (un) المتتالية .1

عدد ولكل n ∈N لكل فإن ،(un) المتتالية نهاية هو uو تاما ً فضاء (E , D) كان إذا .2
لدينا: ،sθN < 1 بحيث N موجب صحيح

D(un , u) ≤ s2 A

[
s2θN

1− sθN
+ s +1

]
θb

n
N cN , (1 .23)

.A = R
[∑N−1

k=1 sk + sN−1
] و ،m للعدد الصحيح الجزء تمثل bmc حيث

على: نحصل فإننا ،sθ < 1 كان إذا .3
D(un , u) ≤

(
R s2

1− sθ

)
θn . (1 .24)

سنقسم .n ∈ N لكل D(un , un+1) = Dn الترميز: أحيانا نستعمل الاختصار لبعض برهان.
خطوات: عدة إلى البرهان

من .θN = t نضع .N =
⌊
− ln(s)

ln(θ)

⌋
+1 المثال، سبيل على θN؛ < 1

s بحيث N ∈N نختار .1
لكل وبالتالي، .0 ≤ r < N و p = ⌊ n

N
⌋ حيث n = pN + r نكتب ،n ∈ N كل أجل

نجد: ،n ∈N

D(un , un+1) ≤ Rt p .
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نجد: عندئذ .n ∈N كل أجل من vn = unN مساعدة متتالية نعرف .2
D(upN , u(p+1)N ) ≤ sD(upN , upN+1)+ sD(upN+1, upN+N )

≤ sD(upN , upN+1)+ s2D(upN+1, upN+2)+ s2D(upN+2, upN+N )

...
≤ sDpN + s2DpN+1 +·· ·+ sN−1DpN+N−1

≤ R
[

st p + s2t p +·· ·+ sN−1t p + sN−1t p
]

≤ R

[
N−1∑
k=1

sk + sN−1

]
t p = At p .

أن: نستنتج ،p ∈N كل أجل من وبالتالي،
D(vp , vp+1) ≤ At p .

أن: نجد الاستقراء، باستخدام ذلك، بعد .D̃n = D(vn , vn+1) بـ القيمة لهذه لنرمز
D(vn , vn+m) ≤ sD(vn , vn+1)+ sD(vn+1, vn+m)

...
≤ sD̃n + s2D̃n+1 +·· ·+ sm−1D̃n+m−2 + sm−1D̃n+m−1

≤ Ast n + As2t n+1 +·· ·+ Asm−1t n+m−2 + Asm−1t n+m−1.

نجد: وعليه،
D(vn , vn+m) ≤ Ast n

[
1+ (st )+ (st )2 +·· ·+ (st )m−2 + sm−2t m−1

]
= Ast n

[
1− (st )m−1

1− st
+ (st )m

s2t

]
.

إلى: يبسط ذلك فإن ،0 ≤ t < 1
s أن بما

D(vn , vn+m) ≤ Ast n
[

1

1− st
+ (st )m

s2t

]
.

نجد: ،n, m ∈N لكل وبالتالي،
D(vn , vm) ≤ Ast n

[
1

1− st
+ (st )m−n

s2t

]
. (1 .25)

كوشي. متتالية هي (vn) أن يثبت هذا
25



ļņŅــــــــــــ ĿŉŔŅŔ
ٔ
ńŬŻʆٔſń ŭř Ļǥȋń

،0 ≤ r ≤ r ′ < N و p ∈N لأي أولاً، كوشي. متتالية هي (un) أن لإثبات ننتقل الآن .3
نجد:

D(upN , upN+r ) ≤ At p ; (1 .26)
σ(upN+r , u(p+1)N ) ≤ At p ; (1 .27)
σ(upN+r , upN+r ′) ≤ At p . (1 .28)

،p ≤ p ′ ً إذا .p ′ = ⌊m
N

⌋ و p = ⌊ n
N

⌋ أن ولنفترض ،N ≤ n < m حيث n, m ∈N لنأخذ
الحالتين: ونميز

لنجد: (1 .26) نستخدم ،pN ≤ n ≤ m < (p +1)N أي ،p = p ′ عندما .1 الحالة
D(un , um) ≤ At p .

نجد: ،pN ≤ n < (p +1)N ≤ p ′N ≤ m < (p ′+1)N أي ،p < p ′ عندما .2 الحالة
D(un , um) ≤ sD(un , u(p+1)N )+ sD(u(p+1)N , um)

≤ sD(un , u(p+1)N )+ s2D(u(p+1)N , up ′N )+ s2D(up ′N , um).

نجد: ،(1 .28) و ,(1 .27) ,(1 .26) ,(1 .25) باستخدام
D(un , um) ≤ s At p + s2 Ast p+1

[
1

1− st
+ (st )p ′−p−1

s2t

]
+ s2 At p ′

≤ s At p + s2 Ast p+1

[
1

1− st
+ (st )p ′−p−1

s2t

]
+ s2 At p .

وبالتالي:
D(un , um) ≤ s At p

[
1+ s2t

1− st
+ (st )p ′−p−1 + s

]
. (1 .29)

للتوطئة. الأول التصريح إثبات يكمل مما كوشي، متتالية هي (un) أن تؤكد (1 .29) المتباينة
واستخدام ،p ′ →+∞ عندما أي ،m →+∞ لما (1 .29) في للطرفين السفلبة النهاية أخذ عند

على: نحصل ،(1 .19) المبرهنة
D(un , u) ≤ s2 A

[
s2t

1− st
+ s +1

]
t p .

.(1 .23) المتباينة أثبتنا قد نكون وبذلك
نحصل ،n, p ∈N لكل أنه نجد ،(B3) وشرط (1 .22) بتطبيق التوطئة: من الثالثة للنقطة بالنسبة
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على:
D(un , un+p ) ≤ s

[
D(un , un+1)+D(un+1, un+p )

]
≤ D(un , un+1)+ s2 [

D(un+1, un+2)+D(un+2, un+p )
]

≤
p−2∑
k=0

sk+1σn+k + sp−1Dn+p−1

≤ R

[
p−2∑
k=0

sk+1θn+k + sp−1θn+p−1

]
D(un , un+p ) ≤ R

[ s

1− sθ
+ (sθ)p−1

]
θn . (1 .30)

،sθ < 1 حيث (1 .19) المبرهنة وتطبيق p → +∞ عندما ،(1 .30) في السفلى النهاية بأخذ
التوطئة. برهان ينهي وهذا .(1 .24) في المتباينة إلى بسهولة نصل

التقارب. لمعدل آخر ً تقديرا نقدم التالية، التوطئة في
3.1 توطئــــــــــــــــــة

أنه نفرض .E في متتالية (un) وليكن ،s ≥ 1 بثابت تاما ً يا b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
بحيث: θ ∈ [0, 1) يوجد

∀n ≥ 1 : D(un+1, un) ≤ θD(un , un−1). (1 .31)
عندئذٍ:

.u ∈ E نقطة نحو تتقارب (un) المتتالية .1
التقارب: تقدير على نحصل ،sθ2N < 1 بحيث N ثابت صحيح عدد ولكل n ∈N لكل .2

σ(un , u) ≤
[

B
sN+2

1− sθ2N

]
θn , (1 .32)

.B = θ2

1−θD(u1, u0) حيث
يلي: كما (1 .32) تحسين يمكن ،θ ∈

(−1+p5
2 , 1

) و θs < 1 كان إذا .3

D(un , u) ≤
[

s2

1− sθ
D(u1, u0)

]
θn . (1 .33)

,83] برهان المثال: سبيل على (انظر المقالات من العديد في الأول الادعاء إثبات تم برهان.
لكل ،[6 Lemma ,83] في المقدم البرهان خلال من ذلك، على علاوة .([6 Lemma
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لدينا: ،m > n +2N بحيث n, m ∈Z

D(un , um) ≤C
sN+1

1− sθ2N
θn . (1 .34)

.C = θ
1−θD(u1, u2) ≤ θ2

1−θD(u0, u1) حيث
في الأدنى الحد بأخذ .[83] في 6 التوطئة وبرهان (1 .19) المبرهنة من ينتج (1 .32) التقدير

نجد: ،(1 .19) المبرهنة وتطبيق m →+∞ عندما (1 .34)
1

s
D(un , u) ≤C

sN+1

1− sθ2N
θn

≤ θ2

1−θ
D(u0, u1)

sN+1

1− sθ2N
θn .

R = D(u1, u0) باستخدام (1 .33) استنتاج يمكننا ،sθ < 1 لـ بالنسبة .(1 .32) إلى يؤدي وهذا
الحدود بين المقارنة فإن ،sθ < 1 عندما ذلك، على علاوة .1.1 التوطئة من (1 .24) التقدير في

تعطي: (1 .33) في و N = 0 مع (1 .32) في العليا
B

s2

1− sθ
−

[
s2

1− sθ
D(u1, u0)

]
= s2D(u1, u0)

(
θ2 +θ−1

)
(1− sθ)(1− sθ)

> 0,∀θ ∈
(
−1+p

5

2
, 1

)
.

.θ ∈
(−1+p5

2 , 1
) ضمن (1 .32) من دقة أكثر حداً (1 .33) يوفر وبالتالي،

4.1 توطئــــــــــــــــــة

،(1 .31) المتباينة تتحقق بحيث θ ∈ [0, 1) يوجد أنه نفرض .E في متتالية (un) ليكن
عندها:

.u ∈ E عنصر نحو تتقارب (un) المتتالية .1
لدينا: ،s2θN < 1 بحيث N ثابت صحيح عدد ولكل n ∈N لكل .2

D(un , u) ≤ s2D(u0, uN )

1− s2θN
θn . (1 .35)

السابقة. النتائج يكملّ للتقارب ً بديلا تقديراً يوفر هذا

لدينا: n, m ∈N لكل .s2θN < 1 بحيث N ∈N ليكن برهان.
D(un , un+N ) ≤ θnD(u0, uN ); (1 .36)
D(uN+n , uN+m) ≤ θN D(un , um). (1 .37)
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على: نحصل مثلثية، المتباينة بتطبيق
D(un , um) ≤ sD(un , un+N )+ sD(un+N , um)

≤ sθnD(u0, uN )+ s2D(un+N , um+N )+ s2D(um+N , um)

≤ sθnD(u0, uN )+ s2θN D(un , um)+ s2θmD(u0, uN ).

على: نحصل وعليه،
D(un , um) ≤ sD(u0, uN )

1− s2θN

[
θn + sθm]

. (1 .38)
.u ∈ E عنصر نحو متقاربة فهي وبالتالي كوشي، متتالية هي (un) أن يثبت وهذا

،(1 .35) المتباينة نستنتج ،1.1 المبرهنة وتطبيق ،m →∞ لماّ (1 .38) في السفلية النهاية بأخذ
البرهان. أكملنا قد نكون وبذلك

1 .1 .1 ملاحظة
شرطا تستعملان أنهما حيث ،1.1 و 1.1 للمبرهنتين تمديدا تعُتبر 1.1 المبرهنة
الأولى الرتبة من ية التكرار المتراجحة في (1 .31) المتباينة الخصوص، وجه على أقوى.
الرغم على ،1.1 المبرهنة من (1 .22) تستلزم D(un+1, un) ≤ θD(un , un−1)

إلى تؤدي (1 .31) أن بالذكر الجدير من صحيحاً. بالضرورة ليس العكس أن من
.R = D(u1, u0) يكون عندما (1 .22) يحقق مما D(un+1, un) ≤ θnD(u1, u0)

الرتبة من تكراري شرط تحت تتحقق 1.1 المبرهنة في (1 .22) فإن ذلك، إلى بالإضافة
.1.1 و 1.1 المبرهنتان تستوعبه لا ما وهو D(un+1, un) ≤ θD(un−1, un−2) الثانية

الثابتة النقط مبرهنات وبعض التقليصية التطبيقات 2.1

5.1 Ȗعرʈـــــف

للتطبيق ثابتة نقطة إنها u ∈ E عن نقول .T : E → E وتطبيق خالية، غير مجموعة E لنعتبر
.T u = u كان إذا T

.Fix(T ) بـ: T للتطبيق الثابتة النقاط مجموعة إلى نرمز ترميز:
.Fix(T ) = {

uT
} ونكتب: uT نسميّها فإننا وحيدة، ثابتة نقطة T للتطبيق كان إذا
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2.2.2 Ȗعرʈـــــف

تطبيقا. T : E → F وليكن يين، b-متر فضاءين (F, D2) و (E , D1) ليكن
بحيث: θ موجب حقيقي عدد وجُد إذا ليبشيتزي T إن نقول .1

D2(T u, T v ) ≤ θD1(u, v ); (1 .39)
.u, v ∈ E لكل

اختصارا. تقليص أو تقليصيا تطبيقاً يسمى T فإن ،θ < 1 كان إذا .2

1 .2 .1 ملاحظة
مما ليبشيتزي، تطبيق T فإن تقليصا، T كان إذا التالية: الاستلزامات لدينا أنه نلاحظ

مستمر. تطبيق T وبالتالي بانتظام، مستمر T أن يعني

يلي: كما الشهير لبناخ التقليص مبدأ أو ، Banach بناخ مبرهنة تصُاغ
2.1 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة 2.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

فإن: تقليصا، T : E → E وكان تاما، ياً متر فضاء (E , D) كان إذا
.Fix(T ) = {

uT
} .1

التالي التقدير مع ،uT ∈ E الثابتة النقطة نحو (
T nu0

) المتتالية تتقارب ،u0 ∈ E لأي .2
:n ∈N لكل

D(T nu0, uT ) ≤ θn

1−θ
D(u0, T u0). (1 .40)

على: أساسي بشكل يعتمد لبناخ التقليص مبدأ أن ملاحظة المهم من
;E الفضاء تمام .1

;(1 .39) المتباينة بواسطة المحدد التقليص شرط .2
كليا. تقليصيا شرطًا يجعلها مما ،u, v ∈ E كل لأجل كليا محققة (1 .39) المتباينة كون .3

الشرط تعدل التعميمات بعض بناخ. لمبرهنة التعميمات من العديد لنا تتيح الملاحظة هذه
تمديدات يستعمل البعض بينما المحلية، التقليصات يستعمل الآخر البعض بينما ،(1 .39) التقليصي
بسيط بتعميم نبدأ بناخ. لمبرهنة المعروفة التعميمات من العديد يلي فيما سنعرض نفسه. للفضاء

بناخ. لمبرهنة
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3.1 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة 3.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

Fix(T ) = فإن تقليصا، يكون T n بحيث n ∈N ووجُد تاما، ياً متر فضاء (E , D) كان إذا
.{uT

}

أن نلاحظ ذلك، إلى بالإضافة .u ∈ E وحيدة ثابتة نقطة يملك فإنه تقليص، T n أن بما برهان.
هذه وحدانية وبسبب .T n لـ ثابتة نقطة أيضا هي T u أن يعني مما ،T T nu = T nT u = T u

نفرض الوحدانية، أجل من .T لـ ثابتة نقطة هو u أن أي ،T u = u أن نستنتج الثابتة، النقطة
.u = v لذا ،T n لـ ثابتة نقطة أيضًا هو v فإن ،T لـ ثابتة نقطة هو v أن

1 .1 مثــــــــــــــــال

يلي: كما معرفاً T : R→R ليكن

T x =
0; x ∈Q

1; x ∉Q

فإن لذا، تقليص. وهو T 2 ≡ 0 لدينا ولـكن مستمرا، ليس لأنه تقليصًا، ليس T إذن،
.Fix(T ) = {

uT
}

6.1 Ȗعرʈـــــف

u, v ∈ E لكل التالي الشرط يحقق كان إذا موُسِّــع غير تطبيق T إن نقول .1
D(T u, T v ) ≤ D(u, v ). (1 .41)

حيث u, v ∈ E لكل محققة التالية المتباينة كانت إذا مقُلصِّ تطبيق T إن نقول .2
u 6= v

D(T u, T v ) < D(u, v ). (1 .42)
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2 .2 .1 ملاحظة
مقُلصِّا، تطبيقاً أو موسع غير تطبيقاً T يكون عندما عموما محققة غير 2.1 المبرهنة نتائج

الملاحظة. هذه توضح الأمثلة وهذه

2 .1 مثــــــــــــــــال

غير تطبيق هو T u = u التطبيق .R على الاعتيادية المسافة هي D و E = R ليكن .1
نقاط هي x ∈R النقاط جميع أن نلاحظ لـكننا .∣∣T x −T y

∣∣= ∣∣x − y
∣∣ لأن: موسِّــع

.T لـ ثابتة
،T

′
u = eu

eu +1
لدينا: u ∈ R كل أجل من .T u = ln

(
eu +1

) التطبيق نعتبر .2
x 6= y كل أجل من وبالتالي

|T u −T v | = T
′
(c) |u −v |

< |u −v |

.R في ثابتة نقاط T لـ ليس ذلك، ومع مقلصِّ. تطبيق هو T أن على يدل مما
ووحدانيتها. الثابتة النقاط وجود لضمان المقُلصِّة للتطبيقات ية ضرور إضافية شروط هناك إذن،

يلي: كما ة المقُلصِّ للتطبيقات ثابتة نقطة مبرهنة [32] Edelstein م قدًّ السياق، هذا في
4.1 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة 4.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

التالي: الشرط يحقق مقُلصِّا تطبيقاً T كان إذا 1961 M. Edelstein, [32]
حيث: (

T ni u
) متقاربة جزئية متتالية تملك (

T nu
) المتتالية حيث u ∈ E يوجد

.limi−→+∞T ni u = ξ ∈ E

.T لـ الوحيدة الثابتة النقطة هي ξ إذن
التالية: المشهورة النتيجة استخلاص يتم المبرهنة، هذه من

5.1 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة 5.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

ثابتة نقطة يملك متراص متري فضاء على معرف مقُلصِّ تطبيق كل Edelstein 1961
وحيدة.

ثابت بجعل وذلك بناخ لمبرهنة تعميما تعبر التي التالية، المبرهنة برهن [74] Rakotch ياضي الر
32



ŬŻʆٔſń ŭř ĻǥȋńļņŅــــــــــــ ĿŉŔŅŔ
ٔ
ń

. D (u, v ) لـقيم تبعا متغيرا التقليص
6.1 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة 6.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

يحقق T : E → E كان إذا ،(E , D) تام متري فضاء في 1962 E. Rakotch, [74]
الشرط:

∀u, v ∈ E : D (T u, T v ) ≤α(D (u, v )) D (u, v ) ; (1 .43)
متناقصة. دالة هي α : [0,+∞) −→ [0, 1) حيث

.uT الثابتة النقطة نحو تتقارب (
T nu

) المتتالية u ∈ E ولكل Fix(T؛ ) = {
uT

} إذن
يلي: كما Rakotch لمبرهنة ً تعميما [15] الورقة في Wong و Boyd قدم لاحقا،

6.2.2 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة 6.2.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

و تاما، يا متر فضاء (E , D) ليكن 1969 W. S. J. Wong, و W. D. Boyd, [15]
يحقق: T : E −→ E

D (T u, T v ) ≤φ(D (u, v )) ; (1 .44)
من φ(t ) < t و اليمين، من نصف-مستمرة دالة هي φ : [0,+∞) −→ [0;+∞) حيث:

.t > 0 كل أجل
.uT الثابتة النقطة نحو تتقارب (

T nu
) المتتالية u ∈ E ولكل Fix(T؛ ) = {

uT
} إذن

3 .2 .1 ملاحظة
كان: إذا t0 عند اليمين من نصف-مستمرة φ أن: نقول
lim sup

t→t+0
φ(t ) ≤φ(t0).

كان: إذا t0 عند اليسار من نصف-مستمرة φ أن: نقول وبالمقابل،
lim sup

t→t−0
φ≤φ(t0).

كان: إذا t0 عند اليمين من نصف-مستمرة φ أن: نقول وبالمثل،
lim inf

t→t+0
φ(t ) ≥φ(t0).
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كان: إذا t0 عند اليسار من نصف-مستمرة و
lim inf

t→t−0
φ(t ) ≥φ(t0).

التالي: الترميز باستعمال التالية المبرهنة على [37] Geraghty برهن ذلك، بعد
التالية: الخاصية تحقق التي α : (0,+∞) −→ [0, 1) الدوال أسرة هي S

.tn −→ 0 تكافئ α(tn) −→ 1

7.2.2 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة 7.2.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

T : E → E وكان تاما، يا متر فضاء (E , D) كان إذا 1973 A. M. Geraghty, [37]
يحقق مقُلصِّا تطبيقاً

∀u, v ∈ E , u 6= v =⇒ D (T u, T v ) ≤α(D (u, v )) D (u, v ) . G

.uT نحو تتقارب (
T nu

) المتتالية u ∈ E ولكل Fix(T؛ ) = {
uT

} إذن .α ∈S حيث

يتضمن ،[88] البحثية ورقته في Wardowski ياضي الر قدمه الذي F-تقليصي التطبيق مفهوم
التالية: بالخصائص تتمتع التي F : (0,+∞) −→R للدوال F عائلة

F (a) < فإن ،a < b بحيث a, b ∈ (0,+∞) كان إذا أنه أي تماما، متزايدة دالة F الدالة (F1)

. F (b)

.F (tn) −→−∞ كان إذا وفقط إذا 0 إلى تؤول {tn} ⊂ (0,+∞) المتتالية (F2)

حيث: k ∈ ]0, 1[ ثابت يوجد (F3)

lim
t→0+

t k F (t ) = 0.

2012 D.Wardowski, [88] 7.1 Ȗعرʈـــــف

u, v ∈ E لكل أنه بحيث F ∈F و τ> 0 وجُد إذا F-تقليصي تطبيق T التطبيق إن نقول
يتحقق:

D(T u, T v ) > 0 =⇒ τ+F (D(T u, T v )) ≤ F (D(u, v )).

التقليصات: من متعددة أنواع على الحصول يمكن الفكرة، لهذه نتيجة
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3 .1 مثــــــــــــــــال

-(F1) الشروط تحقق F3(t ) =− 1p
t

و F2(t ) = t+ln(t ) ،F1(t ) = ln(t ) بـ المعرفة الدوال
.(F3)

اعتياديا: تقليصًا يصبح فإنه F1-تقليصي، تطبيق T كان إذا
D(T u, T v ) ≤ e−τD(u, v ).

لدينا: T u 6= T v حيث: x , y ∈ E لكل فإنه F2-تقليصي، تطبيق T كان إذا
D(T u, T v )

D(u, v )
eD(T u,T v )−D(u,v ) ≤ e−τ.

يتحقق: T u 6= T v حيث: u, v ∈ E لكل فإنه F3-تقليصي، تطبيق T كان إذا
D(T u, T v ) ≤ 1

(1+τ
p

D(u, v ))2
D(u, v ).

التالية: المبرهنة Wardowski أثبت الجديد، المفهوم هذا خلال من
7.1 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة 7.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

-F تطبيق T : E → Eو تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) ليكن 2012 Wardowski [88]
نحو تتقارب (

T nu
) المتتالية فإن ،u ∈ E عنصر ولأي ،Fix(T ) = {

uT
} إذن تقليصي.

.uT

4 .2 .1 ملاحظة
مستمر. تطبيق فهو لذا مقُلصِّ، تطبيق هو F-تقليصي كل أن نلاحظ .1

تعُتبر Wardowski مبرهنة فإن وبالتالي تقليصًا، T يصبح ،F (t ) = ln t باختيار .2
بناخ. لمبرهنة تعميماً

:F الدالة على أخرى شروطًا [73] في Kumam و Piri استعمل ،2014 عام في
تماما. متزايدة دالة F (F1)

.inf F =−∞ (F
′
2)

.(0,+∞) على مستمرة دالة F (F
′
3)

الجديدة، الشروط هذه باستخدام بعضهما. عن مستقلان (F
′
و(3 (F3) الشرطين أن المؤلفان وضح
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التالية: المبرهنة المؤلفان أثبت
8.1 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة 8.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

F-تقليصي، تطبيق T و تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) كان إذا 2014 Kumam و Piri [73]
،u ∈ E عنصر ولأي Fix(T؛ ) = {

uT
} فإن ،(F

′
و(3 (F

′
و(2 (F1) الشروط تحقق F حيث

.uT نحو تتقارب (
T nu

) المتتالية فإن
F : (0,+∞) −→ الدوال من جديدة عائلة [55] S. ,Kàjantoو A. Lukàcs, قدم ،2018 عام في
(F1) الشروط تحقق التي الدوال العائلة هذه تشمل .τ> و0 s ≥ 1 لكل Fs,τ بـ: ترميزها تم ،R

جديد: شرط إلى بالإضافة (F3)و
بحيث: x , y, z ∈ و(∞+,0) inf F =−∞ كان إذا (Fs,τ)

τ+F (sx) ≤ F
(

y
) و τ+F

(
s y

)≤ F (z) ,

.τ+F
(
s2x

)≤ F
(
s y

) إذن
تعُتبر محققاً. يكون (Fs,τ) الشرط فإن ،s = 1 أو inf F 6= −∞ كان إذا أنه إلى المؤلفان أشار
الشرط استعمال بعدم لنا يسمح مما ية، b-متر الفضاءات سياق في خاصة أهمية ذات العائلة هذه

.(F2)

9.1 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة 9.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

-F تطبيق T و تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) كان إذا 2018 Kàjanto و Lukàcs [55]
عنصر ولأي Fix(T؛ ) = {

uT
} فإن ،(F3)و (F1) الشرطين تحقق F حيث تقليصي،

.uT نحو تتقارب (
T nu

) المتتالية فإن ،u ∈ E

محددة. شروطا تحقق دالة τ اعتبار خلال من Geraghty و Rakotch مبرهنتي تمديد بإمكاننا

خطي. غير F-تقليصي تطبيق أو ,τ)-تقليصي F ) تطبيق اسم: للتقليص الجديد المفهوم هذا على يطُلق
8.1 تعريـــــف

F : (0,+∞) → دالتان وجُدت إذا ,τ)-تقليصي F ) تطبيق إنه T : E → E تطبيق عن نقول
التالية: الشروط تحققان τ : (0,+∞) → و(∞+,0) R

.(F
′
و(2 (F1) الشرطين تحقق F (H1)

.limt−→r+τ(t ) > 0,∀r ≥ 0 (H2)

.∀u, v ∈ E : D (T u, T v ) > 0 =⇒ τ(D(u, v ))+F (D(u, v )) ≤ F (D(u, v )) (H3)

36



ŬŻʆٔſń ŭř ĻǥȋńļņŅــــــــــــ ĿŉŔŅŔ
ٔ
ń

كالتالي: عليها النص يمكن جديدة مبرهنة التمديد هذا عن ينتج
10.1 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة 10.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

-(τ, F ) تطبيق T : E → Eو تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) كان إذا 2018 Wardowski [88]
النقطة نحو تتقارب (

T nu
) المتتالية فإن ،u ∈ E عنصر ولأي Fix(T؛ ) = {

uT
} فإن تقليصي

.uT الثابتة
نستعرض الباحثين. من العديد بواسطة التقليصات من أخرى أنواع يف تعر تم آخر، سياق في

بنتائجنا. علاقة لها التي التقليصات هذه أهم يلي فيما
11.1 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة 11.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

الشرط يحقق تطبيق T : E → Eو تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) ليكن 1968 Kannan [47]
التالي:

∃α ∈
[

0,
1

2

)
,∀u, v ∈ E : D (T u, T v ) ≤α [D (u, T u)+D (v, T v )] . (1 .45)

.uT نحو تتقارب (
T nu

) المتتالية فإن ،u ∈ E كل أجل ومن Fix(T؛ ) = {
uT

} إذن

12.1 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة 12.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

الشرط يحقق تطبيق T : E −→ Eو تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) ليكن 1971 Reich [76]
التالي:

∀u, v ∈ E : D (T u, T v ) ≤ aD (u, T u)+bD (v, T v )+cD (u, v ) ; (1 .46)
ولأي Fix(T؛ ) = {

uT
} إذن .a +b+c < 1 تحقق: موجبة حقيقية أعداد a, b, c حيث
.uT الثابتة النقطة نحو تتقارب (

T nu
) المتتالية فإن ،u ∈ E عنصر

.Kannan و Banach مبرهنتي من عمومية أكثر Reich مبرهنة أن التالي المثال يظُهر

4 .1 مثــــــــــــــــال

.T (1) = 1
6 و ،0 ≤ u < 1 لـ T (u) = u

3 و E = [0, 1] ليكن
مستمر. غير لأنه بناخ بمفهوم تقليصًا ليس T •
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لدينا: •
D

(
T (0), T

(
1

3

))
= 1

2
D (0, T (0))+ 1

2
D

(
1

3
, T

(
1

3

))
,

كنان. بمفهوم تقليصًا ليس T لذا
حيث: Reich بمفهوم تقليص ولـكنه •

a = 1

6
, b = 1

9
, c = 1

3
.

.[26] Chatterjea بواسطة تقديمه تم التقليص من آخر نوع
13.1 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة 13.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

يحقق تطبيقاً T : E −→ Eو تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) كان إذا 1972 Chatterjea [26]
التالي: الشرط

∃α ∈
[

0,
1

2

)
,∀u, v ∈ E : D (T u, T v ) ≤α [D (v, T u)+D (u, T v )] . (1 .47)

الثابتة النقطة نحو تتقارب (
T nu

) المتتالية فإن ،u ∈ E عنصر ولأي Fix(T؛ ) = {
uT

} إذن
.uT

.Chatterjea و Reich و Kannan لتقليصات تمديدا Hardy-Rogers هاردي-روجرز تقليص يمثل
[60 ,46] 9.1 Ȗعرʈـــــف

لجميع التالي الشرط تحقق إذا وفقط إذا معمم تقليص T : E → E التطبيق إن نقول
:u, v ∈ E

(1 .48)
D (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, T v )+d D (u, T v )+eD (v, T u) ;

.a +b +c +d +e < 1 مع موجبة حقيقية ثوابت a, b, c , e, f إن حيث
معمماً. موسع غير تطبيقاً يسمى T فإن ،a +b +c +d +e = 1 كان إذا

5 .2 .1 ملاحظة
هاردي-روجرز. نوع من التقليصية التطبيقات باسم: أيضًا المعممة التقليصات تعُرف
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التالية: المبرهنة [39] في وروجرز هاردي أثبت التقليص، من النوع هذا باستخدام
14.1 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة 14.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

وليكن تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) ليكن 1973 D. T. Rogers, و E. G. Hardy, [39](
T nu

) المتتالية تتقارب ،u ∈ E ولكل Fix(T؛ ) = {
uT

} إذن معمماً، تقليصًا T : E → E

.uT نحو
التالية: المبرهنة [13] Bogin أثبت المعممة، الموسعة غير للتطبيقات بالنسبة

15.1 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة 15.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

غير تطبيقاً T : E → E وليكن تاما، ياً متر ً فضاء (E , d ) ليكن 1976 J. Bogin, [13]
ولكل Fix(T؛ ) = {

uT
} إذن ،b = c = β > 0; d = e = γ > 0 حيث معمماً، موسع

.uT الثابتة النقطة نحو (
T nu

) المتتالية تتقارب ،u ∈ E

هاردي نوع من التقليص بدمج وذلك للتقليص، جديدا نوعا [27] Vetro و Cosentino قدم
يلي: كما F-تقليصية بالتطبيقات روجرز

10.1 Ȗعرʈـــــف

F-تقليص بـ: T التطبيق يسمى تطبيقاً. T : E −→ E وليكن مترياً، ً فضاء (E , D) ليكن
أجل من بحيث τ > و0 ،(F3)-(F1) تحقق F دالة وجُدت إذا هاردي-روجرز نوع من

:u, v ∈ E كل
τ+F (D (T u, T v )) ≤ F

(
αD (u, v )+βD (u, T u)+γD (v, T v )+δD (u, T v )+LD (v, T u)

) (1 .49)
.L ≥ 0 مع α+β+γ+2δ= 1;γ 6= 1 حيث D؛ (T u, T v ) > 0 مع u, v ∈ E لكل

التالية: النتيجة على المؤلفون تحصل
16.1 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة 16.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

تطبيق T : E → Eو تاما، ياً متر ً فضاء (E , D) كان إذا 2014 Vetro و Cosentino [27]
،α+δ+L ≤ 1 أيضًا تحقق وإذا Fix(T ) 6= ; فإن هاردي-روجرز، نوع من F-تقليصي

.Fix(T ) = {
uT

} فإن
معمما موسع غير تطبيقا يعُتبر هاردي-روجرز نوع من F-تقليصي تطبيق كل أن استنتاج يمكننا
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.Bogin مبرهنة تعُممِّ المبرهنة هذه فإن وبالتالي

6 .2 .1 ملاحظة
لها. تمديدات على أو سابقا، ذكرها تم مبرهنات على نحصل محددة باختيارات

مبرهنة على نحصل الأخيرة، المبرهنة في β = γ = δ = L = و0 α = 1 باختيار .1
.Wardowski

مبرهنة من جديدة نسخة على نحصل ،β = γ = 1

2
و α = δ = L = 0 باختيار .2

.Kannan
مبرهنة من جديدة نسخة على نحصل δ = L = 1

2
و α = β = γ = 1 باختيار .3

.Chatterjea
.Reich مبرهنة من جديدة نسخة على نحصل δ= L = 0 باختيار .4

يلي: كما هاردي-روجرز نوع من F-تقليصي التطبيق مفهوم [86] Vetro ف عرَّ ،2016 عام في
التعرʈف03]) ,86] (انظر 11.1 Ȗعرʈـــــف

هاردي- نوع من F-تقليصي تطبيقا T : E → E التطبيق يسمى مترياً. ً فضاء (E , D) ليكن
بحيث: τ ∈Sو F ∈ F وجُد إذا روجرز

τ(D(u, v ))+F (D(T u, T v )) ≤ F (αD(u, v )+βD(u, T u)

+γD(v, T v )+δD(u, T v )+LD(v, T u));
(1 .50)

.α+γ+L ≤ 1 ،α+β+γ+2δ= 1,γ 6= 1 حيث .D(T u, T v ) 6= 0 مع u, v ∈ E لكل
;(F3)و (F2) ,(F1) تحقق التي F : (0,+∞) →R الدوال عائلة هي F

التالي: الشرط تحقق التي τ : (0,+∞) → (0,+∞) الدوال عائلة هي Sو
∀r ≥ 0 : lim

t→r+τ(t ) > 0.

التالية: المبرهنة أثبت وقد
17.1 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة 17.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

مستمر F ∈ F وجُد إذا تطبيقاً. T : E → Eو تاما ياً متر ً فضاء (E , D) ليكن 2016 Vetro
.Fix(T ) = {

uT
} فإن هاردي-روجرز، نوع من F-تقليصي تطبيقا T يكون بحيث τ ∈Sو
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الضعيف F-تقليصي التطبيق مفهوم [55] Kajànto و Lukàcs من كل ف عرَّ ،2018 عام في
هاردي-روجرز: نوع من

([ التعرʈف5. 1 ,55]) 12.1 Ȗعرʈـــــف

T : E → و حقيقية، أعداداً α,β,γ,δ, L ≥ و0 ،s ≥ 1 بثابت ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
D(T u, T v ) > 0 العلاقة u, v ∈ E لجميع بحيث F ∈ Fs,τو τ > 0 وجُد إذا تطبيقاً. E

تستلزم:
τ+F (sD(T u, T v )) ≤ F (αD(u, v )+βD(u, T u)+γD(v, T v )+δD(u, T v )+LD(v, T u)). (1 .51)

هاردي-روجرز. نوع من ضعيف F-تقليصي تطبيق يسمى: T فإن

التالية:: المبرهنة أثبتوا التقليص، من النوع هذا باستخدام
18.1 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة 18.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

T : E → Eو ،s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن Kajànto و Lukàcs 2018
α+β+γ+ الشرطين أحد تحقق إذا هاردي-روجرز. نوع من ضعيف F-تقليصي تطبيق
إذا ذلك، إلى بالإضافة .Fix(T ) 6= ; فإن ،α+β+γ+ (s +1)L < 1 أو (s +1)δ< 1

.Fix(T ) = {
uT

} فإن ،α+δ+L < s أيضًا تحقق
إطار في هاردي-روجرز نوع من F-تقليصي التطبيق مفهوم بتمديد [30] ورامول درويش قام

كالتالي. ية b-متر الفضاءات
التعرʈف3. 9]) ,30] (انظر 10.2.2 Ȗعرʈـــــف

من د ممُدَّ F-تقليصي تطبيق T : E → E يسمى .s ≥ 1 بثابت ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
u, v ∈ E كل أجل من بحيث τ ∈ Sωو F : (0,+∞) →R وجُد إذا هاردي-روجرز نوع

: يكون D(T u, T v ) 6= تحقق:0 التي
τ(D(u, v ))+F (D(T u, T v )) ≤ F (αD(u, v )+βD(u, T u)+γD(v, T v )+δD(u, T v )+LD(v, T u)).

الشرط تحقق التي τ : (0,+∞) → (0,+∞) الدوال عائلة هي Sω ،ω≥ 1 لكل حيث:
التالي:

∀η> 0 : lim inf
t→r

τ(t ) > 0, حيث r ∈ [
η+,η+ω

]
.

41



ļņŅــــــــــــ ĿŉŔŅŔ
ٔ
ńŬŻʆٔſń ŭř Ļǥȋń

التاليتين: المبرهنتين أثبتوا التقليص، من النوع هذا تحت
19.1 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة 19.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

T : E → Eو ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن 2020 Ramoul و Derouich
وأحد ومستمرة، متزايدة دالة F حيث هاردي-روجرز نوع من ممددا F-تقليصي تطبيق

حيث: محقق، (H 2
s ) أو (H 1

s ) الشرطين
(H 1

s ) α+β+γ+2sδ= 1

s
, و γ 6= 1

s
;

(H 2
s ) α+β+γ+2sL = 1

s
, و β 6= 1

s
.

.Fix(T ) = {
uT

} فإن ،s2α+ s3(δ+L) ≤ 1 تحقق إذا

.F الدالة ية استمرار شرط عن الاستغناء يمكن ،s2α+ s3(δ+L) < 1 كان إذا
20.1 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة 20.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

كان إذا ،s ≥ 1 بثابت (E , D) تام b-متري فضاء في 2020 Ramoul و Derouich
أحد وتحقق متزايدة، دالة F و هاردي-روجرز نوع من ممدداً F-تقليصي تطبيقا T : E → E

.Fix(T ) = {
uT

} فإن: s2α+ s3(δ+L) < 1 مع (H 2
s ) أو (H 1

s ) الشرطين

المشتركة الثابتة النقطة مبرهنات 3.1

1.3.2 Ȗعرʈـــــف

.T, S : E → E تطبيقين مع خالية غير مجموعة E ليكن
.T u = Su كان إذا S و T لـ تطابق نقطة أنها على u ∈ E نقطة نعرف .1

.T u = Su = u كانت إذا S و T لـ مشتركة ثابتة نقطة هي u ∈ E النقطة .2
.S و T لـ تلاقِِِِ نقطة يسُمى w فإن ،w = T u = Su بحيث u ∈ E وجُد إذا .3
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1 .3 .1 ملاحظة
،S و T لـ تطابق نقطة أيضًا u فإن ،S و T لـ مشتركة ثابتة نقطة u كانت إذا .1

دائماً. صحيحاً ليس العكس فإن ذلك، ومع
.u ∈Fix(T )∩Fix(S) يعني مشتركة، ثابتة نقطة u النقطة .2

التالي. يف التعر في نقدمها التوافق، أنواع بعض نحتاج
13.1 Ȗعرʈـــــف

.s ≥ 1 بثابت (E , D) b-متري فضاء على تطبيقين T, S : E → E ليكن
.T S = ST كان: إذا تبادليين S و T أن يقُال [69] .1

لجميع صحيحة التالية المعادلة كانت إذا ضعيف بشكل تبادليين S و T أن يقُال [69] .2
:u ∈ E

D (T Su, ST u) ≤ D (T u, Su) . (1 .52)
E في (un) متتالية هناك كانت كلما كان: إذا متوافقين هما S و T أن يقُال [69] .3

فإن: ،t ∈ E أجل من lim
n→+∞T un = lim

n→+∞Sun = t أن بحيث
lim

n→+∞D (T Sun , ST un) = 0.

التطابق نقاط عند يتبادلان S و T كان إذا ضعيف بشكل متوافقين S و T أن يقُال .4
أي: بهما، الخاصة

∀u ∈ E : T u = Su =⇒ ST u = T Su.

التالية المعادلات كانت إذا منتظم ضعيف بشكل تقليصين S و T أن يقُال [69] .5
:u ∈ E لجميع صحيحة

D (ST u, SSu) ≤ D (T u, Su) و D (T Su, T T u) ≤ D (T u, Su) . (1 .53)

4.1 خاصــية
ضعيف. بشكل متبادلين بالتالي فإنهما متبادلين، S و T كان إذا .1
متوافقين. بالتالي فإنهما ضعيف، بشكل متبادلين S و T كان إذا .2
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دائماً. صحيحاً ليس العكس
تكييفها أو تمديدها سيتم والتي عملنا، في الهامة المشتركة الثابتة النقاط مبرهنات بعض سنقدم الآن

الأطروحة. هذه في ية b-متر الفضاءات مع لتتناسب
21.1 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة 21.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

من متتالية (n ≥ 0) Tn : E → E و تاما، مترتياً ً فضاء (E , D) ليكن [52] Iseki 1974
يتححق: u, v ∈ E كل أجل من بحيث α,β,γ موجبة أعداد توجد أنه نفرض التطبيقات.

(1 .54)
D (Tnu, Tm v ) ≤αD (u, v )+β(D (u, Tnu)+D (v, Tm v ))+γ(D (u, Tm v )+D (v, Tnu)) ;

.⋂∞
n=0 Fix(Tn) = {

u∗} يكون عندئذ، .α+2β+2γ< 1 حيث:
إلى المبرهنة هذه تمدد ،[35] في 2017 سنة Nourouzi و Faradji برهنها التي التالية، النتيجة

هاردي-روجرز. نوع من تقليصي شرط تحت ية b-متر الفضاءات
22.1 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة 22.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

تحقق: T, S : E → E و ،s ≥ 1 بثابت تاما ً يا b-متر ً فضاء (E , D) ليكن [35]
(1 .55)

D (T u, Sv ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv )+d D (u, Sv )+eD (v, T u) ;

بحيث: موجبة ثوابت هي a, b, c , d , e أن حيث
;s2a + s2b + s2c + s3d + s3e < 1 .1

.d = e أو b = c .2
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} يكون عندها،
التالية. والترميزات يفات التعر [35] في المؤلفون قدم

14.1 Ȗعرʈـــــف

إذا: مغيرة مسافة دالة تسُمى ψ : [0,+∞) → [0,+∞) دالة .1
تماما، ومتزايدة مستمرة ψ •

.t = 0 كان إذا وفقط إذا ψ(t ) = 0 •
تحقق: التي ϕ : [0,+∞)2 → [0,+∞) التطبيقات عائلة هي Φ .2
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;ϕ(0, 0) ≥ 0,ϕ(x , y) > 0 كان إذا (a, b) 6= (0, 0) •
.ϕ(

lim inf
n→+∞an , lim inf

n→+∞bn

)
≤ lim inf

n→+∞ϕ(an , bn) •

23.1 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة 23.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

و ،s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن [35] Nourouzi و Faradji 2017
:u, v ∈ E لكل تحقق T, S : E → E

ψ(sD (T u, Sv )) ≤
ψ

(
D(u,Sv )+D(v,T u)

s3
s+1

)
1+ϕ(D (u, Sv ) , D (v, T u))

; (1 .56)
Fix(T )∩ يكون عندئذ، مستمر. T و ϕ ∈ Φ و مغيرة، مسافة دالة هي ψ أن حيث

.Fix(S) = {
u∗}

يلي: ما نستنتج ،α ∈
[

0, 1
s(s+1)

) حيث ϕ(x , y) = 1

s(s +1)α
−1 و ψ(t ) = t يكون عندما

1.1 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة 1.1نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

و ،s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) لتكن [35] Nourouzi و Faradji 2017
u, v ∈ E لكل تحقق T, S : E → E

D (T u, Sv ) ≤α

(
D (u, Sv )+ 1

s3
D (v, T u)

)
; (1 .57)

.Fix(T )∩Fix(S) = {
u∗} يكون عندها، مستمر. T و α ∈

[
0, 1

s(s+1)

) أن حيث

.[19] في التالية المبرهنات تقديم تم F-تقليصية، التطبيقات باستخدام
24.1 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة 24.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

T, S : E → E و ،s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) لتكن وآخرون Chen 2022
؛ 0 ≤ a, d , e < 1 و ،τ > 0 و ،F : [0,∞) → R متزايدة دالة توجد بحيث تطبيقين،

تحقق: بحيث 0 < b, c < 1

;a +b +c +2se < 1 و a +b +c +2sd < 1 (1)
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حيث: ، sb

1−e
< 1 و s2 < 1

pq
(2)

p = a +b + sd

1−c − sd
, q = a +c + se

1−b − se
.

فإن: ،D (T u, Sv ) > 0 كان إذا :u, v ∈ E لكل (3)
τ+F (D (T u, Sv )) ≤ F (aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv )+d D (u, Sv )+eD (v, T u)) .

(1 .58)
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} يكون عندها،
25.1 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

.s ≥ 1 بثابت (E , D) تام b-متري فضاء على تطبيقين S و T ليكن وآخرون Chen 2022
تحقق: ثوابت a, b, c , d , e ∈ (0, 1) لتكن

a +b +c + sd + se < 1, s2c + s2d + (s3 + s4)(a +e) < 1, s2b + s2e + (s3 + s4)(a +d ) < 1.

يلي: كما θ : [0, 1]5 −→ [0, 1] الدالة نعرف
θ (a, b, c , d , e) = min

{
1− s2b − s2e − (s3 + s4)(a +d )

1− s3b − s2e − s3a
,

1− s2c − s2d − (s3 + s4)(a +e)

1− s3c − s2d − s3a

}
.

كان: إذا أنه نفرض
θ (a, b, c , d , e) D (u, T v ) ≤ s2D (u, v ) أو θ (a, b, c , d , e) D (v, Su) ≤ s2D (u, v )

فإنه يتحقق (1 .59)
D (T u, Sv ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv )+d D (u, Sv )+eD (v, T u)

.Fix(T )∩Fix(S) = {
u∗} يكون عندها،

القيم متعددة الدوال 4.1

التالية: الترميزات نستعمل سوف القيم، متعددة للتطبيقات بالنسبة
.E من الخالية غير الجزئية المجموعات كل عائلة إلى يرمز P (E ) .1

.E من والمغلقة الخالية غير الجزئية المجموعات كل عائلة إلى تشير C (E ) .2
.E من والمغلقة والمحدودة الخالية غير الجزئية المجموعات كل تتضمن BC (E ) .3
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D (A, B ) = inf {D (a, b) : a ∈ A, b ∈ B } نعرف ،E من B و A خاليتين غير مجموعتين لكل بالنسبة .4
.D ({a} , B ) = D (a, B ) نكتب A = {a} كانت إذا

.D ({a} , {b}) = D (a, b) لدينا: وبالمثل
أن بحيث a ∈ A يوجد ،x ∈ E لكل كان إذا بية قرُ مجموعة A ∈ P (E ) المجموعة تسمى .5

.D(x , a) = D(x , A)

.δ(A, B ) = sup
x∈A

D (x , B ) .6
يلي: كما H لهاوسدورف المعممة b-مسافة نعرف ،A, B ∈C (E ) لـ بالنسبة .7

H (A, B ) =
 max {δ(A, B ) ,δ(B , A)} , إذا كان الحد الأعلى موجوداً ,

∞, إذا كان الحد الأعلى غير .موجود

.H (A, B ) = max {δ(A, B ) ,δ(B , A)} لدينا فإنه ،A, B ∈BC (E ) كان إذا
.E على القيم متعدد تطبيق بـ: T : E →P (E ) التطبيق يسُمى .8

15.1 Ȗعرʈـــــف

القيم. متعدد تطبيقاً T : E →P (E ) لنعتبر
.G (T ) = {(u, v ) ∈ E ×E : v ∈ T u} المجموعة هو T بيان .1

.E ×E في مغلقة G (T ) كانت إذا وفقط إذا مغلقاً T إن نقول .2
جميع على تحتوي التي والمجموعة ،u ∈ T u كان إذا T لـ ثابتة نقطة هي u ∈ E نقطة .3

.Fix(T ) = {x ∈ E : u ∈ T u} هي: T لـ الثابتة النقاط
الثابتة النقاط مجموعة مع ،T u = {u} كان إذا T لـ تامة ثابتة نقطة هو u ∈ E إن يقُال .4

.SFix(T ) ⊆Fix(T ) إليها: يرمز التي T لـ التامة

5.1 توطئــــــــــــــــــة

A, B ,C ∈ P (E ) كل أجل من .s ≥ 1 بثابت يا b-متر فضاء (E , D) ليكن [81 ,18 ,17]
لدينا:

;a ∈ A كل أجل من D (x , A) ≤ D (x , a) .1
;δ(A, B ) ≤ H (A, B ) .2

;x ∈ A كل أجل Dمن (x , B ) ≤ H (A, B ) .3
;s بثابت b-متري فضاء هو (BC (E ) , H) .4

.x , y ∈ E كل أجل من D (x , A) ≤ s
[
D

(
x , y

)+D
(

y, A
)] .5
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تاما. أيضًا يكون (BC (E ) , H) فإن تاما، يا b-متر فضاء (E , D) كان إذا .6
نجد: D (x , A) تعريف من .7

∀ϵ> 0,∃a ∈ A : D (x , a) < D (x , A)+ϵ.

بحيث b(a, q) ∈ B يوجد ,q > 1 و a ∈ A كل أجل من فإن: ,B ∈C (E ) كان إذا .8
.D (a, b) ≤ qδ(A, B )

.D (x , A) = 0 كان إذا وفقط إذا x ∈ A على: نحصل فإننا مغلقة، A كانت إذا .9

16.1 Ȗعرʈـــــف

القيم. متعدد تطبيقا T : E → P (E ) ليكن
كل أجل من f (u) ∈ T u كان إذا T من اختيار دالة تسمى f : E → E دالة .1

.u ∈ E

un+1 ∈ يكون حيث E في (un) متتالية كل هي T لـ المتعاقبة التقريبات من متتالية .2
.T لـ ثابتة نقطة نحو وتتقارب T un

من متتالية يوجد (u, v ) ∈ G(T ) لكل كان إذا ضعيف بيكار تطبيق T يكون .3
.u1 = v و u0 = u من يبدأ T لـ المتعاقبة التقريبات

يعرف T ∞ : G(T ) → P (F i x(T )) التطبيق فإن ضعيف، بيكار تطبيق T كان إذا .4
متتالية يوجد بحيث w ∈ F i x(T ) النقاط مجموعة هي T ∞(u, v ) التالي: النحو على

.w نحو وتتقارب (u, v ) من تبدأ المتعاقبة التقريبات من
و ضعيف بيكار تطبيق T كان إذا ضعيف C−بيكار تطبيق بأنه T التطبيق يعُرف .5
تتحقق (u, v ) ∈ G(T ) زوج لكل بحيث T ∞ من f ∗ اختيار دالة يوجد و C > 0

المتباينة:
D

(
u, f ∗(u, v )

)≤C D(u, v ).

السحب-إزاحة. بتقدير المتباينة هذه تعرف

1 .1 مثــــــــــــــــال

عندئذٍ: .p ∈ [1,∞) حيث Dp (u, v ) = |u −v |p بـ: معرفة Dp b-مسافة و E =R ليكن
.s = 2p−1 بثابت تاما يا b-متر فضاء يشكل (

E , Dp
)

48



ŬŻʆٔſń ŭř ĻǥȋńļņŅــــــــــــ ĿŉŔŅŔ
ٔ
ń

و: ,{a, b} ,
{
α,β

} ∈BC (E ) لدينا a, b,α,β ∈R لكل .01
H

(
{a, b} ,

{
α,β

})= max
{|α−a|p , |α−b|p , |β−a|p , |β−b|p}

. (1 .60)
لدينا خاصة، كحالة

H
(
{a} ,

{
α,β

})= max
{|α−a|p , |β−a|p}

. (1 .61)
.α≤β مع α,β ∈R لكل [

α,β
] ∈BC (R) لدينا .02

لدينا: عندئذٍ

H(A, B ) = max
{|d −b|p , |c −a|p} (1 .62)

مفيدة ستكون والتي القيم، متعددة للتطبيقات الثابتة النقاط مبرهنات بعض يلي ما في نعرض
اللاحقة. الفصول في للمقارنة

25.1 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة 25.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

متعدد تطبيقاً T : E →BC (E ) و تاما، يا متر فضاء (E , D) ليكن Singh و Dube 1972
:u, v ∈ E لكل يحقق القيم

H (T u, T v ) ≤β [D (u, T u)+D (v, T v )] ;

.Fix(T ) 6= ; فإن مستمراً، T كان إذا .β< 1

2
حيث

26.1 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة 26.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

متعدد تطبيقاً T : E → BC (E ) و تاما، يا متر فضاء (E , D) ليكن [45] Iseki 1975
:u, v ∈ E لكل يحقق القيم

H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+β [D (u, T u)+D (v, T v )]+γ [D (u, T v )+D (v, T u)] ;

.Fix(T ) 6= ; إذن، .a +2β+2γ< 1 و موجبة حقيقية أعداد a,β,γ حيث

ية. b-متر فضاءات على هاردي-روجرز نوع من تقليصي شرط تستعمل التالية المبرهنة
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ńŬŻʆٔſń ŭř Ļǥȋń 27.1 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة 27.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

و ،s > 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن [25] Petrusel, G. و Chfiu 2017
u, v ∈ E لكل يحقق T : E →P (E )

(1 .63)
H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+β [(u, T u)+D (v, T v )]+γ [D (u, T v )+D (v, T u)] ;

التالية: الشروط مع
;a +β+2sγ< s −1

s2
(V1)

;β+ sγ< 1

s
(V2)

مغلق. T (V3)

.Fix(T ) 6= ; إذن،
28.1 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة 28.1م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

و ،s > 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن [25] Petrusel, G. و Chfiu 2017
إذا .(V3)-(V1) الشروط تتحقق بحيث ،u, v ∈ E لكل (1 .63) يحقق T : E → P (E )

.SFix(T ) = F i x (T ) = {
u∗} فإن ،SFix(T ) 6= ; كان
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مقدمة 1.2

-b الفضاءات سياق ضمن المشتركة الثابتة النقطة ية بنظر المتعلقة نتائجنا سنقدم الفصل، هذا في
النتائج لعرض 2.2 القسم تخصيص تم هاردي-روجرز. نوع من تقليصية شروط باستخدام ية، متر
النتائج، هذه تطبيق وإمكانية الفهم ولتعزيز .2.2 المبرهنة على خاص بشكل التركيز مع الرئيسية،
نتائجنا تمدد كيف سنبين ذلك، على علاوة لنتائجنا. العملية التطبيقات توضح مختلفة أمثلة نقدم
في أما .2.2 والملاحظة و2.2، 2.2 المثالين في موضح هو كما ،1 الفصل في نوقشت التي المبرهنات

النتائج. لهذه التطبيقات بعض فسنتناول ،?? القسم

المشتركة الثابتة النقطة مبرهنات 2.2

التالية: التوطئة بإثبات ً أولا لندأ
1.2 توطئــــــــــــــــــة

من تحقق a, b, c , d , e موجبة حقيقية أعداد توجد بحيث تطبيقين، T, S : E → E ليكن
:u, v ∈ E كل أجل

(2 .1)
D (T u, Sv ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv )+d D (u, Sv )+eD (v, T u) ;

التالية: المتباينات تتحقق u ∈ E كل أجل من عندئذٍ .b+se < و1 c+sd < 1 الشروط مع
D (T u, ST u) ≤λ1D (u, T u) ; (2 .2)
D (T Su, Su) ≤λ2D (u, Su) . (2 .3)

حيث:
λ1 = a +b + sd

1−c − sd
; λ2 = a +c + se

1−b − se
.

على نحصل ،(2 .1) المتباينة في v = T u بتعويض برهان.
D (T u, ST u) ≤ aD (u, T u)+bD (u, T u)+cD (T u, ST u)+d D (u, ST u)+eD (T u, T u) ;

نجد: فإننا ،D (u, ST u) ≤ sD (u, T u)+ sD (T u, ST u) و D (T u, T u) = 0 أن وبما
(1−c − sd )D (T u, ST u) ≤ (a +b + sd )D (u, T u) .
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.Su بـ u ونستبدل v = u نضع ،(2 .3) المتباينة لإثبات .(2 .2) المتباينة يكافئ وهذا
اللاحقة. الأخرى النتائج لكل الأساس ستكون والتي الفصل، هذا في نتيجة أول إلى نمر الآن

1.2 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة 1.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

حقيقية أعداد وجود نفرض تطبيقين. T, S : E → Eو تاماً، ياً b-متر فضاء (E , D) ليكن
الشرط: تحقق a, b, c , d , e موجبة

a +b +c +2s max {d , e} < 1; R

أحد تحقق إذا ذلك، على علاوة .u, v ∈ E كل أجل من محققة (2 .1) المتباينة حيث
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} فإن ،sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 الشرطين:

1 .2 .2 ملاحظة
.λ1λ2 < 1 حتما يستلزم (R) الشرط أن بالذكر الجدير من

نميز .u2n = Su2n−1و u2n+1 = T u2n يلي: كما (un) المتتالية ونعرفّ u0 ∈ E ليكن برهان.
كالتالي: حالتين

على نحصل u = u2k مع (2 .2) العلاقة باستخدام ،n = 2k كان إذا :1 الحالة
D

(
T u2k , ST u2k

)≤λ1D
(
u2k , T u2k

)
;

نستنتج وبالتالي،
D (un+1, un+2) ≤λ1D (un , un+1) .

على نحصل u = u2k+1 مع (2 .3) العلاقة باستخدام ،n = 2k +1 كان إذا :2 الحالة
D

(
Su2k+1, ST u2k+1

)≤λ2D
(
u2k+1, Su2k+1

)
;

وبالتالي
D (un+1, un+2) ≤λ2D (un , un+1) .

لدينا n ∈N لكل أنه نستنتج وبالتالي،
D (un+1, un+2) ≤λ1λ2D (un−1, un) ;

التالية: المتباينة بالتراجع يعطينا وهذا
D (un+1, un+2) ≤

[√
λ1λ2

]n [√
λ1λ2

]−1
D (u0, u1) = Rλn ;

53



ű Ŀȧ
ļťȋń

ļŶŏ ĿƯŌŻ ļņŅ ļť Ŀȏ ľŉŝ ļǟůŮ
ļŷŪő ļǇ Ľŕųȣń ļŷ ļŉ ľɩŅ ĽŉŮń

ļŷŝ ļǥ ĻȏŮń ļņŅ ĻŉŸő ľǇŲĿɦ
ĻɋŅ ĽŉŮń ŭř Ļǥȋń

.R =
[√

λ1λ2

]−1
D (u0, u1)و λ=√

λ1λ2 حيث
.u∗ ∈ E عنصر نحو متقاربة (un) المتتالية أن نستنتج ،1.1 التوطئة على ً بناء

.u∗ ∈Fix(T )∩Fix(S) أن نبرهن سوف والآن
نحصل v = u2n−1و u = u∗ مع (2 .1) العلاقة باستخدام .sb + s2e < 1 أن نفرض •

على
D

(
u∗, T u∗)≤ sD

(
u∗, Su2n−1

)+ sD
(
Su2n−1, T u∗)

≤ sD
(
u∗, u2n

)+ saD
(
u∗, u2n−1

)+ sbD
(
u∗, T u∗)+ scD (u2n−1, Su2n−1)

+ sd D
(
u∗, Su2n−1

)+ seD
(
u2n−1, T u∗)

≤ sD
(
u∗, u2n

)+ saD
(
u∗, u2n−1

)+ sbD
(
u∗, T u∗)+ scD (u2n−1, u2n)

+ sd D
(
u∗, u2n

)+ s2eD
(
u2n−1, u∗)+ s2eD

(
u∗, T u∗)

.

نجد: ،n →∞ عندما
D

(
u∗, T u∗)≤ sbD

(
u∗, T u∗)+ s2eD

(
u∗, T u∗)

.

D
(
u∗, T u∗)= نستنتج 0 < 1−sb−s2e أن وبما ،(1− sb − s2e

)
D

(
u∗, T u∗)≤ 0 وبالتالي،

لدينا: u∗ = Su∗ لإثبات .u∗ = T u∗ أي 0

D
(
u∗, Su∗)= D

(
T u∗, Su∗)

≤ aD
(
u∗, u∗)+bD

(
u∗, T u∗)+cD

(
u∗, Su∗)+d D

(
u∗, Su∗)+eD

(
u∗, T u∗)

= cD
(
u∗, Su∗)+d D

(
u∗, Su∗)

;

.u∗ = Su∗ لما فقط يتحقق وهذا
على نحصل u = u2nو v = u∗ مع (2 .1) العلاقة باستخدام .sc + s2d < 1 أن نفرض •

النتائج. نفس
عندئذ، .T v∗ = v∗ يحقق v∗ ∈ E عنصراً هناك أن لنفرض الثابتة، النقطة هذه وحدانية لإثبات

لدينا
D

(
v∗, u∗)= D

(
T v∗, Su∗)

≤ aD
(
v∗, u∗)+bD

(
v∗, T v∗)+cD

(
u∗, Su∗)+d D

(
v∗, Su∗)+eD

(
u∗, T v∗)

≤ aD
(
u∗, v∗)+d D

(
u∗, v∗)+eD

(
u∗, v∗)

.

تعطينا: الأخيرة المتباينة
(1−a −d −e) D

(
v∗, u∗)≤ 0
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Fix(S) = أن إثبات يمكن يقة، الطر وبنفس .u∗ = v∗ أن أي ،D
(
u∗, v∗) = 0 أن يعني مما

البرهان. ينهي وهذا .{u∗}

2 .2 .2 ملاحظة
التطبيق ية استمرار ولا ،Sو T التطبيقات ية استمرار يشُترط لا المبرهنة: هذه في .1

.D

sb+s2e < 1) الشرط إسقاط فيمكن مستمراً، S أو T التطبيقين أحد كان إذا .2
.(sc + s2d < 1 أو

أو sb + s2e < 1) إلى الشرط تخفيف يمكن ،s > 1 و مستمراً D كان إذا .3
.(sc + s2d < 1

المبرهنة من أقوى بشروط لـكنها ثابتة، نقطة مبرهنة على نحصل T = S كان إذا .4
(انظر الموالي الفصل في نقدمها والتي [23] البحثية ورقتنا في عليها تحصلنا التي

.(2.3 المبرهنة

2.2 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة 2.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

E على التطبيقات من {
Ti

}
i∈I خالية غير عائلة لنعتبر تاما. b-يا متر فضاء (E , D) ليكن

الشروط تحقق ei , j و ai , j , bi , j , ci , j , di , j موجبة أعداد توجد i , j ∈ I لكل بحيث:
التالية:

.(R) يتحقق i , j ∈ I لكل .1
:u, v ∈ E كل أجل من .2

D
(
Ti u, T j v

)
≤ ai , j D (u, v )+bi , j D

(
u, Ti u

)+ci , j D
(

v, T j v
)

+di , j D
(
u, T j v

)
+ei , j D

(
v, Ti u

)
.

(2 .4)

sbi , j +s2ei , j < 1 أو sci , j +s2di , j < 1 الشرطين أحد يتحقق بحيث ،i , j ∈ I وجُد إذا
.⋂i∈I Fix

(
Ti

)= {
u∗} فإن:

بوضع .{Ti
}

i∈I = {T } أي العنصر، وحيدة I المجموعة أن أولا نفرض البرهان، لتلخيص برهان.
لتأكيد 2.2 المبرهنة باستخدام يسمح مما يتحقق، (2 .1) الشرط أن نستنتج (2 .4) في S = T

.Fix(T ) 6= ; :T للتطبيق ثابتة نقطة وجود
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حيث: i0, j0 ∈ I وجود نفرض الآن،
sbi0, j0 + s2ei0, j0 < 1.

.Fix
(
Ti0

)∩Fix
(
T j0

)
6= ; أن نستنتج ،2.2 المبرهنة من

.i ∈ I لكل u∗ ∈Fix
(
Ti

) أن ونبرهن ،u∗ ∈Fix
(
Ti0

)∩Fix
(
T j0

) أن لنفرض
.min

{
λi , j ,λ

′
i , j

}
< 1 فإن ،λi , jλ

′
i , j < 1 أن بما

على: لنحصل u = v = u∗و j = j0 نضع ،(2 .4) في .λ′
i , j < 1 أن نفرض

D
(
Ti u∗, T j0u∗)

≤ ai , j0D
(
u∗, u∗)+bi , j0D

(
u∗, Ti u∗)+ci , j0D

(
u∗, T j0u∗)

+di , j0D
(
u∗, T j0u∗)

+ei , j0D
(
u∗, Ti u∗)

.

على: نحصل وعليه ،T j0u∗ = u∗ لأن D
(
u∗, T j0u∗)

= 0 لدينا
D

(
Ti u∗, u∗)≤ bi , j0D

(
u∗, Ti u∗)+ei , j0D

(
u∗, Ti u∗)

.

يعني: )هذا
1−bi , j0 −ei , j0

)
D

(
Ti u∗, u∗)≤ 0,

.Ti u∗ = u∗ حالة في فقط يتحقق وهذا
على: فنحصل ،u = v = u∗و j = i ،i = i0 نأخذ ،λi , j < 1 تحقق )إذا

1−ci0,i −di0,i
)

D
(
Ti u∗, u∗)≤ 0,

.Ti u∗ = u∗ أن يعني مما
المطلوب. وهو ،i ∈ I لكل u∗ ∈Fix

(
Ti

) أن نستنتج الحالتين كلتا في إذن،
أن: يعني مما ،i ∈ I كل أجل من Fix

(
T j1

)
∩Fix

(
Ti

)= {
u∗} أن نستنتج ،2.2 المبرهنة ⋂من

i∈I
Fix

(
Ti

)= {
u∗}

.

البرهان. يكتمل وبهذا

1 .2 مثــــــــــــــــال

حيث Dp (u, v ) = |u−v |p بـ: المعرفة b-مسافة مع E = [0, 1] المجال نأخذ المثال، هذا في
حيث ،F = {Tt : E −→ E | t ∈ [0, 1)} التطبيقات من عائلة نعرفّ .p ≥ و1 s = 2p−1
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فقدان دون نفرض ،Tr ∈ Fو Tt تطبيقين أي لدراسة .u ∈ E لكل Tt u = sin(t u)

نجد: المتوسطة، القيم مبرهنة وباستخدام ،u, v ∈ E لجميع .0 < r < t < 1 أن العمومية
Dp (Tt u, Tr v ) = |sin(t u)−sin(r v )|p ≤ |t u − r v |p .

.Tr و Tt للتطبيقين التقليص خصائص لدراسة مختلفة حالات أربع نميز هنا، من
:u ≥ v عندما •

Dp (Tt u, Tr v ) ≤ |t u − r v |p = t p |u − r

t
v |p ≤ t p |u − r v |p

≤ t p |u −sin (r v )|p = t p Dp (u, Tr v ) .

:u < r v عندما •
Dp (Tt u, Tr v ) ≤ |t u − r v |p = r p | t

r
u −v |p ≤ r p |t u −v |p

≤ r p |sin (t u)−v |p = r p Dp (Tt u, v ) ≤ t p Dp (Tt u, v ) .

:t u ≤ r vو r v ≤ u < v عندما •
Dp (Tt u, Tr v ) ≤ t p Dp (Tt u, v ) .

:t u > r vو t v ≤ u < v عندما •
Dp (Tt u, Tr v ) ≤ |t u − r v |p = t p |u − r

t
v |p ≤ t p |u −v |p = t p Dp (u, v ) .

لدينا: وباختصار،
Dp (Tt u, Tr v ) ≤ t p [

Dp (u, v )+Dp (Tt u, v )+Dp (u, Tr v )
]

.

a = d = e = µp بثوابت (2 .4) التقليص شرط تحقق Tr و Tt التطبيقات فإن وعليه
.a +b + c +2s min {d , e} < 1 الشرط يتحقق ،t < 1

pp1+2p أجل من .b = c = و0
بحساب:

λ1 =λ2 = a +b + sd

1−c − sd
= t p

1−2p−1t p
< 1

Tt ية استمرار بسبب ية ضرور ليست sc + s2d < و1 sb + s2e < 1 الشروط أن نلاحظ
على: نحصل ،2.2 أو 2.2 المبرهنة بتطبيق .t ∈ [0, 1) ⋂لكل

0≤t< 1
pp

1+2p

Fix(Tt ) = {
u∗}

.
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أكثر شروط تحت تتحقق الأول الفصل في المذكورة المبرهنات بعض نتائج النقيض، على
تعطينا: 3.1 المبرهنة .t لـ ⋂تقييداً

0≤t< 1

2
2− 2

p pp
1+2p

Fix(Tt ) = {
u∗}

.

تقول: 3.1 المبرهنة ⋂وبالمثل،
0≤t< 1

pp
22p−2+2p

Fix(Tt ) = {
u∗}

على علاوة .t < 1
pp

22p−2+2p
عندما فقط يتحقق pq =

(
t p+st p

1−st p

)2 < 1
s2 الشرط حيث

محقق. غير (1 .57) الشرط لأن 3.1 المبرهنة تطبيق يمكن لا ذلك،
t < لـ فقط يتحقق s2c + s2d + (s3 + s4)(a + e) < 1 الشرط أن ملاحظة أيضًا يمكن
نطاق على تطبق 3.1 ،3.1 ،3.1 المبرهنات وبالتالي، . 1

2
2− 2

p pp
1+2p+22p−1

< 1
pp1+2p

و2.2. 2.2 بالمبرهنتين مقارنة t للمتغير تقييداً أكثر
تطُبق 3.1 المبرهنة - .t ∈

[
0, 1

2
p

5

) لـ تطُبق 3.1 المبرهنة - :p = 2 عندما المثال، سبيل على
2.2 أو 2.2 المبرهنتين بينما - .t ∈

[
0, 1p

8

) لـ فقط تطُبق 3.1 المبرهنة - .t ∈
[

0, 1
2
p

13

) لـ
.t ∈

[
0, 1p

5

) أوسع: نطاق على تطُبقان
.u⋆ = 0 هي المشتركة الثابتة النقطة أن نلاحظ أخيراً،

3 .2 .2 ملاحظة
وأن متزايدة، دالة هي (n ≥ 1 (حيث f (n) = 1

np1+2n
الدالة أن لاحظ

من المشتركة الثابتة النقطة وجود تمديد يمكننا لذلك .limn→+∞
1

np1+2n
= 1

2

الجزئية: العائلة إلى 2.2 المبرهنة أو 2.2 المبرهنة
G =

{
Tt | t ∈

[
0,

1

2

)}
.

العائلتين إلى التوالي، على تمديدها، فقط يمكننا ،3.1 والمبرهنة 3.1 للمبرهنة وفقاً بينما،
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}الجزئيتين:
Tt | t ∈

[
0,

1

3

)}
و

{
Tt | t ∈

[
0,

1

5

)}
دالتان هما h(n) = 1

22− 2
n

n√
1+2n +22n−1

و g (n) = 1

22− 2
n

np1+2n
الدالتين لأن

.h(1) = 1

5
و g (1) = 1

3
حيث متناقصتان،

4 .2 .2 ملاحظة
ً مقارنة فائدة أكثر يكون s للثابت أكبر بقيم b-متري فضاء استخدام المثال، هذا في
الممكنة القيم من أوسع نطاقاً تتيح s لـ الأكبر القيم أن إلى ذلك يعود الأصغر. بالقيم
s يأخذ حيث ية b-متر فضاءات في العمل يفُضل الخصوص، وجه على .t للمعامل

.(s = 1 (حيث تقليدي متري بفضاء ً مقارنة جداً كبيرة قيماً

التالية. بالمبرهنة نبدأ مختلفة، مبرهنات على نحصل للعد، قابلة I الجموعة كان إذا
3.2 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة 3.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

Tn : E → E التطبيقات من متتالية وجود ولنفرض تاما، ياً b-متر فضاء (E , D) ليكن
التالية: الشروط تحقق an , bn , cn , dn , en موجبة أعداد توجد n ∈N لكل أنه بحيث

.an +bn +cn +2s max {dn , en} < 1 يتحقق ،n ∈N لكل .1
:u, v ∈ E لكل .2

D (Tnu, Tn+1v ) ≤ anD (u, v )+bnD (u, Tnu)+cnD (v, Tn+1v )

+dnD (u, Tn+1v )+enD (v, Tnu) . (2 .5)
فإن ،scn + s2dn < 1 أو sbn + s2en < 1 الشرطين: أحد يتحقق n ∈N لكل كان إذا

.⋂n∈NFix(Tn) = {
u∗}

أن لنفرض .Fix(T1)∩Fix(T2) 6= ; أن نستنتج n = 1 اختيار عند ،(2 .5) المتباينة في برهان.
.n ∈N لكل u∗ ∈Fix(Tn) أن التراجع باستخدام سنثبت ،u∗ ∈Fix(T1)∩Fix(T2)

بأخذ .u∗ ∈ Fix(Tn) وأن n ∈ N أن لنفرض سبق. مما واضحة النتيجة فإن n = 1 لـ بالنسبة
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على: نحصل (2 .5) المعادلة في u = v = u∗

D
(
Tnu∗, Tn+1u∗)≤ anD

(
u∗, u∗)+bnD

(
u∗, Tnu∗)

+cnD
(
u∗, Tn+1u∗)+dnD

(
u∗, Tn+1u∗)+enD

(
u∗, Tnu∗)

.

على: نحصل ،Tnu∗ = u∗ أن باعتبار
D

(
u∗, Tn+1u∗)≤ cnD

(
u∗, Tn+1u∗)+dnD

(
u∗, Tn+1u∗)

.

وعليه:
(1−cn −dn) D

(
u∗, Tn+1u∗)≤ 0.

وبذلك، .u∗ = Tn+1u∗ وبالتالي ،D
(
u∗, Tn+1u∗) = 0 فإن ،1− cn −dn > 0 لأن نظراً

.⋂n∈NFix(Tn) 6= ; أن نستنتج وعليه .u∗ ∈Fix(Tn+1)⋂
n∈NFix(Tn) = أن يعني مما ،Fix(T1)∩Fix(T2) = {

u∗} فإن ،an +dn + en < 1 أن بما
.{u∗}

4.2 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة 4.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

،Tn : E → E التطبيقات من متتالية وجود ولنفترض تاما، ياً b-متر فضاء (E , D) ليكن
en,m و an,m , bn,m , cn,m , dn,m موجبة حقيقية أعداد توجد n, m ∈N لكل أنه بحيث

التالية: الشروط تحقق
(R) الشرط يتحقق n, m ∈N لكل .1

:u, v ∈ E لكل .2
D (Tnu, Tm v ) ≤ an,mD (u, v )+bn,mD (u, Tnu)+cn,mD (v, Tm v )

+dn,mD (u, Tm v )+en,mD (v, Tnu) . (2 .6)
scn,m + أو sbn,m + s2en,m < 1) الشرطين أحد يتحقق بحيث m, n ∈ N وجُد إذا

.⋂n∈NFix(Tn) = {
u∗} فإن: ،(s2dn,m < 1

5.2 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة 5.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

Tn : E → E التطبيقات من متتالية وجود ولنفرض تاما، ياً b-متر فضاء (E , D) ليكن
يتحقق: بحيث

D (Tn u, Tm v ) ≤ aD (u, v )+bD (u, Tn u)+cD (v, Tm v )+d D (u, Tm v )+eD (v, Tn u) ;
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حيث:
محقق. (R) الشرط .1

محقق. sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 الشرطين أحد .2
.⋂n∈NFix(Tn) = {

u∗} فإن

2 .2 مثــــــــــــــــال

تام b-متري فضاء هو (E , D) فإن ،p ≥ 1 حيث D(u, v ) = |u−v |p و E = [0, 1] لنأخذ
كالتالي: Tn نعرفّ n طبيعي عدد لكل .s = 2p−1 ≥ 1 بثابت

Tn(u) = 1

n +1
u + n

2n +2
.

على: نحصل ،u, v ∈ E وكل n طبيعي عدد كل أجل من
D(Tnu, Tn+1v ) = | 1

n +1
u + n

2n +2
− 1

n +2
v − n +1

2n +4
|p

= | 1

n +1
u − 1

n +2
v − 1

2(n +1)(n +2)
|p

= 1

(n +1)p |u − n +1

n +2
v − 1

2(n +2)
|p

= 1

(n +1)p |u −v + 1

n +2
v − 1

2(n +2)
|p

≤ 2p−1

(n +1)p |u −v |p + 2p−1

(n +1)p | 1

n +2
v − 1

2(n +2)
|p .

أخرى: ناحية من
D(v, Tn+1v ) = |v − 1

n +2
v − n +1

2n +4
|p

= |n +1

n +2
v − n +1

2n +4
|p

= (n +1)p | 1

n +2
v − 1

2(n +2)
|p .

يكون: وبذلك
| 1

n +2
v − 1

2(n +2)
|p = 1

(n +1)p D(v, Tn+1v ).
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نجد: أخيراً،
D(Tnu, Tn+1v ) ≤ 2p−1

(n +1)p D(u, v )+ 2p−1

(n +1)p
1

(n +1)p D(v, Tn+1v )

= 2p−1

(n +1)p D(u, v )+ 2p−1

(n +1)2p
D(v, Tn+1v ).

bn = و cn = 2p−1

(n+1)2p ،an = 2p−1

(n+1)p بالمعاملات: محققة (2 .5) المتباينة أن يوضح وهذا
ذلك: إلى بالإضافة .dn = en = 0

an +bn +cn +2s max {dn , en} = 2p−1

(n +1)p + 2p−1

(n +1)2p
= 1

2

[(
2

n +1

)p
+

(
2

(n +1)2

)p]
< 1,

sbn + s2en = 0 < 1.

تحقق: u∗ ∈ [0, 1] وحيدة نقطة توجد فإنه مستوفاة، 2.2 المبرهنة في الشروط جميع أن بما
.n ∈N لكل Tnu∗ = u∗

،s2a + s2b+ s2c + s3d + s3e = 1
8

[(
8

n+1

)p +
(

8
(n+1)2

)p]
< 1 أخرى: جهة من لدينا

لـ بالنسبة المتباينة هذه تفشل ،p = 3 لما المثال، سبيل على عام. بشكل يتحقق لا أنه نجد
ثابتة نقطة وجود ضمان يمكن ولا n ≥ 4 لما فقط تطبق 3.1 المبرهنة فإن ولذلك ،n ≤ 3

.n ∈N كل أجل من مشتركة
المبرهنة تطبيق يعقّد مما منه، التحقق الصعب من F-التقليص شرط فإن ذلك، على علاوة
فإن وبالمثل، مستوفى، غير (1 .57) الشرط لأن للتطبيق قابلة غير 3.1 النتيجة أن كما .3.1

المبرهنة(59. 1) فإن وأخيراً، .n ≥ 6 لـ فقط يتحقق s2c + s2d + (s3 + s4)(a + e) < 1

.u∗ = 1
2 أن إلى هنا نشير منها. التحقق أيضًا يصعب

الفرعية النتائج بعض على الحصول يمكننا ،a, b, c , d , e للمعاملات مناسبة قيم اختيار خلال من
التالية. النتيجة على الحصول يمكننا لكنان التقليص شرط باستخدام .2.2 المبرهنة من

1.2 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة 1.2نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

b, c موجبة حقيقية أعداد يوجد بحيث T, S : E → E و تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
تحقق:

D (T u, Sv ) ≤ bD (u, T u)+cD (v, Sv ) (2 .7)
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} فإن ،min {b, c} < 1
s أيضًا كان إذا .b +c < 1 مع
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يلي. ما على نحصل ،a = b = c = 0 أخذ خلال من
2.2 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة 2.2نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

أعداد يوجد بحيث تطبيقان T, S : E → E و s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
التالية: الشروط تحقق d , e موجبة حقيقية

.min {d , e} < 1
s2 ،max {d , e} < 1

2s .1
u, v ∈ E لكل .2

D (T u, Sv ) ≤ d D (u, Sv )+eσ(v, T u) (2 .8)
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} إذن:
التالية. النتيجة نجد ،d = e = 0 وضع خلال من

3.2 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة 3.2نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

a, b, c موجبة حقيقية أعداد يوجد بحيث T, S : E → E و تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
:u, v ∈ E لكل تحقق

D (T u, Sv ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv ) (2 .9)
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} فإن ،min {b, c} < 1
s أيضًا كان إذا .a +b +c < 1 مع

3 .2 مثــــــــــــــــال

بثابت تام b-متري فضاء هو (E , D) الزوج .D(u, v ) = |u − v |2 و E = [0, 1] لنأخذ
بـ: T, S : E → E نعرف .s = 2

T u =


1

4
u, كان إذا u 6= 1,

1

5
, كان إذا u = 1.

و Sv =


1

5
v, كان إذا v 6= 1,

1

4
, كان إذا v = 1.

حالات. عدة لدينا .u, v ∈ E نعتبر
فإن ،u, v ∈ [0, 1) كان إذا .1 الحالة

D(T u, Sv ) = |1
4

u − 1

5
v |2 ≤ 2|1

4
u|2 +2|1

5
v |2 = 1

8
|u|2 + 2

25
|v |2.
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لدينا أخرى، ناحية من
D(u, T u) = |u − 1

4
u|2 = 9

16
|u|2 و D(v, Sv ) = |v − 1

5
v |2 = 16

25
|v |2.

أن نستنتج لذا
D(T u, Sv ) ≤ 2

9
D(u, T u)+ 1

8
D(v, Sv ). (2 .10)

D(T u, Sv ) = |1
4u − 1

4 |2 = 1
16 |u − على: نحصل فإننا ،v = 1 و u ∈ [0, 1) كان إذا .2 الحالة

على نحصل لذلك، .D(v, Sv ) = |1− 1
4 |2 = 9

16 و D(u, T u) = 9
16u2 2|1؛

2

9
D(u, T u)+ 1

8
D(v, Sv )−D(T u, Sv ) = 1

8

[
x2 + 9

16
− 1

2
(u −1)2

]
= 1

8

[
1

2
u2 +u + 1

16

]
≥ 0.

محققة. (2 .10) المتباينة أن ذلك على يترتب
،D(T u, Sv ) = |1

5 − 1
5 v |2 = 1

25(v − 1)2 فإن ،u = 1 و v ∈ [0, 1) كان إذا .3 الحالة
على نحصل لذلك، .D(v, Sv ) = 16

25 v 2 و D(u, T u) = |1− 1
5 |2 = 16

25

2

9
D(u, T u)+ 1

8
D(v, Sv )−D(T u, Sv ) = 2

9
× 16

25
+ 1

8
× 16

25
v 2 − 1

25
(v −1)2

= 1

25

[
32

9
+2v 2 − (v −1)2

]
= 1

25

[
v 2 +2v + 23

9

]
≥ 0.

الحالة. هذه في أيضًا محققة (2 .10) المتباينة إذن،
D(u, T u) = D(T؛ u, Sv ) = |1

4 − 1
5 |2 = 1

400 لدينا: فإن ،u = 1 و v = 1 كان إذا .4 الحالة
يعطينا: هذا .D(v, Sv ) = |1− 1

4 |2 = 9
16 و |1− 1

5 |2 = 16
25

2

9
D(u, T u)+ 1

8
D(v, Sv )−D(T u, Sv ) = 2

9
× 16

25
+ 1

8
× 9

16
− 1

400

= 32

225
+ 9

108
− 1

400
≥ 0.

محقق (2 .1) الشرط أن يعني وهذا الحالات، كل في محققة (2 .10) المتباينة إذن،
.c = 1

8 و b = 2
9 a؛ = d = e = 0 بالمعاملات

شروط جميع أن يعني هذا .min {b, c} = 2× 1
8 = 1

4 < 1 أن نجد ذلك، إلى بالإضافة
.Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗} إلى يؤدي مما محققة، 2.2 والمبرهنة النتيجة2.2
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عن النظر وبغض .3.1 المبرهنة تطبيق يمنع مما مستمرين، غير S و T من كلا أن لاحظ
لأن: ،3.1 المبرهنة تطبيق يمكن لا ية، الاستمرار شرط

s2a + s2b + s2c + s3d + s3e = 4× 2

9
+4× 1

8
= 25

18
≥ 1.

4 .2 مثــــــــــــــــال

فضاء هو (E , D) الزوج .u, v ∈ [0, 1] لكل D(u, v ) = (u − v )2 و ،E = [0, 1] لنأخذ
بـ: معرفة T, S : E → E ليكن .s = 2 بثابت تام b-متري

T u =


u

2
, u 6= 1

0, u = 1.
و Sv =


v

2
, v 6= 1

1

4
, v = 1.

لدينا: ،u, v ∈ E لكل
على نحصل ،u, v ∈ [0, 1) كان إذا .1 الحالة

D(T u, Sv ) = 1

4
(u −v )2 = 1

4

[
u2 +v 2 −2uv

]
;

D(u, Sv ) =
(

u − 1

2
v
)2

= u2 + 1

4
v 2 −uv ;

D(v, T u) =
(

v − 1

2
u

)2
= v 2 + 1

4
u2 −uv.

على: نحصل إذن،
2

9
[D(u, Sv )+D(v, T u)]−D(T u, Sv ) = 2

9

[
5

4
v 2 + 5

4
u2 −2uv

]
− 1

4
u2 − 1

4
v 2 + 1

2
uv

= 1

36
v 2 + 1

18
uv + 1

36
u2 ≥ 0.

D(u, Sv ) = D(T؛ u, Sv ) = |1
2u − 1

4 |2 على نحصل ،v = 1 و u ∈ [0, 1) كان إذا .2 الحالة
على: نحصل إذن .D(v, T u) =

(
1− 1

2u
)2 = 1+ 1

4u2 −u و |u − 1
4 |2

2

9
[D(u, Sv )+D(v, T u)]−D(T u, Sv ) = 2

9

[
|u − 1

4
|2 +1+ 1

4
u2 −u

]
−|1

2
u − 1

4
|2

= 2

9

[
5

4
u2 − 3

2
u + 17

16

]
− 1

16

[
4u2 −4u +1

]
= 1

36
u2 − 1

12
u + 25

144
= 1

12

[
1

3
u2 −u + 25

12

]
≥ 0.
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نستنتج إذن
2

9
[D(u, Sv )+D(v, T u)]−D(T u, Sv ) ≥ 0.

و D(v, T u) = v 2 D(T؛ u, Sv ) = 1
4 v 2 على فنحصل ،u = 1 و v ∈ [0, 1) كان إذا .3 الحالة

على: نحصل يقة، الطر بنفس .D(u, Sv ) = |1− 1
2 v |2 = 1

4 v 2 −v +1

2

9
[D(u, Sv )+D(v, T u)]−D(T u, Sv ) = 2

9

[
1

4
v 2 −v +1+v 2

]
− 1

4
v 2

= 1

36
v 2 − 2

9
v + 2

9
≥ 0.

D(u, Sv ) = |1− 1
4 |2 = D(T؛ u, Sv ) = 1

16 على فنحصل ،v = 1 و u = 1 كان إذا .4 الحالة
إذن: .D(v, T u) = 1 و 9

16

2

9
[D(u, Sv )+D(v, T u)]−D(T u, Sv ) = 2

9

[
9

16
+1

]
− 1

16
≥ 0.

:u, v ∈ E كل أجل من أخيراً،
D(T u, Sv ) ≤ 2

9
[D(u, Sv )+D(v, T u)] .

للمبرهنة وفقاً .d = 2
9 < 1

4 = min
{

1
2s , 1

s2

} نجد: وعليه . 1
2s = 1

s2 = 1
4 فإن ،s = 2 أن بما

.Fix(T )∩Fix(S) = {u∗} أن التأكيد يمكننا ،2.2

بالمثل، .S و T من كلا ية استمرار عدم بسبب 3.1 المبرهنة تطبيق يمكن لا أخرى، جهة من
مستوفى، غير s2a + s2b+ s2c + s3d + s3e < 1 الشرط لأن 3.1 المبرهنة تطبيق يمكن لا

أن حيث
s2a + s2b + s2c + s3d + s3e = 2s3d = 8d = 32

9
> 1.

و b 6= 0 مثل مستوفاة، غير الشروط من العديد لأن 3.1 المبرهنة تطبيق يمكن لا وكذلك،
المبرهنة تطبيق يمكن لا أيضًا، .pq = 16

25 > 1
s2 = 1

4 و b = 0 لدينا الواقع في .pq < 1
s2

لأن: 3.1

s2c + s2d + (s3 + s4)(a +e) = 56

9
> 1.
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5 .2 .2 ملاحظة
الشروط: بين لنقارن .1

s2a + s2b + s2c + s3d + s3e < 1 مع b = c أو e = d ;

(2 .11)
a +b +c +2s max {d , e} < 1 مع sb + s2e < 1 أو sc + s2d < 1.

(2 .12)
أن يوضح وهذا .(2 .12) إلى تؤول (2 .11) المعادلة فإن ،e = d كان إذا
3.1 المبرهنة في الشرط(11. 2) من أضعف 2.2 المبرهنة في (2 .12) الشرط

.[35] الورقة في تقديمها تم التي
d =α; e = α

s3
أن: المؤلفون يفرض ،(3.1 النتيجة (انظر [.5 .2 النتيجة ,35] في .2

ذلك، من النقيض على . مستمر T وأن α ∈
[

0, 1
s(s+1)

) الإضافي: الشرط مع
أقل شرط وهو ،max {d , e} =α< min

{
1

2s
,

1

s2

}
الشرط: 2.2 النتيجة تتطلب

بما ،d ∈
[

0, 1
s(s+1)

) التالي النحو على تحديده يتم الذي (2 .13) الشرط صرامة.
النتيجة2.2 في ية الاستمرار فإن ذلك، على علاوة . 1

s(s+1) ≤ min
{

1

2s
,

1

s2

}
أن

ذلك، إلى بالإضافة .3.1 النتيجة في كذلك هي بينما يا، ضرور شرطًا ليست
التقليص: متباينة تكون

D (T u, Sv ) ≤α [D (u, Sv )+D (v, T u)] ; (2 .13)
صالحة 2.2 النتيجة تبقى وبالتالي، .3.1 النتيجة في (1 .57) الشرط من أضعف
التحسين يبين مما ،3.1 النتيجة تطبيق يمكن لا بينما ،(2 .13) الشرط تحت

.3.1 النتيجة على 2.2 للنتيجة الواضح
للشرط مكافئ هو a+b+c+2se < 1 و a+b+c+2sd < 1 الشرط أن لاحظ .3
في ذلك، ومع .(2 .1) المبرهنة في المفترض a +b + c +2s max {d , e} < 1

ليست التي ،pq < 1

s2
و b 6= 0 الإضافية الشروط المؤلفون يفرض ،3.1 المبرهنة

نحتاج لا أننا إلى القارئ انتباه نلفت ذلك، على علاوة المبرهنة2.2. في مطلوبة
التقليص متباينة الواقع، في .3.1 المبرهنة في F-المفروضة التقليص متباينة إلى

:u, v ∈ E لجميع بالنسبة أنه تعني 3.1 في F-المفروضة
F (D (T u, Sv )) < F (aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv )+d D (u, Sv )+eD (v, T u)) ;
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أن نجد وبالتالي، متزايدة. دالة F لأن نظراً
D (T u, Sv ) < aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, Sv )+d D (u, Sv )+eD (v, T u) ;

دائما. صحيحاً ليس بالطبع العكس .(2 .1) التقليص شرط ببساطة وهي
المفترضة الشروط من أضعف 2.2 المبرهنة في المفترضة الشروط أن نستنتج أخيراً،

.3.1 المبرهنة في
a+b+ و ،s2c +s2d +(s3+s4)(a+e) < 1 الشروط أن ملاحظة السهل من .4
أقوى هي 3.1 المبرهنة في s2b+s2e+(s3+s4)(a+d ) < 1 و c+sd +se < 1

sc +s2d < 1 و sb+s2d < 1 و ،a+b+c +2s max {d , e} < 1 الشروط من
شروط تفُترض ذلك، على علاوة .s ≥ 1 أن بما ،2.2 و 2.2 المبرهنة في المفترضة
تحسن ونتائجهما 2.2 و 2.2 المبرهنتين أن يظهر مما ،3.1 المبرهنة في أخرى تكميلية

.3.1 المبرهنة بوضوح
المعرف التقليص بشرط يحققان S و T لتطبيقين مشتركة ثابتة نقطة وجود نتيجة الأولى، للمرة أثبتنا

التالي: النحو على
D (T u, Sv ) ≤ aD (u, v )+β [D (u, T u)+D (v, Sv )]+γ [D (u, Sv )+D (v, T u)] . D

.a +2β+2sγ= 1 حيث:
مساعدة. توطئة إلى سنحتاج النتيجة، هذه لإثبات

2.2 توطئــــــــــــــــــة

يحققان T, S : E → E تطبيقينّ وجود لنفرض .s ≥ 1 بثابت ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
يتحقق: u ∈ E لجميع عندها، .a +2β+2sγ= 1 مع D الشرط

D (T Su, ST Su) ≤ (
a +2β

)
D (u, Su)+γD (Su, ST Su) ; (2 .14)

D (ST u, T ST u) ≤ (
a +2β

)
D (u, T u)+γD (T u, T ST u) . (2 .15)

على: نحصل ،D في v = T u بوضع برهان.
D (T u, ST u) ≤ aD (u, T u)+β(D (u, T u)+D (T u, ST u))+γ(D (u, ST u)+D (T u, T u)) .
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أن: ينتج ،(3(B واستخدام D (T u, T u) = 0 أن بما
D (T u, ST u) ≤ aD (u, T u)+βD (u, T u)+βD (T u, ST u)+ sγD (u, T u)

+ sγD (T u, ST u) .

على: نحصل )وبالتالي
1−β− sγ

)
D (T u, ST u) ≤ (

a +β+ sγ
)

D (u, T u) ,

إلى: يؤدي مما
D (T u, ST u) ≤ a +β+ sγ

1−β− sγ
D (u, T u) = D (x , T x) ,

نحصل وبالتالي، .1−β−sγ 6= 0 أن لاحظ .a+β+sγ
1−β−sγ = 1 يكافئ a+2β+2sγ= 1 أن حيث

على:
D (T u, ST u) ≤ D (u, T u) . (2 .16)

التالية: المتباينة على نحصل يقة، الطر بنفس
D (Su, T Su) ≤ D (u, Su) . (2 .17)

على: نحصل ،(2 .17) واستخدام D في v = T Su ووضع ،Su بـ u استبدال يق طر عن
D (T Su, ST Su) ≤ aD (Su, T Su)+β(D (Su, T Su)+D (T Su, ST Su))

+γ(D (Su, ST Su)+D (T Su, T Su)) .

يعني: هذا
D (T Su, ST Su) ≤ aD (u, Su)+βD (u, Su)+βD (u, Su)+γD (Su, ST Su) ,

واستخدام D في v = T uووضع ،ST u بـ u استبدال بعد وبالمثل، .(2 .14) إلى ببساطة يؤدي مما
.(2 .15) على نحصل ،(2 .16)

6.2 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة 6.2م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

مع D التقليص شرط يحققان تطبيقين T, S : E → E و تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
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محققين: التاليين الشرطين أن أيضًا نفرض .sβ+s2γ< 1 و ،γ 6= 0 و ،a+2β+2sγ= 1

D (Su, ST Su) ≤ kD (u, Su) و D (T u, T ST u) ≤ kD (u, T u) ,

يكون: عندها، .k < 2s حيث
Fix(T )∩Fix(S) = {

u∗}
.

حيث u2n = Su2n−1 و u2n+1 = T u2n يلي: كما (un) المتتالية نعرف ،u0 ∈ E لتكن برهان.
على: نحصل ،2.2 التوطئة من .n ∈N

D (T Su, ST Su) ≤ (
a +2β

)
D (u, Su)+γD (Su, ST Su)

≤ (
a +2β+kγ

)
D (u, Su)

≤µD (u, Su) ,

لدينا يقة، الطر بنفس .µ= a +2β+kγ< a +2β+2sγ= 1 أن بسهولة ملاحظة يمكن حيث
أيضًا:

D (ST u, T ST u) ≤µD (u, T u) .

:n ≥ 2 لكل بالنسبة أنه يظهر هذا
D (un , un+1) ≤µD (un−1, un−2) .

على: نحصل بالاستقراء، بالتالي،
D (un , un+1) ≤ θ

n−1
2 D (u0, u1)

= (p
µ

)n × (p
µ

)−1 D (u0, u1)

=⇒ D (un , un+1) ≤ Rθn ,

تتقارب ،1.1 التوطئة وفقاً ثم، .R =µ−1D (u0, u1) و θ =p
µ=√

a +2β+kγ< 1 حيث
أن: نثبت ،2.2 المبرهنة في الإثبات خطوات نفس باتباع .u∗ ∈ E إلى (un) المتتالية

Fix(T )∩Fix(S) = {
u∗}

.

70



3ŭř Ļǥȋń
ļŷ ļŉ ľɩŅ ĽŉŮń ŚŅ ļť ĻȏŮń ļņŅ ĻŉŸő ľǇŲ



ļŷ ļŉ ľɩŅ ĽŉŮń ŚŅ ļť ĻȏŮń ļņŅ ĻŉŸő ľǇŲĽŇŮŅ ĽŉŮń ŭř Ļǥȋń

تقديم
يلي: كما م َّ مقُس الفصل هذا

باستخدام القيم متعددة للتطبيقات الثابتة بالنقاط المتعلقة نتائجنا 1.3 الأول القسم يتناول .1
سابقاً: عليه أطلقنا والذي ية، b-المتر الفضاءات سياق في هاردي-روجرز تقليص شرط
الأساسية المبرهنة يعُد و هاردي-روجرز. نوع من التقلصيية التطبيقات أو المعممة التقليصات
تظهر التي المعاملات على ضعيفة شروطًا استخدمنا حيث ،1.3 المبرهنة هي الجزء هذا في

التقليص. شرط في
غير للتطبيقات الثابتة النقطة مبرهنة على الحصول من تمكنا مرة، ولأول الثاني، القسم في .2
Bogin لمبرهنة تمديدا اعتبارها يمكن والتي ية، b-المتر الفضاءات سياق في المعممة الموُسِّعة

الأول). الفصل في 2.1 المبرهنة أو [13] (راجع
الموُسِّعة غير والتطبيقات المعممة للتقليصات الثابتة النقطة مبرهنات على أيضا تحصلنا كما

.[23] البحثية الورقة في نشرها تم وأن سبق والتي القيمة، وحيدة المعممة
المبرهنات من أعم نتائج على تحصلنا حيث F-تقليصية لتطبقات حول تكلمنا 3.3 القسم في .3
اعتبار يمكن القيم. متعددة أو القيمة وحيدة للتطبيقات سواء الأول، الفصل في المذكورة

F-تقليصية. والتطبيقات المعممة التقليصات بين مقارنة القسم هذا
مبرهنات من انطلاقا برهانها يمكن التي التطابق نقاط مبرهنات بعض فيه تناولنا 4.3 القسم في .4

الثابتة. النقاط
تحصلنا حيث الثابتة، لمسألةالنقطة أولام-هايرز بمفهوم الاستقرار لدراسة مخصص 1.4 القسم .5

الضعيفة. C-بيكار للتطبيقات بالنسبة السياق هذا في جيدة نتائج على
وبعض نتائجنا بين مقارنة وأجرينا واستخدامها، للتطبيق قابليتها توضح بأمثلة النتائج هذه دعمنا كما
تستخدم التي تلك ً وخاصة سابقاتها، من عمومية أكثر النتائج هذه أن إلى وخلصنا السابقة النتائج

هاردي-روجرز. نوع من F-تقليص تطبيقات
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المعممة للتقليصات الثابتة النقاط مبرهنات 1.3

الفصل. هذا في أساسية مبرهنة بأول نبدأ
1.3 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة 1.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

القيم متعددة دالة T : E →C (E ) وليكن ،s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) لتكن
التالي: الشرط ،u, v ∈ E لكل تحقق، بحيث

(3 .1)
H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, T v )+d D (u, T v )+eD (v, T u) ;

حيث: ((R2) أو (R1)) تحقق موجبة حقيقية أعداد هي a, b, c , d , e إن حيث
a +b +c +2sd < 1 R1

a +b +c +2se < 1 R2

فإن: ،sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 الشرط تحقق إذا
ضعيف؛ بيكار تطبيق T .1

تحقق T ∞ لـ f ∗ : G(T ) → F i x(T ) اختيار دالة توجد .2
(3 .2)

D(u, f ∗(u, v )) ≤ s2

[
N−1∑
k=1

sk + sN−1

][
s2(qθ)N

1− s(qθ)N
+ s +1

]
D (u, v ) ;

و ،1 < q < 1

θ
يحقق موجب حقيقي عدد أي هو q حيث ،(u, v ) ∈ G(T ) لكل

أصغر هو N و ،θ2 = a +b + se

1−c − se
و θ1 = a +b + sd

1−c − sd
حيث θ = min

{
θ1,θ2

}
.s(qθ)N < 1 يحقق موجب صحيح عدد

1 .1 .3 ملاحظة
بقيمة: ضعيف C-بيكار تطبيق هو T أن تعني (3 .2) المتباينة إن

C = s2

[
N−1∑
k=1

sk + sN−1

][
s2(qλ)N

1− s(qλ)N
+ s +1

]
.
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.0 ≤ θ < 1 إذن ،θ = min
{
θ1,θ2

} و θ2 = a +b + se

1−c − se
،θ1 = a +b + sd

1−c − sd
لنرمز برهان.
حالتان: لدينا

أن لنفرض .a = b = e = 0 أو a = b = d = 0 على نحصل عندها ،θ = 0 كان إذا .1
في v = u1 ،u = u0 بوضع .u2 ∈ T u1 و u1 ∈ T u0 ،u0 ∈ E ليكن .a = b = d = 0

نستنتج: (3 .1)
H (T u0, T u1) ≤ cD (u1, T u1)+eD (u1, T u0) .

لدينا: ذلك، إلى بالإضافة
.u2 ∈ T u1 لأن ،D (u1, T u1) ≤ D (u1, u2)

.u1 ∈ T u0 لأن D (u1, T u0) = 0

على: نحصل وبالتالي،
H (T u0, T u1) ≤ cD (u1, u2) . (3 .3)

يعني مما ،u1 ∈ T u0 = T x1 أن إلى يؤدي هذا .H (T u0, T u1) = 0 فإن ،c = 0 كان إذا
.u1 ∈Fix(T ) أن

التالي: الشرط تحقق بحيث u2 ∈ T u1 نختار ،c 6= 0 كان إذا
D (u2, u1) ≤

√
c−1H (T u1, T u0) . (3 .4)

نستنتج: و(4. 3) (3 .3) من
D (u1, u2) ≤p

cD (u1, u2) ;

u1 ∈ ببساطة أو u1 = u2 ∈ T u1 أن على يدل مما ،u1 = u2 كان إذا فقط صحيح وهذا
.Fix(T )

الخطوات. نفس نستخدم ،a = b = e = 0 للحالة بالنسبة
كما المعرفة المتتابعة التقريب متتالية أخذ ويمكن ،Fix(T ) 6= ; الحالة: هذه في أنه نستنتج

معدوم. غير n طبيعي عدد كل أجل من un = u1 يلي:
سبيل على يمكننا .1 < q < 1

θ
بحيث موجباً عدداً q لنأخذ .0 < θ < 1 أن الآن لنفرض .2

بـ تبدأ E في (un) متتالية بناء يمكننا .(u, v ) ∈ G(T ) لنأخذ .q =
√

θ−1 أخذ المثال
،n ≥ 1 لجميع بحيث، u1 = v و u0 = u

un+1 ∈ T un و D (un+1, un) ≤ q H (T un , T un−1) .
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على: نحصل ،(3 .1) في v = un و u = un−1 وضع عند محقق. R1 أن نفرض الآن
H (T un−1, T un) ≤ aD (un−1, un)+bD (un−1, T un−1)+cD (un , T un)

+d D (un−1, T un)+eD (un , T un−1) .

يلي: ما لدينا ،un ∈ T un−1 أن وبما 4.1 للتوطئة وفقاً
;D (un−1, T un−1) ≤ D (un−1, un) •

;un ∈ T un−1 لأن: ,D (un , T un) ≤ H (T un−1, T un) •
.un ∈ T un−1 لأن: ،D (un , T un−1) = 0 •

على: نحصل ،H التطبيق يف وتعر أخرى مرة 4.1 التوطئة باستخدام
D (un−1, T un) ≤ s

[
D (un−1, un)+D (un , T un)

]
≤ s

[
D (un−1, un)+H (T un−1, T un)

]
.

أن: نجد النتائج، هذه من
H (T un , T un−1) ≤ aD (un−1, un)+bD (un−1, un)+c H (T un−1, T un)

+ sd (D (un−1, un)+H (T un−1, T un)) .

على: نحصل وبالتالي،
(1− sc − sd ) H (T un , T un−1) ≤ (a +b + sd ) D (un−1, un) .

إلى: يؤدي هذا
H (T un , T un−1) ≤ a +b + sd

1−c + sd
D (un−1, un) = θ1D (un−1, un) ;

.a +b +c +2sd < 1 أن بما ،θ1 = a +b + sd

1−c − sd
< 1 أن حيث

في الإثبات يقة طر نفس واتباع y = xn−1 و x = xn بوضع فإننا محقق، R2 أن فرضنا إذا
على: نحصل السابقة، الحالة

H (T un , T un−1) ≤ θ2D (un−1, un) .

،n ∈N كل أجل من لذلك، .a +b +c +2se < 1 لأن ،θ2 = a +b + se

1−c − se
< 1 حيث:
على نحصل

H (T un , T un−1) ≤ θD (un−1, un) .

.D (un+1, un) ≤ qθD (un−1, un) على: نحصل ،D (un+1, un) ≤ q H (T un , T un−1) للمتباينة وفقاً
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نجد: الاستقراء، باستخدام

D (un+1, un) ≤ (
qθ

)n D (u0, u1) .

u∗ = ما عنصر إلى تتقارب (un) المتتالية أن نستنتج ،1.1 للتوطئة ووفقاً qθ < 1 أن بما
تبسيطها يمكن 1.1 للتوطئة (1 .23) المتباينة فإن ،s(qθ)N < 1 أن بما .u∗(u, v, q) ∈ E

إلى:
(3 .5)

D
(
un , u∗(u, v, q)

)≤ s2

[
N−1∑
k=1

sk + sN−1

][
s2(qθ)N

1− s(qθ)N
+ s +1

]
D (u0, u1) .

مغلقة. مجموعة هي T u∗ لأن ،D
(
u∗, T u∗)= 0 مكافئ بشكل أو ،u∗ ∈ T u∗ أن لنثبت
لدينا ،n ∈N كل أجل من .sb + s2e < 1 أن نفرض

D
(
u∗, T u∗)≤ sD

(
u∗, un+1

)+ sD
(
un+1, T u∗)

≤ sD
(
u∗, un+1

)+ sH
(
T u∗, T un

) (
u = u∗ و v = un (نضع

≤ sD
(
u∗, un+1

)+ saD
(
u∗, un

)+ sbD
(
u∗, T u∗)+ scD (un , T un)

+ sd D
(
u∗, T un

)+ seD
(
un , T u∗)

≤ sD
(
u∗, un+1

)+ saD
(
u∗, un

)+ sbD
(
u∗, T u∗)+ scD (un , un+1)

+ sd D
(
u∗, un+1

)+ s2eD
(
un , u∗)+ s2eD

(
u∗, T u∗)

.

على نحصل ،n →+∞ لما
D

(
u∗, T u∗)≤ sbD

(
u∗, T u∗)+ s2eD

(
u∗, T u∗)

.

إلى يؤدي )هذا
1− sb − s2e

)
D

(
u∗, T u∗)≤ 0.

أن نستنتج ،sb + s2e < 1 الشرط من
D

(
u∗, T u∗)= 0.

مغلقة. مجموعة T u∗ لأن: ،u∗ ∈ T u∗ وبالتالي،
على نحصل ،u = un و v = u∗ بوضع فإننا محقق، sc + s2d < 1 الشرط أن فرضنا إذا

D
(
u∗, T u∗)≤ scD

(
u∗, T u∗)+ s2d D

(
u∗, T u∗)

.

السابقة. الأسباب لنفس D
(
u∗, T u∗)= 0 لذلك،
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التقريبات من متتالية هي (un) المتتالية فإن وبالتالي ،u∗ ∈ T u∗ لدينا الحالتين، كلا في
الأول. الجزء إثبات أكملنا قد نكون وبذلك ،T لـ المتعاقبة

في n = 0 و ،q لـ ثابتة قيمة أجل من f ∗(u, v ) = u∗(u, v, q) نأخذ الثاني، للجزء بالنسبة
.(3 .2) المطلوبة المتباينة على فنحصل ،(3 .5) المتباينة

u∗(u, v, q) الثابتة النقطة أن بما السابق، الإثبات في q ↓ 1 لما النهاية أخذ يمكننا لا أننا إلى نشُير
النهايات: وجود ضمان يمكننا ولا ،q بـ أيضا متعلقة

lim
q→1

u∗(u, v, q) أو lim
q→1

D
(
u, u∗(u, v, q)

)
.

النهاية. هذه توجد لا وقد مستمرة تكون لا قد D b-مسافة لأن ذلك
2 .1 .3 ملاحظة

.sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 الشرط إزالة يمكننا ،s = 1 كان إذا .1
,65] Nadler نادلر ية نظر على نحصل ،b = c = d = e = 0 و s = 1 كان إذا .2

.[1 المبرهنة
هذه .[1 المبرهنة ,31] لـ تمديد على نحصل ،b = c و a = d = e = 0 كان إذا .3

القيم. متعددة للتطبيقات [47] كانان مبرهنة من نسخة
للتطبيقات [26] Chatterjea لمبرهنة تمديد على نحصل ،a = b = c = 0 كان إذا .4

تام. b-متري فضاء على القيم متعددة
متعددة للتطبيقات [76] Reich لمبرهنة تمديد على نحصل ،d = e = 0 كان إذا .5

ية. b-متر الفضاءات إطار في القيم
،a +2b +2e < 1 و d = e ،b = c أن المؤلف يفرض ،[1 المبرهنة ,45] في .6
خاصة حالة هذه .(s = 1) تام متري فضاء على المعرفة القيم متعددة للتطبيقات

.2.2 المبرهنة من
.d 6= e و b 6= c يكون عندما 4.1 المبرهنة تمدد التي التالية المبرهنة لدينا

2.3 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة 2.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

الشرط: يحقق تطبيق T : E → C (E و( ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
الشرطين: أحد تحقق موجبة حقيقية أعداد هي a, b, c , d , e حيث ،u, v ∈ E لكل (3 .1)

.R2 أو R1

و SFix(T ) 6= ; و ،sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 الشرطين: أحد أيضًا تحقق إذا
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.SFix(T ) =Fix(T ) = {
u∗} فإن ،a +d +e < 1

.v∗ ∈ Fix(T ) و u∗ ∈ SFix(T ) أن لنفرض .SFix(T ) 6= ; لدينا الشروط، على ً بناء على:برهان. نحصل (3 .1) في v = v∗ و u = u∗ وضعنا إذا
D(u∗, v∗) = D(T u∗, v∗) ≤ H(T u∗, T v∗)

≤ aD
(
u∗, v∗)+bD

(
u∗, T u∗)+cD

(
v∗, T v∗)+d D

(
u∗, T v∗)+eD

(
v∗, T u∗)

≤ aD
(
u∗, v∗)+ (d +e)D

(
u∗, v∗)

.

التالية: المتباينة على نحصل وبالتالي،
(1−a −d −e)D(u∗, v∗) ≤ 0.

أن يعني مما ،D(u∗, v∗) = 0 أن إلى بالضرورة يؤدي هذا فإن ،a +d + e < 1 أن بما ولـكن
.SFix(T ) =Fix(T ) = {

u∗} وبالتالي، .u∗ = v∗

1.3 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

المتباينة: يحقق تطبيق T : E →C (E و( ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+β [D (u, T u)+D (v, T v )]+γ [D (u, T v )+D (v, T u)] ;

.a +2β+2sγ< 1 تحقق موجبة حقيقية أعداد هي a,β,γ حيث: ،u, v ∈ E لكل
SFix(T ) = فإن ،u∗ ∈SFix(T ) مع SFix(T ) 6= ; و sβ+s2γ< 1 أن أيضًا تحقق إذا

.Fix(T ) = {
u∗}

.(3 .1) في d = e =γ و b = c =β أخذ يق طر عن 2.2 المبرهنة من مباشرة نتيجة هذه برهان.
وبالمثل، .a +2β+2sγ< 1 الشرط يكافئ R2 أو R1 الشرطين من شرط كل الحالة، هذه في
فإن ذلك، على علاوة .sβ+s2γ< 1 الشرط يكافئ sc +s2d < 1 أو sb+s2e < 1 الشرط فإن

إن: إذً الفور. على يتحقق a +d +e < 1 الشرط
a +d +e = a +2γ≤ a +2sγ≤ a +2β+2sγ< 1.

.SFix(T ) =Fix(T ) = {
u∗} أن نستنتج ،2.2 المبرهنة من
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1 .3 مثــــــــــــــــال

المجموعات: ولتكن ،E =R+ ليكن [3 .2 Example ,25]
;M1 =

{ m

3k +1
| m = 0 أو m = 3q ; q ∈Z+, k ∈Z+

}
;M2 =

{ m

3k +2
| m = 3q ; q ∈Z+, k ∈Z+

}
.M3 = E \ (M1 ∪M2)

التالي: النحو على u ∈ E لكل المعرفة Tµ,η : E −→C (E ) القيم متعددة التطبيقات لنعتبر

Tµ,ηu =


{
µu

}
, u ∈ M1;{

ηu
}

, u ∈ M2;{
µu,ηu

}
, u ∈ M3;

D(u, v ) = |u−v |p بـ: [0,+∞[ إلى E ×E من D التطبيق نعرف .0 <η≤µ< 1 حيث
.s = 2p−1 مع تام b-متري هو D أن بسهولة التحقق يمكننا صحيح. عدد هو p ≥ 2 أن حيث
على إضافي شرط تحت D لـ بالنسبة هاردي-روجرز نوع من تقليصات هي Tµ,η أن لنثبت

.µ المعامل
التالية: الحالات نميز سوف .T بـ Tµ,η لـ نرمز الحسابات، لتبسيط برهان.

δ(T u, T v ) = |µu −µv |p = µp |u − v |p = لدينا ،u, v ∈ M1 يكون عندما 1 الحالة
H(T u, T v ) = لذا، .δ(T v, T u) = |µv −µu|p = µp D(u, v ) و µp D(u, v )

.µp D(u, v )

δ(T u, T v ) = |ηu − ηv |p = ηp |u − v |p = لدينا ،u, v ∈ M2 يكون عندما 2 الحالة
فإن ثم، ومن .δ(T v, T u) = |ηv −ηu|p =ηp D(u, v ) و ηp D(u, v )

H(T u, T v ) =ηp D(u, v ) ≤µp D(u, v ).

δ(T u, T v ) = |µu −µv |p = µp |u − v |p = لدينا ،u, v ∈ M3 يكون عندما 3 الحالة
H(T u, T v ) = لذا، .δ(T v, T u) = |µv −µu|p = µp D(u, v ) و µp D(u, v )

.µp D(u, v )

δ(T u, T v ) = |µu−ηv |p =δ(T v, T u) = لدينا ،v ∈ M2 و u ∈ M3 يكون عندما 4 الحالة
مختلفتين: حالتين هناك .H(T u, T v )

H(T u, T v ) = µp |u − η

µ
v |p ≤ µp |u − على نحصل ،u > v يكون عندما .1

.ηv |p =µp D(u, T v )

فرعيتين: حالتين اعتبار يجب ،u < v يكون عندما .2
H(T u, T v ) = ηp |µ

η
u − v |p ≤ ηp |µu − v |p ≤ فإن ،u < ηv كان إذا

.µp D(v, T u)

79



ļŷ ļŉ ľɩŅ ĽŉŮń ŚŅ ļť ĻȏŮń ļņŅ ĻŉŸő ľǇŲĽŇŮŅ ĽŉŮń ŭř Ļǥȋń

على نحصل فإننا ،u >ηv كان إذا
H(T u, T v ) =ηp |µ

η
u−v |p ≤ηp |µu−v |p =ηp D(T u, v ) ≤µp D(v, T u);

.µu <ηv لما
على: نحصل أو

H(T u, T v ) =µp |u − η

µ
v |p ≤µp |u −ηv |p =µp D(u, T v );

.µu >ηv لما:
نفس باستخدام .H(T u, T v ) = |ηu−µv |p فإن ،v ∈ M3 و u ∈ M2 يكون عندما 5 الحالة

على: نحصل يقة، الطر
H(T u, T v ) = µp |η

µ
u − v |p ≤ µp |ηu − v |p ≤ على نحصل ،u < v كان إذا

.µp D(v, T u)

H(T u, T v ) ≤ ηp |u −µv |p = ηp D(u, T v ) ≤ على نحصل ،u > v كان إذا
.µv <ηu و v >ηu أو v <ηu أن بشرط µp D(u, T v )

على: نحصل ،µv >ηu و v >ηu و u > v كان إذا
H(T u, T v ) =µp |η

µ
u −v |p ≤µp |ηu −v |p =µp D(v, T u).

الحالة هذه .H(T u, T v ) = |ηu −µv |p لدينا ،v ∈ M1 و u ∈ M3 يكون عندما 6 الحالة
.5 الحالة في كما النتائج نفس إلى تؤدي

.4 الحالة في كما النتائج نفس على نحصل ،v ∈ M3 و u ∈ M1 يكون عندما 7 الحالة

.4 الحالة في كما النتائج نفس على نحصل ،v ∈ M2 و u ∈ M1 يكون عندما 8 الحالة
لدينا ،u, v ∈ E لكل أنه نستنتج السابقة، المناقشة إلى استناداً

H(T u, T v ) ≤µp D(u, v )+µp D(u, T v )+µp D(v, T u).

a = d = مع D لـ بالنسبة هاردي-روجرز نوع من معممة تقليصات هي Tµ,η فإن وعليه،
.b = c = 0 و e =µp

1.3 المبرهنة من sb + s2e < 1 و R1 الشرط فإن ،p = 2 يكون عندما المثال، سبيل على
a +2b +2sc < s −1

s2
الشرط فإن ذلك، ومع .0 ≤µ< 1p

5
كان إذا وفقط إذا يتحقق

عندما تطبيقها يمكن ولا 0 ≤µ< 1

2
p

5
كان إذا وفقط إذا يتحقق [1 .2 المبرهنة ,25] من

. 1

2
p

5
≤µ< 1p

5
يكون

80



ĽŇŮŅ ĽŉŮń ŭř Ļǥȋńļŷ ļŉ ľɩŅ ĽŉŮń ŚŅ ļť ĻȏŮń ļņŅ ĻŉŸő ľǇŲ

نطاق على Tµ,η القيم متعددة للتطبيقات ثابتة نقطة وجود تضمن 1.3 المبرهنة أن يوضح هذا
أن نلاحظ ذلك، على علاوة .[1 .2 المبرهنة ,25] بـ مقارنة µ ∈

[
0,

1p
5

[
للوسيط أوسع

،1.3 المبرهنة من لذا، .Tη,µ0 = {0} لأن 0 ∈SFix
(
Tη,µ

) أن حيث ،SFix
(
Tη,µ

) 6= ;
.SFix

(
Tµ,η

)= {0} أن نستنتج

2 .3 مثــــــــــــــــال

.p ≥ 1 حيث ،s = 2p−1 بثابت D(u, v ) = |u −v |p b-مسافة بـ مزوداً E = [0, 1] لنعتبر
T u = بالشكل: T : E −→ C (E ) القيم متعددة التطبيقات من عائلة نعرفّ

.0 <η≤µ< 1 حيث [
eµ(u−1), eη(u−1)

]
دون .T v =

[
eµ(v−1), eη(v−1)

و[ T u =
[

eµ(u−1), eη(u−1)
] لدينا ،u, v ∈ [0, 1] لكل

على: نحصل (1 .62) على ً بناء .u < v أن نفرض العمومية، فقدان
H (T u, T v ) = max

{
|eη(u−1) −eη(v−1)|p , |eµ(u−1) −eµ(v−1)|p

}
.

على: بسهولة نحصل المتوسطة، القيم مبرهنة من
H (T u, T v ) ≤ max

{|η(u −1)−η(v −1)|p , |µ(u −1)−µ(v −1)|p}
≤ max

{|ηu −ηv |p , |µu −µv |p}=µp |u −v |p .

وبالتالي:
H (T u, T v ) ≤µp D (u, v ) .

.1.3 المبرهنة حسب Fix(Tη,µ) 6= ; أن: نستنتج ،µ< 1 أن بما
على .µ ≥

(
2p−1 −1

22p−2

) 1
p عندما تطبيقهما يمكن لا و4.1 4.1 المبرهنتين فإن ذلك، مع

يتحقق. لا 4.1 المبرهنة في (F1) الشرط فإن ،µ≥ 1

4
و p = 2 كان إذا المثال، سبيل

حيث هاردي-روجرز، نوع من المعممة البيانية التقليصات باستخدام بديلة نتيجة عرض يمكن
ضمن بناخ تقليص حالة مناقشة تم .(u, v ) ∈G(T ) لـكل فقط تتحقق (2 .1) المتباينة أن نفرض
يمكن (2 .1) المتباينة من ملحوظ، بشكل .[71] البحثية الورقة في ية المتر الفضاءات إطار
تحسين يمكن وعليه .v ∈ T u يكون عندما D(v, T u) = 0 لأن نظراً eD(v, T u) الحد حذف
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إطار إلى تمديده هاردي-روجرز نوع من تقليص استعمال يق طر عن [1 .4 المبرهنة ,71] المبرهنة

ية. b-متر الفضاءات
3.3 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة 3.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

(u, v ) ∈ لكل بحيث تطبيق T : E →C (E و( s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
G(T )

H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+bD (u, T u)+cD (v, T u)+d D (u, T v ) . (3 .6)
G(T ) البيان كان إذا .a+b+c+2sd < 1 تحقق: موجبة حقيقية أعداد a, b, c , d حيث

فإن: مغلقاً،
ضعيف؛ بيكار تطبيق هو T .1

تراجع-إزاحة تقدير تتحقق بحيث T ∞ من f ∗ : G(T ) → F i x(T ) اختيار دالة توجد .2
.(u, v ) ∈G(T ) لكل (3 .2)

u∗ نحو متقاربة (un) متتالية بناء يمكننا ،1.3 المبرهنة إثبات في المستخدمة يقة الطر باتباع برهان.
.un+1 ∈ T un بحيث:

،D (un+1, un) ≤ qθD (un−1, un) على: نحصل ،(3 .6) المتباينة في u = un−1, v = un بوضع
(u∗, u∗) ∈ فإن مغلقة، مجموعة هي G(T و( ،(un , un+1) ∈G(T ) أن بما .θ = a +b + sd

1−c − sd
حيث:

.1.3 المبرهنة إثبات في كما نفسها هي الأخرى الخطوات .u∗ ∈ T u∗ أن يعني مما ،G(T )

3 .1 .3 ملاحظة
نتحصل ،1.3 المبرهنة في b = c = d = e = 0 مع ية، المتر الفضاءات سياق في .1

.[1 .4 المبرهنة ,71] على
غير 1.3 المبرهنة في المطلوبة sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 الإضافية الشروط .2
مطلوبة غير G(T ) البيان مغلوقية فإن أخرى، ناحية من .1.3 المبرهنة في ية ضرور
أوسع. نطاق على للتطبيق وقابلة مرونة أكثر النتيجة يجعل مما ،1.3 المبرهنة في

الحقيقة. هذه يوضح التالي المثال
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3 .3 مثــــــــــــــــال

هو (E , D) فإن إذاً، .D(u, v ) = (u − v )2 بـ: المعرف D b-مسافة مع E = [0, 1] ليكن
تام. فضاء

.T 1 =
[

0,
1

10

]
و 0 ≤ u < 1 لـ T u =

{u

2

} بـ: T : E → P (E ) القيم متعدد تطبيقا لنعرف
التالية: الحالات نميز ,H(T u, T v ) لحساب

H(T u, T v ) = H
({u

2

}
,
{v

2

})
= على: نحصل فإننا ،u, v ∈ [0, 1) كان إذا .1

.1

4
D(u, v )

على نحصل فإننا ،v = و1 u ∈ [0, 1) كان إذا .2
H(T u, T v ) = H

({u

2

}
,
[

0,
1

10

])
= max

{
1

4
u2,

(
u

2
− 1

10

)2
}

.

D(v, T v ) = 81
100 ،D(u, T u) = 1

4u2 ،D(u, v ) = (1 − u)2 لدينا هنا،
أو H(T u, T v ) = 1

4u2 فرعيتين: حالتين يعطي وهذا .D(v, T u) = (1 − u
2 و2(

.H(T u, T v ) =
(

u
2 − 1

10

)2

التالية المتباينة على نحصل الحالتين، كلا في
H(T u, T v ) ≤ 1

4
D(u, v )+ 25

81
[D(u, T u)+D(v, T v )] . (3 .7)

أيضًا. تتحقق (3 .7) المتباينة فإن ،u = و1 v ∈ [0, 1) كان إذا .3
a = 1

4 ; b = المعاملات: مع (3 .1) المتباينة يحقق T أن نستنتج الثلاث، الحالات هذه من
.d = e = 0 و c = 25

أن81 كما .a +b + c +2sd = a +b + c +2se = 281
324 < 1 لأن: محققة R2 و R1 الشروط

يتيح مما محققة، 1.3 المبرهنة شروط جميع لذلك، .sb + s2e = sc + s2d < 1 = 50
81 < 1

ضعيف. بيكارد تطبيق هو T بأن الاستنتاج لنا
المثال، سبيل على مغلق. غير G(T ) البيان لأن 1.3 المبرهنة تطبيق يمكن لا ذلك، ومع
. lim

n→∞
1
2 − 1

2n = 1
2 و lim

n→∞1− 1
n = 1 تحقق التي ،(1− 1

n , 1
2 − 1

2n ) ∈G(T ) المتتالية نعتبر
.(1, 1

2) ∉G(T ) فإن ذلك، ومع
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المعُممة الموُسِّعة غير للتطبيقات الثابتة النقاط 2.3

والتطبيقات ية b-متر الفضاءات إطار إلى (2.1 (المبرهنة بوغين مبرهنة بتمديد نقوم القسم، هذا في
التالية. هي القسم هذا في الرئيسية المبرهنة القيم. متعددة

4.3 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة 4.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

بحيث القيم متعدد تطبيق T : E →C (E ) و s ≥ 1 بثابت تاما ً يا b-متر فضاء (
E ,ρ

) ليكن
u, v ∈ E لكل

(3 .8)
H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+β [D (u, T v )+D (v, T v )]+γ [D (u, T v )+D (v, T u)] ;

.min
{
β,γ

} 6= 0 مع a +2β+2sγ= 1 تحقق موجبة حقيقية أعداد هي a,β,γ حيث:
التالية: النتائج على نحصل فإننا ،sβ+ s2γ< 1 كان إذا

ضعيف. بيكارد تطبيق هو T .1
بحيث T ∞ لـ f ∗ : G(T ) →Fix(T ) اختيار دالة يوجد .2

(3 .9)
D(u, f ∗(u, v )) ≤ s2

[
N−1∑
k=1

sk + sN−1

][
s2(

p
η)N

1− s(
p
η)N

+ s +1

](p
η
)−1 D (u, v ) ;

و ،?? التوطئة في المحدد العدد هو θ مع .η = θ+q حيث ،(u, v ) ∈ G(T ) لكل
فيه يتحقق موجب صحيح عدد أصغر هو Nو ،η< 1 يحقق: موجب عدد أي هو q

.s(
p
η)N < 1

ونثبتها، التوطئات هذه نعرض سوف أولاً، الأساسية. التوطئات بعض يتطلب المبرهنة هذه إثبات
المبرهنة. هذه لبرهان نعود ثم

1.3 توطئــــــــــــــــــة

تحقق: موجبة حقيقية أعداد هي a,β,γ حيث: (3 .8) يحقق T : E → C (E ) ليكن
لدينا v ∈ T u و u ∈ E كل أجل من عندئذ: .a +2β+2sγ= 1

H (T u, T v ) ≤ D (u, v ) .
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يلي: ما (B3) و (3 .8) من نلاحظ ،v ∈ T u و u ∈ E لكل برهان.
H (T u, T v ) ≤ aD (u, v )+β [D (u, T u)+D (v, T v )]+γ [D (u, T v )+D (v, T u)]

≤ aD (u, v )+β [D (u, v )+H (T u, T v )]+ sγD (u, v )+ sγD (v, T v )+0

≤ (
a +β+ sγ

)
D (u, v )+ (

β+ sγ
)

H (T u, T v ) .

على نحصل لذلك،
H (T u, T v ) ≤ a +β+ sγ

1−β− sγ
D (u, v ) .

النتيجة على نحصل ثم، ومن .a +β+ sγ

1−β− sγ
= 1 أن: استنتاج يمكن ،a +2β+2sγ= 1 أن وبما

المطلوبة.
2.3 توطئــــــــــــــــــة

أعداد هي a,β,γ أن حيث ،u, v ∈ E لكل (3 .8) الشرط يحقق T → C (E ) ليكن
إذن: .a +2β+2sγ= 1 تحقق: موجبة حقيقية

∀ϵ> 0,∀u ∈ E ,∀v ∈ T u,∃w ∈ T v : D (v, w ) ≤ D (u, v )+ϵ.

نجد: ،D (v, T v ) تعريف من برهان.
∀ϵ> 0,∀u ∈ E ,∀v ∈ T u,∃w ∈ T v : D (v, w ) ≤ D (v, T v )+ϵ.

على: نحصل الأخير، والشرط 2.3 التوطئة من
D (v, T v ) ≤ H (T u, T v ) ≤ D (u, v ) =⇒ D (v, w ) ≤ D (u, v )+ϵ.

البرهان. يكمل وهذا
3.3 توطئــــــــــــــــــة

أعداد هي a,β,γ حيث: ،u, v ∈ E لكل (3 .8) الشرط: يحقق T : E →C (E ) ليكن
بحيث: 0 <λ < 2s يوجد إذن، .β 6= 0 مع a +2β+2sγ = 1 تحقق: موجبة حقيقية

حيث: w ∈ T v يوجد ϵ> 0u ∈ E v ∈ T u لكل
H (T u, T w ) ≤λD (u, v )+ as +β

1− sγ
ϵ.
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D (v, w ) ≤ بحيث w ∈ T v يوجد ،2.3 للتوطئة وفقاً .v ∈ T u و u ∈ E ،ϵ> 0 لنأخذ برهان.
على: نحصل ،(3 .8) التقليص شرط من .D (u, v )+ϵ

H (T u, T w ) ≤ aD (u, w )+β [D (u, T u)+D (w, T w )]+γ [D (u, T w )+D (w, T u)] .

التالية: المتباينات هنا نذكر
D (u, w ) ≤ sD (u, v )+ sD (v, w ) ≤ 2sD (u, v )+ sϵ; •

v ∈ T u; لأن: D (u, T u) ≤ D (u, v ) •
; D (w, T w ) ≤ H (T v, T w ) ≤ D (v, w ) ≤ D (u, v )+ϵ •

D (u, T w ) ≤ sD (u, v )+ sD (v, T w ) ≤ sD (u, v )+ sH (T u, T w ) ; •
.D (w, T u) ≤ H (T u, T v ) ≤ D (u, v ) •

على: نحصل إذن
H (T u, T w ) ≤ a (2sD (u, v )+ sϵ)+β [D (u, v )+D (u, v )+ϵ]

+γ [sD (u, v )+ sH (T u, T w )+D (u, v )]

≤ (
2as +2β+ sγ+γ

)
D (u, v )+ (

as +β
)
ϵ+ sγH (T u, T w )

نجد: وعليه
H (T u, T w ) ≤λD (u, v )+ as +β

1− sγ
ϵ;

لأن: ،1− sγ = a +2β+ sγ 6= 0 أن ملاحظة يمكن .λ = 2as +2β+ sγ+γ

1− sγ
أن حيث

.a +2β+2sγ= 1

على: نحصل ،β 6= 0 أن الاعتبار في أخذاً ذلك، إلى بالإضافة
λ= 2as +2β+ sγ+γ

1− sγ
= 2as +2β+ sγ+γ

a +2β+ sγ
= 1+ (2s −1)a +γ

a +2β+ sγ

≤ 1+ (2s −1)a +γ

a +2β+γ
≤ 1+ (2s −1)

a +γ

a +2β+γ
< 2s.

المطلوبة. النتيجة نجد وعليه،

1 .2 .3 ملاحظة
هو أضعف بشرط β 6= 0 الشرط استبدال يمكن فإنه ،s > 1 كان إذا أنه نلاحظ

أنه: ملاحظة السهل من ،β= 0 كانت إذا حتى لأنه، .max
{
β,γ

} 6= 0

λ−2s = 2as +2β+ sγ+γ

a +2β+ sγ
−2s = 2as + sγ+γ

a + sγ
−2s = γ

(
1+ s −2s2)

a + sγ
< 0
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.γ 6= 0 و s > 1 لـ

4.3 توطئــــــــــــــــــة

هي a,β,γ حيث: ،u, v ∈ E لجميع (3 .8) الشرط: يحقق تطبيقا T : E →C (E ) ليكن
.min

{
β,γ

} 6= 0 مع a +2β+2sγ= 1 تحقق: موجبة حقيقية أعداد
يحقق: w ∈ T v يوجد ،v ∈ T u ،u ∈ E ،ϵ> 0 لجميع حيث: 0 < θ < 1 يوجد إذن،

H (T v, T w ) ≤ θD (u, v )+
(

a +β+γ
as +β

1− sγ

)
ϵ.

D (v, z) ≤ يحقق: w ∈ T v يوجد ،2.3 التوطئة من .v ∈ T u و u ∈ E و ،ϵ> 0 ليكن برهان.
.D (u, v )+ϵ

على: نحصل (3 .8) باستعمال
H (T v, T w ) ≤ aD (v, w )+β [D (v, T v )+D (w, T w )]+γ [D (v, T w )+D (w, T v )]

≤ a (D (u, v )+ϵ)+β(H (T u, T v )+H (T v, T w ))+γ(H (T u, T w ))

≤ a (D (u, v )+ϵ)+β(D (u, v )+D (v, w ))+γ

(
λD (u, v )+ as +β

1− sγ
ϵ

)
≤ aD (u, v )+aϵ+βD (u, v )+βD (u, v )+βϵ+λγD (u, v )+γ

as +β

1− sγ
ϵ

≤ (
a +2β+kγ

)
D (u, v )+

(
a +β+γ

as +β

1− sγ

)
ϵ

= θD (u, v )+
(

a +β+γ
as +β

1− sγ

)
ϵ.

.θ = a +2β+λγ< a +2β+2sγ= 1 مع:

2 .2 .3 ملاحظة
تحت صحيحة تبقى 2.3 التوطئة نتائج فإن ،s > 1 كان إذا ،2.3 الملاحظة مثل ً تماما

.min
{
β,γ

} 6= 0 الشرط من ً بدلا ،γ 6= 0 الضعيف الشرط

.T لـ ثابتة نقطة هو u1 فإن ،T u0 = T u1 كان إذا .u1 ∈ T x0 و ،u0 ∈ E لتكن .2.3 المبرهنة
،v = u1 ،u = u0 ) بحيث u2 ∈ T u1 اختيار يمكننا ،2.3 للتوطئة وفقاً ،T u0 6= T u1 كان إذا
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على: نحصل وبالتالي .(w = u2

H (T u1, T u2) ≤λD (u0, u1)+
(

a +b +c
as +b

1− sc

)
ϵ1;

D (u1, u2) ≤ H (T u0, T u1)+ϵ1 ≤ D (u0, u1)+ϵ1.

لدينا: عندئذٍ، .(w = u3 ،v = u2 ،u = u1 ) بحيث u3 ∈ T u2 نختار المنوال، نفس على
H (T u2, T u3) ≤λD (u1, u2)+

(
a +β+γ

as +β

1− sγ

)
ϵ2;

D (u2, u3) ≤ H (T u1, T u2)+ϵ2.

و: un+1 ∈ T un لدينا ،n ∈N لكل بحيث E في (un) متتالية نبني بالاستقراء،
H (T un , T un+1) ≤λD (un−1, un)+

(
a +β+γ

as +β

1− sγ

)
ϵn ;

D (un , un+1) ≤ H (T un−1, T un)+ϵn .

التاليتين: المتراجحتين من الموجبة. الحقيقية الأعداد من متتالية هي (ϵn) حيث
D (un , un+1) ≤ H (T un−1, T un)+ϵn ;

H (T un−1, T un) ≤λD (un−2, un−1)+
(

a +β+γ
as +β

1− sγ

)
ϵn−1;

على نحصل
D (un , un+1) ≤λρ (un−2, un−1)+

(
a +β+γ

as +β

1− sγ

)
ϵn−1 +ϵn .

لنختر .un ∈ T un بالضرورة لدينا فسيكون وإلا .n ∈ N لجميع un+1 6= un أن فرض يمكننا
تحقق: (ϵn) المتتالية ونختار 0 <λ+q < 1 يحقق: q موجباً )عدداً

a +β+γ
as +β

1− sγ

)
ϵn−1 +ϵn < qD (un−2, un−1) .

على: عندئذ نحصل
D (un , un+1) ≤ηD (un−2, un−1) ; (3 .10)

لدينا ،n طبيعي عدد لكل أنه نستنتج ،(3 .10) من .η=λ+q حيث
D (un , un+1) ≤ (p

η
)n (p

η
)−1 D (u0, u1) .
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.u∗ = u∗(u, v, q) ∈ E عنصر إلى تتقارب (un) المتتالية أن نستنتج ،1.1 التوطئة من
لدينا: .u∗ ∈ T u∗ أن لنثبت

D
(
u∗, T u∗)≤ sD

(
u∗, un+1

)+ sD
(
un+1, T u∗)

≤ sD
(
u∗, un+1

)+ sH
(
T u∗, T un

)
≤ sD

(
u∗, un+1

)+ saD
(
u∗, un

)+ sβ
(
D

(
u∗, T u∗)+D (un , T un)

)
+ sγ

(
D

(
u∗, T un

)+D
(
un , T u∗))

≤ sD
(
u∗, un+1

)+ saD
(
u∗, un

)+ sβD
(
u∗, T u∗)+ sβD (un , un+1)

+γD
(
u∗, un+1

)+ s2γD
(
un , u∗)+ s2γD

(
u∗, T u∗)

.

على: نحصل ،n ↑ +∞ عندما
D

(
u∗, T u∗)≤ sβD

(
u∗, T u∗)+ s2γD

(
u∗, T u∗)

;

أن نستنتج فإننا ،sβ+ s2γ < 1 أن بما .(1− sβ− s2γ
)

D
(
u∗, T u∗) ≤ 0 إلى: يؤدي وهذا

.u∗ ∈ T u∗ أن: أي ،D
(
u∗, T u∗)= 0

.1.3 المبرهنة إثبات في كما استنتاجها يتم الثانية النقطة
5.3 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة 5.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

فإن إذن، .SFix(T ) 6= ; و محققة، 2.3 المبرهنة في المذكورة الشروط أن نفرض
.SFix(T ) =Fix(T ) = {

u∗}
v∗ ∈ أن لنفرض و u∗ ∈ SFix(T ) لتكن .SFix(T ) 6= ; لدينا الشرط، بافتراض برهان.
،d = e = γ و b = c = β أخذ مع ،2.2 المبرهنة في الإثبات أسلوب نفس باتباع .Fix(T )

على نحصل فإننا ،min
{
β,γ

} 6= 0 أن بما .(1− a − 2γ)D(u∗, v∗) ≤ 0 على: نحصل فإننا
فإن لذلك، .1 − a − 2γ > 0 أن يعني وهذا .a + 2γ ≤ a + 2sγ < a + 2β+ 2sγ = 1

.SFix(T ) =Fix(T ) = {
u∗} عليه يترتب وهذا .u∗ = v∗ إلى يؤدي مما ،D(u∗, v∗) = 0

3 .2 .3 ملاحظة
القيمة: وحيدة للتطبيقات ثابتة نقطة مبرهنات على نحصل التالية، للملاحظة نظراً

بواسطة: T : E →C (E ) القيم متعدد تطبيق يف تعر يمكننا تطبيق. T : E → E ليكن
Tu = {T u} .
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يلي: ما لدينا ذلك، على علاوة
H (Tu,Tv ) = D (T u, T v ) ; D (u,Tu) = D (u, T u) ; D (v,Tv ) = D (v, T v ) ;

D (u,Tv ) = D (u, T v ) ; D (v,Tu) = D (v, T u) .

.[23] البحثية ورقتنا في أيضًا إثباتها تم والتي التالية، المبرهنات وضع يمكننا لذلك،

6.3 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة 6.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

T : E −→ E تطبيق يوجد أنه ولنفرض ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن [23]
يحقق:

(3 .11)
D(T u, T v ) ≤ aD(u, v )+bD(u, T u)+cD(v, T v )+d D(u, T v )+eD(v, T u);

محقق. R2 أو R1 الشرطين أحد حيث:
.λ= min {d , e} مع θ = a +b + sλ

1−c − sλ
< 1 بـ: لنرمز

.Fix(T ) 6= ; فإن ،sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 كان أو مستمراً T كان إذا
.Fix(T ) = {

u∗} فإن ،a +d +e < 1 أيضًا كان إذا
7.3 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة 7.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

الشرط يحقق تطبيق T : E −→ E و ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن [23]
.d +e 6= 0 و b+c 6= 0 حيث: ،a+b+c + s(d +e) = 1 مع ،u, v ∈ E لجميع (3 .11)

.Fix(T ) 6= {
u∗} فإن ،sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 كان أو مستمراً T كان إذا

المتباينة إلى تؤدي (3 .11) المتباينة أن نستنتج ،D b-مسافة لـ التناظر خاصية باستخدام برهان.
التالية:

D(T u, T v ) ≤ aD(u, v )+β [D(u, T u)+D(v, T v )]+γ [D(u, T v )+D(v, T u)] ;

الوحدانية أما .Fix(T ) 6= ; أن نستنتج ،2.3 المبرهنة على ً بناء .γ= d +e

2
و β= b +c

2
حيث

.a +d +e < 1 من مباشرة فتسُتنتج
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1 .3 مثــــــــــــــــال

.u, v ∈ [0, 2] لجميع D(u, v ) = (u − v )2 بـ: المعرفة b-مسافة بـ مزودة E = [0, 2] لتكن
بـ: المعرف التطبيق T : E → E ليكن .s = 2 بثابت تام b-متري فضاء هو (E , D) الزوج

T u =


u

2
, u 6= 2

0, u = 2
(3 .12)

.a = b = c = 1

4
;δ = L = 0 مع هاردي-روجرز نوع من تقليص هو T أن لنبُرهن أولاً،

المتباينة فإن T u = T v كان إذا لأنه ،T u 6= T v فيها يكون التي الحالة فقط سنناقش
:u 6= v كل أجل من لدينا بداهة. محققة تكون (3 .11)

T u 6= T v ⇐⇒ (u, v ∈ [0, 2)∧u 6= v )∨ (
u ∈ [0, 2)∧ y = v

)∨ (v ∈ [0, 2)∧u = 2) .

نجد: ،u, v ∈ [0, 2) كان إذا .1
D(T u, T v ) = 1

4
(u −v )2 ; D(u, v ) = (u −v )2 ; D(u, T u) = 1

4
u2;

D(v, T v ) = 1

4
v 2; D(u, T v ) =

(
u − 1

2
v
)2

; D(v, T u) =
(

v − 1

2
u

)2
.

أنه: نلاحظ
D(T u, T v ) ≤ 1

4
D(u, v ).

محقق. التقليص شرط فإن وعليه،
على: أيضًا نحصل فإننا ،v = 2 و u ∈ [0, 2) كان إذا .2

D(T u, T v ) = 1

4
u2; D(u, v ) = (u −v )2 ; D(u, T u) = 1

4
u2;

D(v, T v ) = 4; D(u, T v ) = u2; D(v, T u) =
(

2− 1

2
u

)2
.

يكون: وعليه
D(T u, T v ) ≤ 1

4
D(v, T v );

على: نحصل فإننا ،u = 2 و v ∈ [0, 2) كان إذا .3
D(T u, T v ) ≤ 1

4
D(u, T u);
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ونجد: ،u, v ∈ E لجميع محققة (3 .11) المتباينة تكون إذن: . التقليص شرط يحقق مما
a +b +c +2sd = 1

4
+ 1

4
+ 1

4
= 3

4
< 1.

لدينا: ذلك، ومع مستمراً. ليس T أن الواضح من
sb + s2e = 2× 1

4
= 1

2
< 1;

a +d +e = 1

4
< 1.

تطبيق يمكن لا بينما .Fix(T ) = {
u∗} فإن وبالتالي محققة، 2.3 المبرهنة شروط جميع

،[28 .3 المبرهنة ،26 .3 المبرهنة ،22 .3 المبرهنة ،13 .3 المبرهنة ,30] المبرهنات كل
لأن

a +b +c +2sd = a +b +c +2se = 3

4
> 1

s
= 1

2
.

المعممة تقليصية -F التطبيقات 3.3

المعممة. F-تقليصية بـالتطبيقات متعلقة نتائج على الحصول يمكن السابقة نتائجنا باستعمال
8.3 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة 8.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

τ : (0,+∞) → دالة توجد أنه نفرض .s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
D(T u, T v ) 6= 0 مع u, v ∈ E لجميع أنه بحيث F : (0,+∞) →R متزايدة ودالة (0,+∞)

لدينا: ،
(3 .13)

τ(D(u, v ))+F (D(T u, T v )) ≤ F (aD(u, v )+bD(u, T u)+cD(v, T v )+d D(u, T v )+eD(v, T u));

محققاً. R2 أو R1 يكون حيث
،sc + s2d < 1 أو sb + s2e < 1 التالية: الشروط أحد تحقق إذا أو مستمراً T كان إذا

.Fix(T ) = {
u∗} فإن a +d +e ≤ 1 تحقق إذا ذلك، على علاوة .Fix(T ) 6= ; فإن

على نحصل فإننا متزايدة، دالة F و τ(D(u, v )) > 0 أن: بما برهان.
D(T u, T v ) < aD(u, v )+bD(u, T u)+cD(v, T v )+d D(u, T v )+eD(v, T u); (3 .14)
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يكون: وعليه ،D(T u, T v ) > 0 حيث u, v ∈ E كل أجل من
D(T u, T v ) ≤ aD(u, v )+bD(u, T u)+cD(v, T v )+d D(u, T v )+eD(v, T u).

.Fix(T ) 6= ; فإن ،2.3 للمبرهنة وفقاً هاردي-روجرز. نوع من معمم تقليص هو T فإن بالتالي،
و u = u∗ وبوضع ،Fix(T ) من عنصران v∗ و u∗ باعتبار محقق. a +d + e ≤ 1 أن نفرض

على: نحصل ،(3 .14) في v = v∗

D(T u∗, T v∗) < aD(u∗, v∗)+bD(u∗, T u∗)+cD(v∗, T v∗)+d D(u∗, T v∗)+eD(v∗, T u∗).

على نحصل ثم،
(1−a −d −e) D(u∗, v∗) < 0

نستنتج: وبالتالي المبرهنة، شروط وهذا ،1 < a+d +e على نحصل فإننا D(u∗, v∗) 6= 0 كان إذا
البرهان. ينهي مما الثابتة، النقطة وحدانية على يدل ما وهو .u∗ = v∗

9.3 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة 9.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

متزايدة ودالة τ : (0,+∞) → (0,+∞) ودالة ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
:D(T u, T v ) > 0 مع u, v ∈ E لجميع أنه بحيث F : (0,+∞) →R

(3 .15)
τ(D(u, v ))+F (s D(T u, T v )) ≤ F (aD(u, v )+bD(u, T u)+cD(v, T v )+d D(u, T v )+eD(v, T u)) ;

محقق. a +b +c +2se < s أو a +b +c +2sd < s الشرطين: أحد حيث
،sc + s2d < s أو sb + s2e < s التالية: الشروط أحد تحقق إذا أو مستمراً T كان إذا

.Fix(T ) = {
u∗} فإن a +d +e ≤ s تحقق إذا ذلك، على علاوة .Fix(T ) 6= ; فإن

1 .3 .3 ملاحظة
أضعف 3.3 و 2.3 المبرهنة شروط أن لنوضح F-تقليصية.] التطبيقات نتائج مع [المقارنة
(2.1 و 2.1 3. 26](المبرهنات المبرهنة ،13 .3 المبرهنة ,30] المبرهنات شروط من

.s > 1 يكون عندما
دالة هي F أن فرض من أضعف وهي متزايدة، دالة هي F أن فرضنا أولاً، •

تماما. متزايدة
مبرهنتنا. في ية ضرور ليست F لـ ية الاستمرار •

.3.3 المبرهنة في ضروري غير τ ∈ Sω الشرط •
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.1

s
< 1 لأن ،(R1) تستلزم (H 2

s ) و (R1) تستلزم (H 1
s ) لدينا: •

ية. ضرور ليست b 6= 1

s
و c 6= 1

s
مثل الإضافية الشروط •

.a+b+sd 6= 0 مع c +sd = 1

s
−(a +b + sd ) على نحصل (H 1

s ) الشرط من •
.c = 1

s
أن يعني مما a = b = d = 0 على نحصل فإننا ،a +b + sd = 0 تحقق إذا

بمعنى أو ،c + sd < 1

s
أن نستنتج ثم ومن .c 6= 1

s
أن فرض مع يتناقض هذا

نحصل يقة الطر وبنفس .(H 1
s
)⇒ sc + s2d < 1 وبالتالي، .sc + s2d < 1 آخر

وبالتالي، .(H 2
s
)⇒ sb + s2e < 1 ))على:

H 1
s

)
∨

(
H 2

s

))
=⇒

[
(R1)∨ (R2)

]
∧

[(
sc + s2d < 1

)
∨

(
sb + s2e < 1

)]
a+d+e < لدينا حيث ،s2a+s3(d+e) ≤ 1 من أضعف a+d+e < 1 الشرط •

.s2a + s3(d +e)

،2.1 و 2.1 المبرهنات من s > 1 أجل من بناخ لمبرهنة تمديد استنتاج يمكننا لا •
مع يتناقض وهو a = 1

s
على نحصل فإننا ،b = c = d = e = 0 كانت إذا لأنه

.s2a ≤ 1 الثاني الشرط
لأنه ،s > 1 لما 2.1 و 2.1 المبرهنات من Chatterjea مبرهنة استنتاج يمكننا لا •
دمج وعند 2se = 1

s
أو 2sd = 1

s
على نحصل فإننا ،a = b = c = 0 كانت إذا

يتناقض وهو ،s ≤ 1 على نحصل فإننا ،s3(d +e) ≤ 1 الشرط مع الشروط هذه
.s > 1 أن فرض مع

الشروط أخرى، ناحية من •[
(R1)∨ (R2)

]
∧

[(
sc + s2d < 1

)
∨

(
sb + s2e < 1

)
∨ (

T مستمر )]
(

H 1
s
)∨ القوي الشرط أن حين في ،Fix(T ) 6= ; أن تضمن 3.3 و 2.3 للمبرهنة

المبرهنة ،13 .3 المبرهنة ,30] المبرهنات (انظر 2.1 و 2.1 المبرهنات في (
H 2

s
)

يظهر هذا .Fix(T ) 6= ; أن يضمن لا ([28 .3 المبرهنة ،26 .3 المبرهنة ،22 .3
.3.3 للمبرهنة أخرى فائدة

الموضوعة الشروط من أضعف 2.3 المبرهنة شروط أن نستنتج الملاحظات، هذه من
أضعف بشروط Fix(T ) 6= ; أن نضمن ذلك، على علاوة .2.1 و 2.1 المبرهنات في

وأقل.
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حالة في 2.1 و 2.1 المبرهنات وتحسن تمدد 3.3 و 2.3 المبرهنة أن القول يمكن أخيراً:
.s > 1

2 .3 .3 ملاحظة
النتيجة تحسن 3.3 المبرهنة أن لنوضح الضعيف.] F-تقليص التطبيقات نتائج مع [المقارنة

الأطروحة). هذه في 2.1 (المبرهنة [2 .5 المبرهنة ,55]
على نحصل ،a +b +c + (s +1)d < 1 الشرط من .1

d < 1−η

s +1
;

نستنتج ،a +b +c +2sd < s الشرط ومن
d < s −η

2s
;

لدينا الأخرى، الجهة من .η= a +b +c < 1 حيث
s −η

2s
− 1−η

s +1
= s2 + (η−1)s −η

2s(s +1)
> 0;

يستلزم a+b+c+(s+1)d < 1 الشرط ثم، ومن .1−η

s +1
< s −η

2s
أن يعني وهذا

a+b+c+(s+1)e < الشرط أن نستنتج يقة، الطر وبنفس .a+b+c+2sd < s

.a +b +c +2se < s يستلزم 1

هذا .c+sd < 1−a−b−d على نحصل ،a+b+c+(s+1)d < 1 الشرط من .2
بنفس .1−a −b −d < 1 لأن ،sc + s2d < s(1−a −b −d ) < s أن يعني

.sb + s2e < 1 يستلزم a +b +c + (s +1)d < 1 الشرط يقة، الطر
و a +b + c +2sd < s من كلا يستلزم a +b + c + (s +1)d < 1 الشرط وبالتالي،
a+b+c+2se < s من كلا يستلزم a+b+c+(s+1)e < 1 والشرط ،sc+s2d < s

.sb + s2e < s و
.2.1 المبرهنة في الشروط من أضعف 2.3 المبرهنة في الشروط أن يظهر هذا
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1 .3 مثــــــــــــــــال

-b فضاء هو (E , D) فإنّ إذاً، .D(u, v ) = (u −v )2 بالمسافة مزودا E = {0, 1, 2} لتكن
أن سنثبت .T 2 = و1 T 0 = T 1 = 0 يلي: كما T : E → E نعرف .s = 2 بثابت تام متري

.δ= L = 1

16
و α=β=γ= 1

4
مع معمم موسع غير تطبيق هو T

فإن: ،v = 2 و u = 0 كان إذا .1
D(T u, T v ) = 1; D(u, v ) = 4; D(u, T u) = 0;

D(v, T v ) = 1; D(u, T v ) = 1; D(v, T u) = 4.

فإن ،v = 2 و u = 1 كان إذا .2
D(T u, T v ) = 1; D(u, v ) = 1; D(u, T u) = 1;

D(v, T v ) = 1; D(u, T v ) = 0; D(v, T u) = 4.

.u, v ∈ E لجميع تتحقق (3 .11) المتباينة أن نلاحظ بسيطة، حسابات إجراء خلال من
وأن d +e 6= 0 و b +c 6= 0 لدينا ذلك، على علاوة

a +b +c + s(d +e) = 1

4
+ 1

4
+ 1

4
+2

(
1

16
+ 1

16

)
= 1.

التأكد يمكن بسيط بحساب .u = 0 وهي وحيدة، ثابتة نقطة يملك فإنه مستمر، T أن وبما
2.1 و 2.1 المبرهنات تطبيق يمكن لا لذا، محققين. غير (H 2

s ) و (H 1
s ) الشرطين أن من

.([8 .3 المبرهنة ،26 .3 المبرهنة ،22 .3 المبرهنة ،13 .3 المبرهنة ,30] (انظر

التطابق نقاط مبرهنات 4.3

التقليصية. الشروط من خاص نوع يحققان لتطبيقين التطابق نقاط مبرهناتحول القسم هذا في نقدم

10.3 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة 10.3م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

الشروط يحققان تطبيقان T, S : E → E و ،s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
التالية:

مغلقة. مجموعة S(E ) و T (E ) ⊆ S(E ) (C1)
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u, v ∈ E كل أجل من (C2)

D (T u, T v ) ≤ aD(Su, Sv )+bD(Su, T u)+cD(Sv, T v )+d D(Su, T v )+eD(Sv, T u),

المبرهنة شروط أو 2.3 المبرهنة شروط تحقق موجبة حقيقية أعداد a, b, c , d , e حيث
.2.3

التلاقي نقطة فإن ،a +d +e < 1 تحقق إذا .S و T لـ تطابق نقطة الأقل على يوجد إذن:
الثابتة النقطة هي التلاقي نقطة فإن ضعيفاً، متوافقين S و T كانت وإذا وحيدة، S و T لـ

.S و T لـ المشتركة الوحيدة

باستخدام الخالية، غير المجموعات من عائلة هي (S−1({w }))w∈S(E ) أن نلاحظ ً أولا برهان.
تطبيقاً S : X → S(E ) تطبيق يكون و ،S(X ) = S(E ) بحيث X ⊆ E مجموعة يوجد الاختيار، مسلمة

تقابليا.
التالي: النحو على G : S(X ) → S(X ) جديداً تطبيقاً نعُرف

∀w ∈ S(X ) : G w = T (S−1w ).

.T (E ) ⊆ S(E ) = S(X ) لأن جيد بشكل معرف G أن لاحظ
:z , w ∈ S(X ) لجميع أنه على نحصل (C2) الشرط من

D (G z ,G w ) = D
(
T (S−1z), T (S−1w )

)
≤ aD(SS−1z , SS−1w )+bD(SS−1z , T S−1z)+cD(SS−1w, T S−1w )

+d D(SS−1z , T S−1w )+eD(SS−1w, T S−1z)

≤ aD(z , w )+bD(z ,G z)+cD(w,G w )+d D(z ,G w )+eD(w,G z).

أو 2.3 المبرهنتين أحد بتطبيق معمم، موسع غير تطبيقا يكون أو معمما تقليصا G يكون وعليه
.Fix(G) 6= ; أن: نستنتج ،2.3

أن بما أخرى، ناحية من .T (S−1ζ) = ζ أن: يعني مما Gζ = ζ لدينا: ،ζ ∈ Fix(G) ليكن
أن: نستنتج وبالتالي .ζ= Su∗ بحيث u∗ ∈ X يوجد فإنه ،Fix(G) ⊆ S(X )

T (S−1ζ) = ζ =⇒ T (S−1Su∗) = Su∗ =⇒ T u∗ = Su∗.

.S و T لـ تطابق نقاط هي G لـ الثابتة النقاط جميع أن يعني وهذا
يوجد أنه أي ،S و T لـ تلاق نقطتا هما z1, z2 ∈ E و محقق، a +d +e < 1 الشرط أن نفرض
و u = u∗ مع (C2) باستخدام .z2 = T v∗ = Sv∗ و z1 = T u∗ = Su∗ بحيث: u∗, v∗ ∈ E
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على: نحصل v = v∗

D
(
T u∗, T u∗)≤ aD(Su∗, Sv∗)+bD(Su∗, T u∗)+cD(Sv∗, T v∗)+d D(Su∗, T v∗)+eD(Sv∗, T u∗).

على: نحصل ثم
D

(
T u∗, Sv∗)≤ aD(T u∗, Sv∗)+d D(T u∗, T v∗)+eD(Sv∗, T u∗).

أن: يعني مما
(1−a −d −e)D

(
T u∗, Sv∗)≤ 0,

أن يعني مما T u∗ = Sv∗ وبالتالي ،D
(
T u∗, Sv∗) = 0 كانت إذا فقط المتباينة هذه وتتحقق

.z1 = z2

u∗ ∈ E يوجد إذن ،S و T لـ تلاق نقطة هي w ∈ E و ضعيفاً، متوافقتين S و T أن نفرض
بحيث:

T u∗ = Su∗ = w =⇒ T Su∗ = T w و ST u∗ = Sw =⇒ Sw = T w.

على: نحصل وبالتالي ،S و T لـ تلاق نقطة أيضًا هي w ثم
Sw = T w = T u∗ = Su∗ = w.

.S و T بين المشتركة الوحيدة الثابتة النقطة هي w أن يعني وهذا
التالية. الشهيرة النتيجة على نحصل ،b = c = d = e = 0 بوضع

1.3 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة 1.3نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

T, S : E → E تطبيقين وجود لنفرض .s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
يتحقق: u, v ∈ E لجميع وأنه ،(C1) الشرط يُحققان

D (T u, T v ) ≤ aD(Su, Sv ), (3 .16)
.a < 1 حيث

ضعيف، بشكل متوافقين Sو T كان وإذا .Sو T للتطبيقين وحيدة تطابق نقطة يوجد إذاً:
.Sو T لـ الوحيدة المشتركة الثابتة النقطة هي هذه التطابق نقطة فإن

فإن T = I لما أنه نلاحظ معمم. توسيع شرط تستعمل التي التالية، المبرهنة على نحصل T = I لما
متوافقان S و I التطبيقان كذلك غامر. تطبيق S أن يعني والذي E ⊆ S(E ) يصبح: (C1) الشرط

ضعيفا.
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S : E → E غامر تطبيق وجود لنفرض .s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
يتحقق: u, v ∈ E كل أجل من حيث

(3 .17)
D (u, v ) ≤ aD(Su, Sv )+bD(Su, u)+cD(Sv, v )+d D(Su, v )+eD(Sv, u),

.2.3 المبرهنة شروط أو 2.3 المبرهنة شروط تحقق موجبة حقيقية أعداد a, b, c , d , e حيث

وحيدة. الثابتة النقطة فإن ،a+d +e < 1 تحقق وإذا .S لـ الأقل على ثابتة نقطة يوجد إذاً:

ثابتة نقطة وجود تضمن التي الشهيرة، التالية النتيجة نجد 0 < a < 1 و b = c = d = e = 0 لما
الموسعة. للتطبيقات وحيدة

2.3 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة 2.3نȘيـــــــجة نȘيـــــــجة

غامر S : E → E تطبيق وجود لنفرض .s ≥ 1 بثابت تاما ياً b-متر ً فضاء (E , D) ليكن
:u, v ∈ E كل أجل من يحقق

k ×D (u, v ) ≤ D(Su, Sv ), (3 .18)
.k > 1 حيث

.S للتطبيق وحيدة ثابتة نقطة يوجد إذاً:

1 .4 .3 ملاحظة
أننا كما ،T u = Su التطابق نقطة مسألة دراسة عند مناسب 4.3 المبرهنة استعمال إن
أن لابد الذي التقليصي الشرط عن زائدة للتطبيقين إضافية توافق خواص إلى نحتاج
مسائل لدراسة مناسبة فهي الثاني للفصل الثابتة النقاط مبرهنات أما التطبيقين. يحققه
والتي Su = u و T u = u المعادلتين: جملة دراسة يكافئ ما أو المشتركة، الثابتة النقطة
نحتاج لا أننا الثاني الفصل لنتائج الإيجابية التطابق. نقطة مسألة من خاصة حالة تعتبر

.S(E ) أو T (E ) مغلوقية ولا التطبيقين بين توافق شروط أي
تتقارب متتالية لبناء يقة طر لدينا المشتركة الثابتة النقاط مبرهنات في أخرى، ناحية من
نقطة مبرهنة في أما للمتتالية. التقارب خطأ تقدير يمكن كما المشتركة، الثابتة النقطة نحو
التي المتتالية فإن عملية، غير التطابق نقطة نحو تتقارب التي المتتالية بناء يقة فطر التطابق،
un+1 = T (S−1un) العبارة: إلى تؤول التي un+1 = Gun بـ: المعرفة هي نستعملها
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.un+1 = T vn حساب ثم un = Svn المعادلة حل عبر يتم المتتالية هذه بناء عمليا: .
الحالات. بعض في ممكنا غير أو عامة، صعبا يكون قد un = Svn المعادلة حل
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4ŭř Ļǥȋń
ļņŅ ļť Ŀȏ ľŉŝ ļǓ

الثابتة النقطة لمسألة Ulam-Hyers أولام-هايرز استقرار 1.4

[78] 1.4 Ȗعرʈـــــف

النقطة مسألة أن نقول .T : E → E وتطبيق ،s ≥ 1 بثابت يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
الثابتة

u = T u; (4 .1)
لكل بحيث: cT > 0 ثابت وجُد إذا Ulam-Hyers أولام-هايرز بمفهوم مستقرة مستقرة

للمتراجحة v∗ حل ولكل ε> 0

D (v, T v ) ≤ ε; (4 .2)
يحقق: (4 .1) لـ u∗ حل يوجد

D
(
u∗, v∗)≤ cT ε. (4 .3)
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[78 ,77]2.4 Ȗعرʈـــــف

و cT > 0 ثابت وجُد إذا أولام-هايرز بمفهوم محليا مستقرة (4 .1) الثابتة النقطة مسألة
لـ u∗ حل يوجد ،(4 .2) للمتراجحة v∗ حل ولكل ،0 < ε ≤ ε0 لكل يحقق: ε0 > 0

(1. 4)يحقق:
D

(
u∗, v∗)≤ cT ε. (4 .4)

.D المسافة على أيضًا يعتمد الثابتة النقطة لمسألة أولام-هايرز بمفهوم الاستقرار أن نلاحظ

1 .4 مثــــــــــــــــال

التالية الثابتة النقطة مسألة لنعتبر
u = T u; (4 .5)

حيث ،Dp (u, v ) = |u −v |p ية b-المتر المسافة مع E =R لنأخذ .T u = 1

2
sin(u) حيث

.u∗ = 0 هو (4 .5) لـ الوحيد والحل ،a = 1

2p مع تقليص هو T فإن وبالتالي، .p ≥ 1

للمتراجحة: حل v∗ و ،ε> 0 لنأخذ
|v − 1

2
sin(v )|p ≤ ε;

لدينا
Dp (u∗, v∗) = |v∗|p

≤ 2p−1|v∗− 1

2
sin(v∗)|p +2p−1|1

2
sin(v∗)|p

≤ 2p−1ε+2p−1 1

2p |v∗|p

= 2p−1ε+ 1

2
|v∗|p .

يحقق cT = 2p−2 ثابت يوجد أنه يعني مما .Dp (u∗, v∗) ≤ 2p−2ε على نحصل وبالتالي
.1.4 التعريف
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[25]3.4 Ȗعرʈـــــف

مسألة على يطُلق القيم. متعدد تطبيقاً T : E −→ C (E ) و b-متري فضاء (E , D) لتكن
الثابتة النقطة

x ∈ T x , x ∈ E I
y∗ ∈ E حل ولكل ε> 0 لكل أنه بحيث c > 0 وجُد إذا أولام-هايرز بمفهوم مستقرة أنها

للمتراجحة
D

(
y, T y

)≤ ε, II
.D

(
x∗, y∗

)≤ cε يحقق: I الثابتة النقطة لمسألة x∗ حل يوجد
.I الثابتة النقطة لمسألة ϵ−حل بـ: II لـ y∗ ∈ E الحل يسمى

بية قرُ فيها نستعمل لا أولام-هايرز، بمفهوم الاستقرار مسألة حول عامة شروطا تعطي التالية المبرهنة
التطبيق. قيم

1.4 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة 1.4م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

ضعيف. C-بيكار تطبيق T : E →C (E ) و s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
أولام-هايرز. بمفهوم مستقرة I الثابتة النقطة مسألة إذن

يوجد الأدنى، الحد يف تعر حسب .I الثابتة النقطة لمسألة ϵ-حل هو v∗ و ،ϵ> 0 ليكن برهان.
حيث: w ∈ T v∗

D(v∗, w ) ≤ 2D
(
v∗, T v∗)

.

T ∞ لـ f ∗ : G(T ) → F i x(T ) اختيار دالة يوجد فإنه ضعيف، C-بيكار تطبيق هو T أن وبما
بحيث:

D(u, f ∗(u, v )) ≤C D(u, v ).

يحقق: u∗ وعليه .(v∗, w ) ∈G(T ) لأن: u∗ = f ∗(v∗, w ) ∈Fix(T ) بأخذ:
D(v∗, u∗) ≤C D(v∗, w ) ≤ 2C D

(
v∗, T v∗)≤ 2Cϵ.

ينهي وهذا .c = 2C ثابت مع أولام-هايرز بمفهوم مستقرة هي I الثابتة النقطة مسألة إذن،
البرهان.
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1 .1 .4 ملاحظة
إمكانية حول [71] الورقة في طُرح الذي المفتوح السؤال على إجابة المبرهنة هذه توفر
القيم بية قرُ افتراض دون I الثابتة النقطة لمسألة أولام-هايرز بمفهوم الاستقرار إثبات
شرط وهو مغلقة، قيمه T أن بافتراض نكتفي ذلك، إلى بالإضافة .T يأخذها التي
السؤال لهذا إجابة 1.4 المبرهنة توفر باختصار، مغلق. بيان إلى الحاجة من تقييداً أقل

ضعيفة. شروط وتحت يةّ b-المتر للفضاءات العام الإطار في المفتوح

تطبيقات هي 2.3 المبرهنة أو 1.3 المبَرهنة شروط تحقق التي القيم متعددة التطبيقات أن بما
التالية. النتيجة تقديم يمكننا فإنه ضعيفة، C-بيكار

2.4 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة 2.4م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

يحقق القيم متعدد تطبيق T : E →C (E ) و s ≥ 1 بثابت تاما يا b-متر فضاء (E , D) ليكن
أولام-هايرز. بمفهوم مستقرة I الثابتة النقطة مسألة إذن .2.3 المبرهنة أو 1.3 المبرهنة شروط

2 .1 .4 ملاحظة
d = e = γ ،b = c = β:حالة في [2 .4 المبرهنة ,25] لـ برهانا لنا يقدم 1.4 المبرهنة
,25] الواقع، في .SF i x (T ) 6= ; الإضافي الشرط وضع بعدم وذلك بتحسينها، وأيضًا
(F1)− (F3) الاعتيادية الشروط جانب إلى الإضافي الشرط هذا يتطلب [2 .4 المبرهنة

أوسع. بشكل للتطبيق قابلة 1.4 المبرهنة أن يظهر هذا .4.1 المبرهنة في المذكورة

2 .4 مثــــــــــــــــال

نعرفّ ،U2 = (u2, v2) ∈ Eو U1 = (u1, v1) ∈ E لكل .E = [0, 1]× [0, 1] المجموعة لنعتبر
b-متري فضاء هو (E , D) فإن إذاً، .D(U1,U2) = |u1−u2|2+|v1−v2|2 b-متري الفضاء
بالشكل المعرفّة Tη,µ : E −→C (E ) القيم متعددة التطبيقات عائلة نعتبر .s = 2 بثابت تام

.0 ≤η≤µ< 1 حيث ،U = (u, v ) لكل ،Tη,µU = [0, 1]× [
sin(ηv ), sin(µv )

]
أن: ملاحظة يمكننا ،(a, b) ∈ Tη,µU1و U2 = (u2, v2) ∈ E ،U1 = (u1, v1) ∈ E لكل

D((a, b), Tη,µU2) = inf
(x ,y)∈Tη,µX2

D
(
(a, b), (x , y)

)= inf
(x ,y)∈Tη,µX2

|b − y |2.
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على: نحصل
H

(
Tη,µU1, Tη,µU2

)= max
{
|sin

(
ηv1

)−sin(ηv2)|2, |sin
(
µv1

)−sin(µv2)|2
}

.

على: نحصل المتوسطة، القيم مبرهنة على ً بناء
H

(
Tη,µU1, Tη,µU2

)≤µ2|v1 −v2|2 ≤µ2D (U1,U2) .

b = c = d و= a =µ2 < 1 حيث D إلى بالنسبة معممة تقليصات هي Tη,µ فإن لذلك،
نقطة الأقل على تملك Tη,µ أن نستنتج 2.2 المبرهنة خلال من فإنه ،µ< 1 أن بما .e = 0

ثابتة.
إلى الإشارة يجدر .µ ∈

[
1

4
, 1

[
لما و4.1 4.1 المبرهنتان تطبيق يمكن لا السابق، المثال مثل

لكل F i x
(
Tη,µ

) = {(0, و{(0 SF i x
(
Tη,µ

) =; لدينا ،Tη,µ التطبيقات يف تعر من أنه
.0 ≤η≤µ بحيث η,µ ∈ [0, 1[

المطلوب الشرط لأن ([2 .4 Theorem ,25]) تطبيق يمكننا لا أخرى، ناحية من
متحقق. غير SF i x

(
Tη,µ

) 6= ;

الديناميكية للبرمجة الدالية لمعادلات 2.4

العائد بدالة النظام سلوك وصف يتم المستمرة، المراحل المتعددة للعمليات الديناميكية البرمجة في
:([11] (انظر التالية المعروفة الدالية المعادلة بواسطة والمعطاة المستمرة، للعملية u : S −→R

u(x) = sup
y∈M

[
f (x , y)+G

(
x , y, u(φ(x , y))

)]
, ∀x ∈ S, (4 .6)

G : S ×M ×R −→ Rو f : S ×M −→ Rو العملية، يل تحو تسُمى φ : S ×M −→ R أن حيث
X و القرارات، فضاء هو M ⊂ Y و الحالات فضاء هو S ⊂ X حيث جيداً، معرفة تطبيقات هي

بناخ. فضاءان Y و
لكل المعرف D بالمتري المزود ،S على المعرفة المحدودة الحقيقية الدوال فضاء (B(S), D) ليكن

يلي: كما Φ1,Φ2 ∈B(S)

D(Φ1,Φ2) = sup
x∈S

|Φ1(x)−Φ2(x)|p ;

.2 ≤ p يحقق: صحيح عدد p حيث
كوشية متتالية أي إن حيث ،s = 2p−1 ≥ 2 بمعامل تام b-متري فضاء هو (B(S), D) فإن وعليه،
محدودتان. Gو f أن نفترض ثم، ومن .z∗ محدودة دالة إلى بانتظام تتقارب Z =B(S) في (zn)
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يلي: كما Φ ∈B(S) لكل معرف T : B(S) −→B(S) المؤثر فإن وبالتالي،

TΦ(x) = (TΦ)(x) = sup
y∈D

[
f (x , y)+G

(
x , y,Φ(φ(x , y))

)]
, ∀x ∈ S,

جيداً. معرف مؤثر وهو
3.4 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة 3.4م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

x , t ∈ Sو Φ1,Φ2 ∈ B(S) لكل أنه ولنفرض ،(B(S), D) التام b-المتري الفضاء لنأخذ
لدينا: ،y ∈ Dو

|G (
x , y,Φ1(t )

)−G
(
x , y,Φ2(t )

)| ≤ηN (Φ1,Φ2) , (4 .7)
إن: حيث

N (Φ1,Φ2) = [
D (Φ1, TΦ1)+D (Φ2, TΦ2)

] 1
p ,

محدود. وحيد حل لها (4 .6) الدالية المعادلة فإن إذاً، .η ∈
[

0, 1
2

و(
من y1, y2 اختيار يمكننا .Φ1,Φ2 ∈B(S) و تماما، موجب عدد θ وأن ،x ∈ S لنفرض برهان.

بحيث: D

TΦ1(x) < f (x , y1)+G
(
x , y1,Φ1(φ(x , y1))

)+θ (4 .8)
و

TΦ2(x) < f (x , y2)+G
(
x , y2,Φ2(φ(x , y2))

)+θ. (4 .9)
التالية: التقديرات T تعريف من نعلم كما

TΦ1(x) > f (x , y2)+G
(
x , y2,Φ1(φ(x , y2))

)
, (4 .10)

و
TΦ2(x) > f (x , y1)+G

(
x , y1,Φ2(φ(x , y1))

)
. (4 .11)

على: نحصل و(11. 4)، (4 .8) على ً بناء
TΦ1(x)−TΦ2(x) <G

(
x , y1,Φ1(φ(x , y1))

)−G
(
x , y1,Φ2(φ(x , y1))

)+θ

< |G (
x , y1,Φ1(φ(x , y1))

)−G
(
x , y1,Φ2(φ(x , y1))

)|+θ

<ηN (Φ1,Φ2)+θ. (4 .12)
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على: نحصل و(10. 4)، (4 .9) باستخدام مشابهة، يقة وبطر
TΦ2(x)−TΦ1(x) <ηN (Φ1,Φ2)+θ. (4 .13)

على: نحصل و(13. 4)، (4 .12) المتراجحتين بين الجمع خلال من وبالتالي،
|TΦ2(x)−TΦ1(x)| <ηN (Φ1,Φ2)+θ. (4 .14)

على: نحصل جيمسون، متراجحة وباستخدام
|TΦ2(x)−TΦ1(x)|p < 2p−1ηp [

N (Φ1,Φ2)
]p +2p−1θp . (4 .15)

نستنتج ،x ∈ S لكل صحيحة (4 .15) أن بما
D (TΦ2, TΦ1) < 2p−1ηp [

N (Φ1,Φ2)
]p +2p−1θp . (4 .16)

نستنتج ،(4 .16) على وبالاعتماد ية، اختيار θ لأن ونظراً
D (TΦ2, TΦ1) < 2p−1ηp [

N (Φ1,Φ2)
]p = 2p−1ηp [

D (Φ1, TΦ1)+D (Φ2, TΦ2)
]

.

β = γ و= α = δ = L = 0 مع (3 .11) هاردي-روجرز تقليص شرط تحقق يتم وبالتالي،
.η< 1

2
أن حيث ،α+β+γ+2sL =β+γ= (2η)p < 1 لدينا ذلك، على علاوة .2p−1ηp

.S على محدوداً وحيداً ً حلا يمتلك T فإن ذلك، على ً وبناء

1 .2 .4 ملاحظة
الشرط تحت النتيجة نفس إثبات تم [30] المرجع في

|G (
x , y,Φ1(t )

)−G
(
x , y,Φ2(t )

)| ≤Ψ
(
χp (Φ1,Φ2)

)
, (4 .17)

مع y ∈ D ،x , t ∈ S حيث
χp (Φ1,Φ2) = 1

2p

[
D (Φ1, TΦ1)+D (Φ2, TΦ2)

] 1
p ,

يلي: كما معرفّة Ψ : (0,∞) −→ و(∞,0)

Ψ(t ) =


(3t )

1
p

2
1+ 3

p

, < t ≤ 1;

1

2
1− 1

p

, t > 1.
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حيث ،(4 .17) من أضعف (4 .7) المقابل الشرط أن ملاحظة السهل من بالتالي،
أن

Ψ(t ) ≤ max

 (3)
1
p

2
1+ 3

p

,
1

2
1− 1

p

< 1.

تحقق لإظهار خاصة يلة طو حسابات إلى احتاجوا [30] في المؤلفين أن إلى نشير أخيراً،
إلى 34 الصفحات عبر الحسابات إجراء (تم [28 .3 المبرهنة ,30] في التقييدية الشروط
أكثر حسابات أيضًا يوفر ،(4 .17) من أضعف هو الذي (4 .7) الشرط بينما، .(38

المثال. هذا في يظهر كما بسهولة للتحقق قابلة شروط مع مرونة

التكاملية-تفاضلية المعادلات 3.4

دمجها يمكن أو تكاملية، معادلة شكل على صياغتها إعادة يمكن ياضية الر المعادلات من الـكثير
هذا نسمي معا، وتفاضلية تكاملية مؤثرات فيها تظهر معادلات لتعُطينا التفاضلية، المعادلات مع
من اشتقاقا تكا-تفاضلية المعادلات أحيانا أو تفاضلية-تكاملية، المعادلات بـ: المعادلات من النوع

Integro-dfierrential. الأجنبية: التسمية
التالية: المسألة لتكن

u′(t ) = g (t )+
∫t

0
f (s, t , u(s)) d s, t ∈ [0, A]; (4 .18)

u(0) = uo ∈R. (4 .19)
و: 0 < A حيث

المجهولة. الدالة هي u : [0, A] →R .1
حيث: معطاة، دوال g : [0, A] →R و f : ∆×R→R .2

∆=
{

(s, t ) ∈ [0, A]2 | 0 ≤ s ≤ t
}

.

مؤثر هو S و T u = u′ حيث T u = Su تطابق: نقطة ممسألة شكل على المسألة هذه معالجة يمكن
إلى C 1 الفضاء ينقل لا T أن في تكمن المشكلة لـكن للمعادلة، الأيمن الطرف في الظاهر التكامل

مباشرة. المبرهنات تطبيق يمكن وعليه نفسه،
التالية: النتيجة على ونتحصل ثابتة، نقطة مسألة إلى يلها تحو يمكننا هذا لأجل

108



ĽŇŮŅ ĽŉŮń ŭř Ļǥȋńļŷ ļŉ ľɩŅ ĽŉŮń ŚŅ ļť ĻȏŮń ļņŅ ĻŉŸő ľǇŲ 4.4 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة 4.4م؄فهنــــــــة م؄فهنــــــــة

الدالة: تكون بحيث f الدالة ونختار مستمرة، دالة g لتكن
t →

∫t

0
f (s, t , u(s)) d s,

مستمرة. u كانت كلما ومستمرة معرفة
الشروط: تحقق K : ∆→R موجبة دالة توجد أنه نفرض

(K1)

| f (s, t , v1)− f (s, t , v2)| ≤ K (s, t )|v1 −v2|; (4 .20)
(s, t ) كل أجل من

.R من v2 و v1 وكل ∆ من
حيث: q > 1 يوجد (K2)

M = sup
0≤t≤A

∫t

0
[K (s, t )]q d s <∞.

.C 1([0, A]) الفضاء في وحيد حل (4 .18) للمسألة يوجد إذن

يلي: كما المعرفة b-مسافة بـ مزود C 1([0, A]) الفضاء ليكن برهان.
Dp (u1, v2) = max

0≤t≤A
e−αs |v1(s)−v2(s)|p + max

0≤t≤A
e−αs |v ′

1(s)−v ′
2(s)|p ;

بسهولة التأكد يمكن . α> 0 و ، 1

q
+ 1

p
= 1 يحقق: الذي أي ،q العدد مرافق هو p ≥ 1 حيث

.s = 2p−1 بثابت: تام b-متري فضاء (
C 1([0, A]), Dp

) أن
كالتالي: E المجموعة نعرف الآن

E =
{

v ∈C 1([0, A]) | u(0) = u0

}
.

b-متري فضاء (E , Dp ) الثنائية فإن وعليه ،C 1([0, A]) من مغلقة مجموعة E أن نلاحظ عندئذ
.s = 2p−1 بثابت: تام

التالية: u المجهول ذات المسألة ،E من v كل أجل من
u′(t ) = g (t )+

∫t

0
f (s, t , v (s)) d s, t ∈ (0, A]; (4 .21)

u(0) = uo ∈R. (4 .22)
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بـ: المعرفة للدالة أصلية دالة ايجاد مسألة هي
t → g (t )+

∫t

0
f (s, t , v (s)) d s, t ∈ [0, A]

قابل u وحيدا حلا تقبل المسألة هذه أن ومعلوم .u(0) = uo الابتدائي: الشرط تحقق والتي
من v بكل يرفق والذي T : E → E تطبيق: يف تعر يمكن وعليه مستمرة. مشتقة ذو للاشتقاق

. T v = u أي: الأصلية. الدالة لمسألة u الوحيد الحل E

تقليصيا. شرطا يحقق T ان لنبرهن .u(0) = u0 لأن جيدا، معرف T التطبيق
. T v2 = u2 و T v1 = u1 نضع: E من v2 و v1 كل أجل من

.Dp (T v1, T v2) = Dp (u1, u2) لدينا: يكون وعليه
لدينا: أخرى جهة من

|u′
1(t )−u′

2(t )| ≤
∫t

0
| f (s, t , v1(s))− f (s, t , v2(s))|d s

≤
∫t

0
K (s, t )|v1(s)−v2(s)|d s

≤
[∫t

0
K q (s, t )d s

] 1
q

[∫t

0
|v1(s)−v2(s)|p d s

] 1
p

نجد: وعليه
|u′

1(t )−u′
2(t )|p ≤ M

p
q

∫t

0
|v1(s)−v2(s)|p d s

= M
p
q

∫t

0
eαs e−αs |v1(s)−v2(s)|p d s

≤ M
p
q

∫t

0
eαs d s max

0≤t≤A
e−αs |v1(s)−v2(s)|p

= M
p
q

eαt −1

α
max

0≤t≤A
e−αs |v1(s)−v2(s)|p .

التالية: المتباينة على نتحصل إذن
max

0≤t≤A
e−αt |u′

1(s)−u′
2(s)|p ≤ M

p
q

1−e−αA

α
max

0≤t≤A
e−αs |v1(s)−v2(s)|p . (I)

لدينا: أخرى جهة من
u1(t ) = u0 +

∫t

0
u′

1(s)d s, u2(t ) = u0 +
∫t

0
u′

2(s)d s.
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على: نحصل وعليه
|u1(t )−u2(t )| ≤

∫t

0
|u′

1(s)−u′
1(s)|d s

≤
[∫t

0
d s

] 1

q
[∫t

0
|u′

1(s)−u′
1(s)|p d s

] 1

p

= t
1
q

[∫t

0
|u′

1(s)−u′
1(s)|p d s

] 1

p .

نجد: وعليه
|u1(t )−u2(t )|p ≤ t

p
q

∫t

0
|u′

1(s)−u′
1(s)|p d s

= t
p
q

∫t

0
eαs e−αs |u′

1(s)−u′
1(s)|p d s

≤ t
p
q

∫t

0
eαs d s max

0≤t≤A
e−αs |u′

1(s)−u′
2(s)|p

≤ A
p
q

eαt −1

α
max

0≤t≤A
e−αs |u′

1(s)−u′
2(s)|p .

التالية: المتباينة نستنتج ومنه
max

0≤t≤A
e−αt |u1(t )−u2(t )|p ≤ A

p
q

1−e−αA

α
max

0≤t≤A
e−αs |u′

1(s)−u′
2(s)|p . (II)

يلي: ما نستنتج (II) و (I) من
Dp (T v1, T v2) = Dp (u1, u2)

= max
0≤t≤A

e−αt |u1(t )−u2(t )|p + max
0≤t≤A

e−αt |u′
1(t )−u′

2(t )|p

≤
(

1+ A
p
q

1−e−αA

α

)
max

0≤t≤A
e−αt |u′

1(t )−u′
2(t )|p

≤
(

1+ A
p
q

1−e−αA

α

)
M

p
q

1−e−αA

α
max

0≤t≤A
e−αs |v1(s)−v2(s)|p

≤
(

1+ A
p
q

1−e−αA

α

)
M

p
q

1−e−αA

α
Dp (v1, v2).

يلي: كما معُطى ليبشيتز بثابت ليبشيتزي T أن يعني وهذا
a(α) =

(
1+ A

p
q

1−e−αA

α

)
M

p
q

1−e−αA

α
,
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أن نلاحظ .α قيمة يتبع ثابت وهو
lim

α→+∞a(α) = 0,

ثابتة نقطة يملك فهو إذن تقليصا، T يكون عندئذ a(α) < 1 يكون بحيث α قيمة نختار إذن
. (4 .18) المسألة حل هو u∗ أن يكافئ والذي T u = u إن أي .E في u∗ وحيدة

1 .3 .4 ملاحظة
تلقائيا. محقق (k2) الشرط فإن ∆ على مستمرة k الدالة كان إذا

الدالة ستكون ، ∆×R على مستمرة f حالة في كذلك
t → g (t )+

∫t

0
f (s, t , v (s)) d s,

السابقة. المبرهنة شرط يضمن ما وهو أيضا، مستمرة

1 .4 مثــــــــــــــــال

التالية: التكاملية-تفاضلية المعادلة نعتبر
u′(t ) = g (t )+ 1

Γ(β)

∫t

0
(t − s)β−1u(s)d s, t ∈ [0, A] (4 .23)

يلي: كما معرفة Γ : (0,+∞) →R غاما والدالة معطاة، مستمرة دالة g و ،β≥ 1 حيث
Γ(β) =

∫∞
0

xβ−1e−x d x .

لدينا: أنه نلاحظ
f (s, t , v ) = (t − s)β−1v ;

الدالة: ية استمرار شرط إذن يفها، تعر مجموعة على مستمرة دالة وهي
t → g (t )+

∫t

0
f (s, t , v (s)) d s,

مباشرة. محقق
لدينا: R من v2 و v1 وكل ∆ من (s, t ) كل أجل من أن نلاحظ كما
| f (s, t , v1)− f (s, t , v2)| ≤ K (s, t )|v1 −v2|;
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شروط تحقق فهي إذن ، ∆ على مستمرة دالة وهي ، K (s, t ) = 1
Γ(β)(t − s)β−1 حيث:

.p = 2 فنجد q = 2 مثلا أخذ فيمكن المبرهنة،
لدينا: ذلك t∫فوق

0
[K (s, t )]2 d s = 1

Γ(β)

∫t

0
(t − s)2β−2d s

= 1

Γ(β)

−1

2β−1

[
(t − s)2β−1

]t

0

= 1

Γ(β)

t 2β−1

2β−1
;

كالتالي: M قيمة ستكون وعليه
M = A2β−1

Γ(β)(2β−1)
.

الشرط يحقق C 1([0, A]) من وحيد حل يوجد ، R من u0 كل أجل من أنه نستنتج عندئذ
.u(0) = u0 الابتدائي:

بالعبارة: يعُطى a(α) التقليص ثابت أن نسنتج ،p = q أن الاعتبار في وأخذا القيم، بهذه
a(α) =

(
1+ A

1−e−αA

α

)
M

1−e−αA

α
.

ما وهذا A كان مهما [0, A] مجال على موجود المثال هذا في المعادلة حل أن أيضا نلاحظ
للحل. الكلي بالوجود عنه نعبر

مستمر، Dp التطبيق أن وبملاحظة a(α) < 1

s
يتحقق: بحيث α لقيمة مناسب باختيار

كالتالي: u∗ الحل نحو (T nu0) ية التكرار المتتالية تقارب التالي التقدير لدينا عندئذ
D2(T nu0, u∗) ≤

( s

1− sθ

)
anD2(u0, u1).

كالتالي: التقدير يصبح وعليه
D2(T nu0, u∗) ≤

(
2

1−2a

)
D2(u0, u1)

(
1

2

)n
.

u1 الدالة فتكون u0 = 0 الثابتة بالدالة ونبدأ A = 1 ، g (t ) = t نأخذ المثال، سبيل فعلى
التالية: المعادلة حل هي

u′
1(t ) = t + u0

Γ(β)

∫t

0
(t − s)β−1d s;
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هو: حلها والتي u0 = 0 الابتدائي الشرط مع

u1(t ) = t 2

2
.

سيكون: وعليه
D2(u0, u1) = max

0≤t≤1
e−αt | t 2

2
|2 + max

0≤t≤1
e−αt |t |2 ≤ 2.

التالي: التقدير يعطينا وهذا
D2(T nu0, u∗) ≤

(
2

1−2a

)(
1

2

)n−1
.
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خاتمة

القيم، متعددة أو القيمة وحية للتطبيقات سواء الثابتة النقطة مسألة دراسة تم الأطروحة هذه في
نوع من معممة تقليصية شروط باستعمال ية، b-متر القضاءات تسمى: معُمم ية متر فضاءات في

هاردي-روجرز.
التقليص ثابت قيم تمدد إنها حيث الأطروحة، نتائج لكل الأساس هي 1.1 التوطئة إن القول يمكن

يلي: ما برهان من تمكننا التوطئة، هذه باستعمال .[0, 1) المجال إلى [0,
1

s
) المجال من θ

مبرهنات من عنها ينتج وما 2.2 المشتركة الثابتة النقاط بوجود المتعلقة المبرهنة :3 الفصل في .1
المبرهنات. هذه من الخاصة الحالات وبعض 2.2 ، 2.2 ، 2.2 ، 2.2 ونتائج:

هذه تطبيق قابلية توضح الفصل هذا في الأمثلة من الـكثير تقديم تم كما .2.2 المبرهنة وأخيرا
السابقة. النتائج من عمومية أكثر نتائجها أن منها لنستخلص سابقة، بنتائج ومقارنتها النتائج،

.(2 الفصل في والأمثلة 2.2 الملاحظة (انظر
يمكن والتي القيم، متعددة للتطبيقات الثابتة النقاط حول النتائج كانت :3.4 الفصل في .2
من تقليصي شرط فيها استعملنا والتي 1.3 المبرهنة هي الفصل هذا في مبرهنة أهم اعتبار
التطبيقات من عام لصنف ينتمي التقليصات من النوع هذا أن كما هاردي-روجرز، نوع
المبرهنة. في إليه المشار السحب-إزاحة تقدير تحقق والتي ضعيفة، C-بيكار التطبيقات يسمى:
القسم (انظر الثابتة النقطة لمسألة أولام-هايرز استقرار لدراسة أساسية أداة يعُتبر التقدير هذا

.(1.4

بوغين شروط تحقق التي التطبيقات نسمي والتي بوغين، لمبرهنة تعميم يتناول 2.3 القسم
ية b-متر الفضاءات لحالة المبرهنة تمديد يتم مرة ولأول المعممة، الموسعة غير التطبيقات بـ:
التطبيقات حالة تظهر كذلك F-تقليصي. الشرط استعمال دون القيم متعددة وللتطبيقات
و 2.3 المبرهنتين استنتاج تم لذلك القيم، متعددة التطبيقات من خاصة كحالة القيم وحيدة

.[23] المقال في مستقل بشكل عليهما عملنا أننا مع مباشرة، 2.3

F-تقليصية التطبيقات تخص التي السابقة النتائج وبعض نتائجنا بين مقارنة ذلك بعد أجرينا
حالة في خاصة مرونة وأكثر عمومية أكثر نتائجنا أن واستخلصنا روجرز، هاردي نوع من
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.( 3.3 و 3.3 الملاحظات (انظر s > 1

تحقق التي للتطبيقات الثابتة النقاط وكذلك التطابق، نقاط حول النتائج بعض استخرجنا ثم
.(4.3 اقسم (انظر توسيع شرط

الديناميكية، للبرمجة الدالية المعادلات حول الأول نتائجنا، لبعض التطبيقات بعض قدمنا وأخيرا
ية. تطور تكاملية مسألة حول والثانية

المبرهنات شروط من أضعف 3.3 و 2.3 المبرهنة شروط أن 3.3 و 3.3 الملاحظات في وضحنا لقد
وضحنا وكذلك .s > 1 يكون عندما (2.1 و 2.1 3. 26](المبرهنات المبرهنة ،13 .3 المبرهنة ,30]

. الأطروحة) هذه في 2.1 (المبرهنة [2 .5 المبرهنة ,55] النتيجة تحسن 3.3 أن
-2.1 المبرهنة -وكذلك 2.1 و 2.1 المبرهنات من المعاملات على الشرط أن نجد s = 1 لما لـكن

كالتالي: يصبح
(H 1

1 ) α+β+γ+2δ= 1, و γ 6= 1; (4 .24)
(H 2

1 ) α+β+γ+2L = 1, و β 6= 1. (4 .25)
تصبح: - 2.3 -المبرهنة نتائجنا شروط بينما

a +b +c +2d < 1 R1

أو
a +b +c +2e < 1 R2

تصبح: 3.3 المبرهنة وشروط
a +b +c +d +e = 1; b +c 6= 0; d +e 6= 0. (4 .26)

من أضعف التقليصي الشرط في الظاهرة المعاملات على 2.1 و 2.1 المبرهنات شروط أن واضح
التالي: السؤال يظهر أن الطبيعي من لذلك ،3.3 و 2.3 المبرهنات شروط

لهذا يمكن ضعفا؟ أكثر شروط باستعمال 3.3 و 2.3 المبرهنات نتائج على الحصول يمكن هل
التقليصات، من أخرى أنواع على التركيز تم إذا خصوصا أيضا، بحث موضوع يكون أن السؤال

إلخ. Geraghty تقليص الخطية، غير التقليصات مثل
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