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Introduction Générale

On considére que la programmation linéaire est parmi les modéles qui connaisse un dévelop-
pement important depuis sa naissance (1993) de la part du mathématicien Russe Kontorovitch.
Apres cette période, le mathématicien Dantzig George a découvrir une nouvelle méthode de ré-
solution de ces types de modeles qui a été nommé " la méthode de simplexe". Ces modeles a été
utilisés dans plusieurs domaines dans la gestion comme des outils importants dans la prise de
décision. Par exemple on peut utiliser ces modeles dans la désignation du distribution idéale des
sources limités.

La méthode Simplexe est restée sans concurrence jusqu’a ce que Karmarkar introduise un al-
gorithme différent de son algorithme en 1984. Dans la méthode simplexe, nous évoluons dans la
domaine réalisable, tandis que dans la méthode Karmarkar, nous restons dans l'intérieur du do-
maine, ou la recherche intensive des méthodes de points internes a été lancée. Il a aussi beaucoup
d’algorithmes.

Ce mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier, décrivez briévement quelques concepts de base éléments d’analyse convexe,
fonction lagrangienne et méthode de Newton...
Le deuxiéme chapitre, nous avons défini la programmation linéaire en faisant également réfé-
rence aux prémiers méthodes qui ont émergé, a savoir la méthode simplexe, puis nous avons
étudié la méthode de Karmarkar, qui est la passerelle vers I'émergence de les méthodes des points
intérieurs.
Dans la dérniere chapitre, la méthode Karmarkar a été améliorée, ce qui a conduit a ’'apparition
de nombreuses maniéres du méthodes de points intérieurs. Nous avons choisi trois méthodes, a
savoir :

1. les méthodes du potentiel

2. Les méthodes Affines

3. Méthodes duale de chemin centrale ( barriére logarithmique )




Chapitre 1

préliminaires

1.1 Eléments d’analyse convexe

Définition 1.1 (Ensembel convexe) Soit S un sous ensemble de R™. S est dit convex si et seulement
Si:
Va9 € S,YAE[0,1], Az + (1 — N)ag € S.

Définition 1.2 (Envellope convexe) Soit S C R™. on appelle envelloppe convexe de S et on le note

H (S), Uensemble de toutes les combinaisons convexe de S, en d’autre termes : v € H (S) <= 3

k

k
L1, X2, ...., T € Set /\1,/\2, ,/\k e RT tel que Z )\Z =letx =
=1 1=1

2

Définition 1.3 L ’envelloppe convexe d’un nombre fini de points xy, xs, ...., Tp+1 dans R™ s”appelle
JCiuiivdvi ) 3 ’ +
polytope. Si x1, xo, ...., Ty, Ty 1 SONL tels que : xo — x1, T3 — X1, ...., Tp — T1, Tpy1 — 1 Sont linéairement

indépendants alors H (x1, xa, ...., Tk, T11) Sappelle simplexe avec les points xy, T, ..., Tk, Tr11-
Définition 1.4 S est dit affine si :
Vxy,x9 € S, x4+ (1 — Nz € S, VA €R.
Définition 1.5 (Fonction convexe) Une fonction f : R™ — R est dite convexe sur S si :
fxr+ (1 =Nz < Af(z1)+ (1 =N f(z2) ,YA€]0,1].
Définition 1.6 La fonction f est dite affine si :

fIAT + (1 = AN)xo] = Af (1) + (1 = A) f(22) , VA ER.
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1.2 Programme Mathématique

Un programme mathématique est un probleme de la forme :

min [ (x)
(PM)<§ gi(z)<0 , i=1,..k
hj (Z’)ZO s jzl,...,m,

ol f:R™— R est appelée fonction objectif de (PM).

D={xeR"; hj(z) <0, gi(z)=0, j=1:m, i=1:k} C R représente 'ensemble des solu-
tions réalisables.

- Un point x de D est appelé solution réalisable (ou admissible) de (PM).

- On appelle solution optimale de (PM), toute solution réalisable x réalisant le minimum de f

sur D, f(x) sera appelée valeur optimale de (PM)

1.3 Fonction Lagrangienne

Définition 1.7 Le lagrangien du programme mathématique (P M) est défini par :

m

(@) = (@) + 55 Ay (2) + z i ()

j=1

Les conditions d’optimalité requiérent des hypothéses sur la régularité de la solution. Essentiellement,
un point x* est régulier dans les cas ou la géométrie de Uensemble réalisable au voisinage de x*
est adéquatement représentée par la linéarisation des contraintes. Ils existent quelques de conditions
de régularité dont lindépendance linéaire des gradients des contraintes actives, les conditions de
Mangasarian-Fromovitz et les conditions de Slater (dans le cas convexe). Les démonstrations des
conditions d’optimalité qui suivent, ainsi que diverses notions de régularité, se trouvent dans le livre
de Bazaara, Sherali et Shetty (1993).

1.4 Condition d’optimalité

Théoreme 1.1 (Karush-Kuhn-Tucher (K KT))

1.2. Programme Mathématique
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Si x* est une solution optimale locale (P M) satisfaisant 'une des conditions de qualification précé-

dentes, alors il existe des multiplicateurs X € R’} et y € R tels que :

n k

Vf(x*)+ > NVh;(2*)+ > 1, Vg (z*) =0 (condition d’optimalité)
=1 i=1

Ajhj (z*) =0 , J=1,---n (condition de complémentarité)

gi (%) = 0.

Si en plus (PM) est convexe, les conditions précédentes sont a la fois nécessaires et suffisantes pour
que x* soit optmum global pour (PM) alors hi(z) <0 = X\ =0

Les multiplicateurs de Kuhn-Tucher généralisent ceux de lagrange .Autrement dit, si toutes les contraintes
sont des égalités on retrouve la condition classique de lagrange : V f (z*) + Zn: Aihi (%) =0, \; € R
Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x*, les conditions de KKT ne s’applzizluent pas (x* peut étre

optimal sans veérifier ces condition)

1.5 Meéthode de Newton pour un probleme avec contraint es
d’égalité
On considere le probleme :

min [ (x)
h(x)=0
r € R™.

Les conditions d’optimalité de Karush-Khun-Tucker sont données par le systeme :

(5 { Zf (x1+ A'Vh (z) =0
(z) =0,

ol \ est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte i (z) = 0. Pour résoudre ce systéme,
on peut utiliser la méthode de Newton qui consiste a partir d'un point (x’“, )\k), a linéariser (Sy;)
a u voisinage de z* et a définir (z"+1, \**!) comme la solution du systéme linéarisé

.

VI () + 3 AR (o) +

V2F (aF) 4+ 30 MWy (a4) | (a4 — %)

(Sku) n Z”: ()\?—0—1 B )‘f) Vh (xk) =0

j=1
L 1 (%) + Vh (%) (oM = 2F) = 0.

1.5. Méthode de Newton pour un probléme avec contraint es d'égalité E
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Le systeme (S ) est équivalent a :

) H* (Jk)T aht— gk N =V (a*) - (Jk)T)\k
() ()

ou

H* = V2f (%) + 30 Ab02h; (%),
j=1

et
JV = [Vhy (z%),Vhe (2%) ..., Vh, (2¥)] .

Apres simplification, (.5},,) s’écrit :

(5) HF (Jk)T oRHL ok B —Vf (:Bk)
YL o Akt “h() )
Si H* est inversible, la solution de (Sy) est donnée par :
gk H —HT(JHE T g BT (JH ) —Vf (2
Plas B (JHJT) ' JH — (JH ) '
Notons qu’en posant d* = x**1 — 2¥  (Sy) s'é crit :

HFdE + (JF)T N = - f (o)
Jhdk = —h (a%) =0,

ou d* est solution du probléme quadratique :

Q) min %dTde + V[T (xk) d
JFd* + h (z%) = 0,

et \*™! est le vecteur dual optimal de (Q).

Application au cas linéaire
On considere le probléme :

n
min ¢’z — > logz;
i=1

Az =0
x>0,

1.5. Méthode de Newton pour un probléme avec contraint es d'égalité
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ol p est un réel strictement positif. Les conditions de K.K.T de ce probléme s’écrivent :

c—puXte+ ATA =0
Ax =b.

D’apres ce qui précede la direction de Newton est déterminée par :
uX—2 AT dv \ [ —c+pXle
A 0 —A 0 '

Théoréme 1.2 (Dualité faible) (PL) et (D) deux programmations linéaires alors : ¢’z > by,
V z réalisablede (PL),Vy réalisable de (D) .

Théoréme 1.3 (Dualité forte) Sixz € Fpry et (y,z) € Fpy, tel que ¢z —b"y = 0, alors x et
(y,z) sont des solution optimales de (PL) et (D).

Définition 1.8 Une solition est dite réalisable si elle vérifier 'ensemble de contraintes.

1.6 Type de complixité ordonné

condédérons ce nombre d’opération Op (n) d’algorithme et Op (n) est en Op (f(n))
1 : Constante ( indépendante de la taille de la donnée )

log n : Logarithmique

n : Linéaire

nlog : Quasi-linéaire (nlog (n))

n? : Quadratique

n? : Cubique

n? : Polynomiale, p > 3

nl&(™) : Quasi-polynomiale

2" : Exponentielle

n! : Factorielle

1.6. Type de complixité ordonné E



Chapitre 2

Rappel sur les méthodes (simplexe et

karmarkar) en programmation linéaire

Le programation linéaire est 'un des programmes de rechereche opérationnelle les plus réussis,
d’une part grace a la puissance de modélisation qu’elle offre malgré les limitations inhérentes im-
posées par la linéarité des fonctions impliquées, et d’autre part une profusion de théories permet-
tant le développement des algorithmes trés efficases a résoudre. Il reste le modéle d’optimisation
le plus largement utilisé, depuis la formulation et le développement de la méthode simplexe pour
la résourdre vers la fin des années 1940, en raison de la robustesse des algorithmes disponibles .

La théorie see base de la programmation linéaire a évolué, de meme qu les énormes éléments
novateurs qui ont abouti aux méthodes de programmation linéaire, a la recherche linéaire et aux
points internes.

En 1984, Karmarkar propose les méthodes de points intérieurs : polynomiales et efficaces en

pratique sur des problemes creux de grande taille.

2.1 Notions du programmation linéaire

La programmation linéaire constitue la pierre angulaire de toute la recherche opérationnelle.
Il faut bien sfir éviter de forcer tout modéle a étre linéaire. Par contre, un trés grand nombre
de modeles constituent des extensions de programmes linéaires. Elle peut se définir comme une
technique mathématique permettant de résoudre des probléemes de gestion et particulierement
ceux ou le gestionnaire doit déterminer, face a différentes possibilités, I'utilisation optimale des
ressources de I'entreprise pour atteindre un objectif spécifique comme la maximisation des béné-

fices ou la minimisation des cofits.
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2.1.1 Forme de Programmation linéaire

Forme canonique

min ¢’z
(PLC)s Az >b  (ou <)
xz > 0.
Forme standard
min ¢’z
(PL)S Az =b
x>0,
ouAeR™" heR™ ceR"”
Forme générale
min ¢’z

(PLG){ Az <b
Bx >V, BeRP™ I eRP.

2.1.2 Transformations sous forme standard
Jb; < 0 = multiplier b; et ligne A; par — 1
maxclz < min—c'z

Ax > b < Ax—y=0» y >0

Ar <b <= Az +y=0> y>0

(2.1)

(2.2)

(2.3)

2.4)

2.1. Notions du programmation linéaire
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Lmin S X S Tmax == < =T — Tmin Z 0 (2-5)

Z+Y = Tmax — Tmin y > 0.

2.1.3 Dualité en programmation linéaire

Le dual de (P) est défini sous la forme :

(D { max b’y
ATy <e,
ou équivalent :
max b’y
(D)s ATy+z2=c
z >0,

ouy € R™, z € R".

On notera par la suite :

Ferry ={r € R": Az = b,z > 0}

]:(OPL) ={zeR": Az =b,z > 0}

Fipy = {(y,z) ER™ ATy + 2 =c,2 > 0}

f(OD) ={(y,2) eR™™ : ATy + z=1¢,2 >0}

les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables des deux problémes de

(P) et (D), respectivement.

2.1.4 Définition du dual dans le cas général

Evidemment, on peut définir le dual d'un programme linéaire quelconque ( pas nécessairement
sous forme standard ). Le tableau suivant résume les correspondances entre primal et dual et

d’écrire directement le dual d'un programme linéaire quelconque.

2.1. Notions du programmation linéaire
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Primal Dual
Fonction économique (min) Second membre
Second membre Fonction économique (max)
A matrice des contraintes AT matrice des contraintes
Contrainte 7 : > Variable u; > 0
Contrainte i : = Variable u; >< 0
Variables z; > 0 Contrainte j : <
Variables z; >< 0 Contrainte j : =

Exemple 2.1 Primal

min 2x; — 32,
T, — 29 <1
(P){ 2x; 4+ 3729 >4

$1+.I'2:3

L 1 20,1’2 >< 0.

Dual
max u; + 4us + 3us

U1+2’lL2—|—’lL3 §2
—U1+3UQ+'LL3: -3
up < 0,up > 0,u3 >< 0.

2.2 Méthode du simplexe

Au cours du siécle dernier, G.Danzig a dévelopé le mode simple, évoluant de haut en bas sur
les limites des champs vérifiables, réduisant ainsi la valeur de l'objectif a 'optimum. Un critére
simple permet de reconnaitre le sommet optimal. Le nombre de pics qui est limite, c’est-a-dire
que l'algorithme spécifique utilise le nombre de fréquences ne dépasse pas le nombre C*, en sup-
posant que tous les pics visités ne se décomposant pas, 'algorithme peut tourner dans le cas d'une
dégradation, nous trouvons les techniques appropriées pour éviter le phénoméne. En général, la
méthodes simple a un comportement numériques trés satisfaisant grace a ses multiples applica-
tions permettant de résourdre un grand nombre de problémes pratiques. la méthode ne sont pas
considérées comme efficaces et sont évaluées comme inefficases en raison de la complexité de
calcul exponentielle de O (2").

2.2. Méthode du simplexe
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2.2.1 Tableau du simplexe

-lidée fondamentale du simplexe : déplacement de sommet en sommet adjacent de maniére a
améliorer la fonction objectif.

-Transformation des inégalités en égalités : forme standard du programme linéaire - systéme de
m équations a n inconnues (m < n).

-Puisque la solution optimale est un sommet (point extréme), identification algébrique des som-
mets : correspondance avec les bases d’un systéme d’équations.

-Cette méthode passe a partir d’'une solution de base admissible a une solution de base voisine
qui améliore la valeur de I'objectif, elle présente 3 étapes :

1. Détermination de la variable entrante (colonne pivot) .

2. Détermination de la variable sortante (ligne pivot) .

3. Pivotage.

On commence par mettre le programme linéaire standard

min ¢’z
(PL){ Az =1
x>0,

sous la forme équivalente

min z
e —2=0

Ax =b
z > 0.

(PL)

Si B est une base réalisable (initiale), on peut réecrire la dérniére formulation (sans objectif )

comme suit
T

ctrp+ckay —2=0
Brxg+ Nxy=b, x> 0.

D’ou la représentation

ko -1 0
B N 0

Puis , en exprimant x g en fonction de z , et en supprimant la colonne z , le tableau devient :

2.2. Méthode du simplexe
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rh % SM
—z 0 ck—cEBT'N kb
rg I BN b=B"1b
Exemple 2.2

min x; — 322 min x; — 3z + 0x3 + 024
—r1+ 225 <6 —T1+ 2294+ 23=06

—
$1+$2§5 .T1+£C2+33'4:5
r1,T9 > 0 z; >0 ,1=1:4

Nous avons : n =4 et m = 2 = rang (A)

1210 6
A:( ) ,b:< ),CZOﬁ&WN
1 101 5

10
Prenons : B = A3, Ay] = ( 01 ) =1

b= B"'b=b>0 ,doula solution réalisable initiale : 2° = (0,0, 6, 5)T et le tableau correspon-
dant .
Itération 01 :

vareenbase x; o w3 x4 SM
—z 1 -3 0 O 0
T3 -1 2 1 0 6
Ty 1 1 0 1 5

(k=0)
T, rentre en base

xzquitte la base

Itération 02 :

vareenbase =z, 29 x3 x4 SM
1 3

(k=1)
x1 rentre en base

xsquitte la base

2.2. Méthode du simplexe



Chapitre 2. Rappel sur les méthodes (simplexe et karmarkar) en programmation linéaire

Itération 03 :

varenbase =, 1y a3 x4 SM

4 129

—z 0 0 3 3 3

11 1

12 4

1 10 =35 5 3
(CN>0)

stop , optimalité (k = 2)

ou trouver ainsi la solution optimale au bour de deux itérations

[JNIFEN

—29
3

=

T = ( . ) , la valeur optimale est z = ¢!'7 =
3

2.2.2 Algorithme du Simplexe

Phase 01 : ( Initialisation ) :

Chercher une base réalisable de départ B, et un sommet initial
2% = (By'b,0)" correspondant

Prendre k = 0 ( compteur )

Phase 02 : ( Itération )

. 1 RS - T s
(1) B étant la base réalisable a Iitération k et z = (b= B~'5,0)" le sommet associeé & B, on

calcule p = B~Tcp ( mult " plicateurs du simplexe ), puis

v =cy — NTp  (couts réduits )

(2) sic > 0 on termine avec T soluion optimale ( p est alors solution optimale duale )

sinon : déterminer ¢, < 0 ( une composante de ¢y )

(3) Calculer y = B71A,, (A, étant la colonne d’ordre s de la matrice A )

Si y < 0 on termine avec ¢z non borné inférieurement sur S. et le probleme n’admet pas de

solution optimale.

sinon : calculer :
o = min {Z— , Yi > O} = b >0, puis un nouveau sommet

i=1,n ¢

xizgi—ayi,ie{lzm}—{r}
T, =0
Ty =

ri=0,ie{m+1:n}—{s}.

2.2. Méthode du simplexe
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La variable z, quitte alors la base et x, devient une variable de base. Une nouvelle base est mise
en oeuvre BT = B+ {A;} — {A}

on pose k := k + 1 et on revient en (1)...

2.3 Méthode de Karmarkar

Malgré la complexité exponentielle de la méthode simplex, il s’agissait de 1'algorihme de
référence pour la programmation linéaire. En 1984, cette méthode, sans aucun concurrent, a été
proposée a Norendra Karmarkar et utulisait un nouvel algorithme a la limite proposée par AT & T
Bell Labs aux Etatsunis a '’époque. Les réglages et les transforamations nécessaires pour résourdre
le probléme de la programmation linéaire standard par la méthode de Karmarkar ont été gardés
secrets jusqu’en 1985, année de leur publication notamment par Tomlin, Shanno et Marsten.

Pour ce qui est de la méthode Karmarkar, nous avancons tout en restant dans la fourchette
avec une précision pouvant étre atteinte, et donc une indication de l'intérieur, grace a quoi une
recherche intensive a été lancée. Parmi les méthodes de point internes et ont abouti a 'émergence

d’un grand nombre de groupes différents de ces algorithmes.

2.3.1 Algorithme de Karmarkar

Karmarkar traite le probléme linéaire (PK) sous la forme réduite suivante :

min ¢’ x

(PK){ Az =0
v€S,={zeRtez=1}

Considérons le probléme linéaire suivant :

min ¢’z
(PL)S ATz =b
z >0

tell que A € R™" ,c € R"etrang (A) =m <n,ou e=(1,1,---,1)"

Hypothéses

2.3. Méthode de Karmarkar
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Le probléme est sous forme homogéne

minc' x
Az =0
elr =1

x>0

(PH)

La valeur optimale de la fonction objectif est 0

Cette forme n’est pas restrictive puisque tout programme linéaire peut se ramener a cette forme
(en classe).

On pose les trois hypothéses suivantes :

By :rang (A) =m

By :int (s) # ¢ et 'ensemble des optimal est borné

Bs: I;léglCTfL’ =0.

La troisiéme hypothése n’est que technique. Il est possible d’obtenir une convergence polynomiale
sans cette hypothése par I'utilisation d’'une borne inférieure de la valeur optimale (obtenue par
une solution duale)

Soit S le simplexe défini par

S:{xER”:eszl,xz()}

Palgorithme de Karmarkar suit les étapes suivantes :
— Etant donné le point courant z;, on effectue une transformation projective (7'P) afin de centrer
le point courant z;, — Le et conserver le probléme dans le simplexe unité S.

— On se déplace, dans le nouvel espace, dans la direction opposée au gradient projeté sur le noyau
AXF
€

Idée:

-Utilisez la transformation projective pour déplacer un point intérieur vers le centre de la région

de avec un pas relié au rayon de la plus grande sphére inscrite dans le simplexe S.

réalisable .

-Sa déplacer le long de la direction de descente la plus raide prévue .

2.3.2 Transformation projective

Soit X* la solution courante. La transformation est définie par

1

X g
el Xk 'y’

y="T(z) = x #0,

2.3. Méthode de Karmarkar
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et son inverse par

T = (eTinlx) <Xk71y) —elz = (eTXk71x> ef'(X™y),

pour chaque faisable

_ 1
T Ty k~1
=1 e X = —,
e T (& T eTXky
la transformation 7 est inversible et on a
Xz
T'y) =2=—c—.
()= el Xk
En utilisant la transformation
X ky
T = —F—
el Xky'
min ¢’z min ;T)g; ,;yy min cX*y
Ax =0 AXFy =0 AXFy =0
= =
elo =1 ely=1 ely=1
x>0 y>0 y>0

Equivalence basée sur I'hypothése : objectif optimal la valeur de la fonction est 0 et eX*y > 0 .
Le probleme transformé de (PK) par la transformation T est le probléme linéaire (PKT') suivant :
min cX*y

AXFy =

ely=1

y =0,

(PKT)

qui peut s’écrire aussi sous la forme

min cX*y
AXE

6T

y>0.

(PKT)

Le probléme transformé (PKT) est aussi mis sous la forme réduite de Karmarkar.

k

De méme, cette transformation permet de ramener a chaque itération, l'itéré x* au centre du

simplexe S, ,i.e, T"(z") = <

2.3. Méthode de Karmarkar
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Remarque 2.1 Les deux transformations utilisées par Karmarkar rameénent les itérés au centre du

simplexe. D’otl deux stratégies sont envisagées :

Lune est de ramener le probléme général (PL) a la forme réduite (PKT) puis revenir a chaque

itération au probléme initial (PL) pour tester Uoptimalité des itérés. La deuxiéme, on suggere de

travailler dans S,, jusqu’a Uoptimalité (sans revenir a la forme initiale).

La premiere stratégie est la plus commode du point de vue numérique, traduite par la variante de

Ye-Lustig dans le cas général (cas ou z* est inconnu).

Avant d’appliquer les conditions d’optimalité, Karmarkar relaxe le probléeme (PK7T) en rempla-

cant la condition y > 0 par la sphére s (2, ar) (on montre facilement que si y € s (<, ar) alors

y > 0; voir [9]) ol r:ﬁet0<a<1.

Le probléeme (PKT) devient le probléme (PKT), alors

min cX*y
AXE

€T

(PKT),

|

lv =1 < (ar)”.

En utilisant les conditions d’optimalité, la solution optimale du probleme (PKT), est donnée par :

€n
y = — — ardy,
n

oud, = 2 ; avec p; est la projection du vecteur X*c sur la noyau de la matrice des pour le

llpx |l
probléme initial (PK) tel que :

=T (") =

Xkyk
eTXkyk:'

Remarque 2.2 Cet algorithme généralisé Ualgorithme de Karmarkar, cet algorithme donner la solu-

tion dans le cas général la valeur optimal z inconu, mais Ualgorithme de Karmarkar utiliser pour z

connu et égal 0

Lalgorithme correspondant de Ye-Lustig est le suivant [9] :

Début algorithme
Initialisation

k =0, 2° > 0 strictement réalisable pour (PL)
Un parameétre de précision € > 0;

[Bs]l + (1 + ) |70

P, .
Tant que ||!T§}ﬂu > ¢ faire :

Etape 0 : (Construire la matrice des contraintes)
By = [Ay, —b] ou A" = AX* et X* = diag (")

2.3. Méthode de Karmarkar
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Etape 1 : (Calculer la projection Py)

P — {[_BkT (BkBkT>1 B’f} Xk ) ;

—cTak

k _ Py .
Et poser d* = A

Etape 2 : Calculer litéré suivant :

__ En41 1

k ko
Y —nH—ozrd,r— T

« est le pas de déplacement ;

avec 0 < a < 1;

Etape 3 : (Revenir au probléme initial (PL) par T, " )

k41 _ =1 (k) — XFyF[n] g .
v =T (y)— yﬁﬂ,k—k’—l—l,
Fin tant que;

Fin algorithme.

2.3. Méthode de Karmarkar
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Meéthodes de points intérieurs

Les méthodes de points intérieurs forment une classe d’algorithmes, ces derniers travaillant a
résoudre des problémes d’amélioration mathémathique. Lorsqu’ils sont appliqués a ces problémes,
ils sont également multi-frontires lorsqu’ils sont appliqués au chargeur carré et géneralement aux
problémes d’amélioration convexes, a condition que nous ayons une barriére autocohérente qui
représente le groupe accepte et calculable a une époque de nombreuses limites.

Depuis la découverte de Karmarkar, de nombreuses variantes de méthode de point intérieur ont
été dévelopées. Il est important de réaliser qu’il existe un véritable arsenal de méthodes, basées
sur les memes principes fondamentaux mais dont les caractéristiques individuelles peuvent varier

assez fortement.

3.1 les méthodes du potentiel

La méthode de potentiel est une autre variante de I'algorithme de Karmarkar, qui distingue cet
algorithme conservant ses propriétés.
Projection :une station de complexité multi-frontiére est également la possibilité defaie de grands
pas en fonction potentielle sans utiliser de variable de projection variable, nous choisirons la

méthode du potentiel primal.

3.1.1 Principe général de la méthode

On considere le probleme (P) ainsi que son dual (D). les algorithmes de cette méthode sont
simplement des algorithmes de descente de plus forte pente avec conditionnement affine appliqué
a une fonction de potentiel.

Les fonctions de potentiel

21
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Karmarkar a été le premier a introduire une fonction de potentiel en programmation linéaire. La

fonction de potentiel primale qu’il a définie est :

frp(x,v) = qlog(c’s —vp) — Zlog z;,
j=1

ol vy, est une borne inférieure de la valeur optimale v*et g = n + 1

et on a sa fonction duale

o (y,v0) = qlog (vu — b"y) = > logs;,
j=1

ol vy est une borne supérieure de v*. Ye et Todd, a leur tour, ont proposé la fonction de potentiel

primale-duale suivante

fyr (z,8) = qlog (z"s) — Z log s; — Zlog S,
=1 j=1

oll ¢ = 2n et ¢ = n++/n dans . Cette fonction a été a la base de I'algorithme de Ye, elle a été utilisée
par Tanabe. Ces fonctions ont pour réle primordial de mesurer le progres de I'algorithme (analyse
et complexité), elles peuvent aussi étre utilisées dans la recherche des directions. Les fonctions de
potentiel ne sont pas convexes ; cependant, elles admettent un minimum unique pour n’importe
quelle borne v (v = v, ou v = zy7) et quel que soit ¢ > n. Ceci est une conséquence de la convexité
stricte de la fonction de potentiel niultiplicative comme I'ont montré Iri et Imai.

Pour définir les fonctions de potentiel primales, on a besoin des bornes inférieures de la valeur
optimale ; dong, il sera intéressant de donner une procédure pour la recherche de telles bornes.
Les bornes inférieures

Todd [3] considere le probléme donné par

min ¢’z
Ax =b
e =0
x>0,

(Pe)

avec A est une matrice (m x n) de rang maximal , 0 < m < n;c,{etx € R" etb € R™, pour
lequel il est plus facile de générer une borne inférieure que pour le probleme standard Cependant
tout probleme standard peut se transformer facilement en (/). Soit alors le probleme (/%) . On
définit :

F;E = {m eER" Ar =b,'z =0,z > O};

3.1. les méthodes du potentiel
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/o — n — > .
F(Pg) {.TGR,A.’L' b,x_O}
On suppose qu’on connait un point de F<"; ) Par changement de variable, on peut supposer que
3
C’est le point e = (1,---,1)". Sans perte de généralité, on suppose que e > 0, sinon on peut
changer le signede ¢ .Si¢Te =0, alors e € F},,, et on peut continuer avec 'algorithme de potentiel

primal donné dans la prochaine section.

Dans ce qui suit, on suppose que &7 e > 0 .
Remarque 3.1 Etant donné le probléme suivant :

min ¢ T
(P){ Az =1
>0

On définit : 27 = (37,7,), ' = (¢,0), & =(0,1) et A= (ﬁ,g— gé) ou € est un vecteur
dont les composantes sont tous égales a 1 ayant la méme dimension que = . Alors, le probleme
(P¢) est équivalent au probléme (P), puisque la contrainte ¢' = = 0 oblige la derniére variable &
étre nulle, e € Fy et e = 1> 0.

On suppose que l'itération courante est e et la borne inférieure est vy, (v, peut étre égale a —oco )
.On pose A; = ¢%e e, par h-ypothése, ona A; > 0 .

En écrivant © = 2’ + e. le probleme (%) devient :

minclz’ + cTe

Ar' =0

P/

( 5) £T$/ — _AI
> —e.

Donc 2/ € N (A) ou N (A) désigne le noyau de la matrice A. Pour tout vecteur u , on désigne
par u, sa projection sur N (A), donc z;, = 2’ En utilisant les propriétés de la projection on a
u"z" = u"x), = ul'z’ pour tout vecteur u. Donc, en remplagant ¢ et £ par ¢, et ¢, dans (F) et en

ajoutant la contrainte (e — ep)T 2’ = 0, on aura le probleme équivalent suivant :

4
min ch’ +cle

Az’ =0
(F)§ &' =—As
(e—e,) 2 =0

x> —e.

\

En utilisant la relaxation de Fraley [3], on obtient :

3.1. les méthodes du potentiel
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min ch' +cTe

T, .1 _ A

(FrP){ 0" !
(e—ep) 2’ =
x> —e

Son dual est :

max —A;\ —el's+ cle
(FRD) EAF(e—e)T+s=0¢p
s> 0.

Ce probleme est lié au dual (D¢) de (%) qui est :

max bly
(De)§ ATy+Ex+s=c
s> 0.

En effet, puisque b = Ae, la fonction objectif du dual peut s’écrire : e? ATy = cTe — A\ — €T,
comme dans (F'RD). Aussi, pour tout vecteur u, u — u, € R (AT). En écrivant u — u, = ATy,

alors le probleme (F'RD) peut s’écrire :

max —A;\ —el's +cle
(FRD") ¢ AT (y. — Mye + Ty.) + X+ s =
s > 0.

Ce probleme est clairement une restriction de (D), puisque y doit étre une fonction specifiée en
A et 7. Ainsi, la valeur optimale du probléeme (F'RD) est inférieure ou égale a celle du probleme
(Dg). Simplifions encore (FRD') . Tout d’abord, on élimine la constante ¢’e et on met au négatif
la fonction objectif pour avoir min (A A+ eTs). Ceci représente la marge au-dessous de la valeur
courante c’e. Notons que cette marge doit étre négative puisque e n’est pas réalisable. Apres, on

élimine s de la fonction objectif en utilisant la premiere contrainte de (F'RD’), on aura alors

(FRD") min (¢, + Af) A= (ele —n) + cle
ENF(e—ep)T <oy
Ceci est un probléeme de programmation linéaire a deux dimensions qui peut étre résolu facile-

ment.

3.1. les méthodes du potentiel
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- Supposons que (F'RD") a une solution optimale avec une valeur ¢, alors (FRD) a une valeur
optimale ¢’e — 4. 1l existe donc une solution réalisable a (D;) avec une valeur de l'objectif égale
acle—é. Alors, vj = max (vg, c’e — §) est notre nouvelle borne inférieure ;

- Si le probléeme (F'RD") est non borné, alors (FFRD) et (Dg) le sont aussi. Dans ce cas, (F) est
non réalisable ;

- Si (FRD") est non réalisable, alors (F'RD) l'est aussi et donc on ne peut rien conclure sur (D),

Dans ce cas, on se contente de v; = vy, .

3.1.2 Méthode du potentiel primale

Gonzaga est le premier qui a décrit un algorithme potentiel primal. Son algorithme est sim-
plement la méthode de descente de plus forte pente avec conditionnement affine appliqué a la

fonction de potentiel primale de Karmarkar :

frp(z,v) = qlog(c’z — vy) Zlog x;,

il a supposé que la valeur optimale v* de (P) est nulle. Freund a proposé une extension de 'algo-
rithme de Gonzaga. Cependant, il a utilisé une fonction de potentiel particuliere pour mesurer la

performance de son algorithme :
f(z) = qlog(c’s) Zlong

Dans cette j = L section, on va proposer un algorithme de potentiel primal et étudier sa polyno-
mialité. Pour faciliter 'analyse, on suppose que la valeur optimale du probleme (P) est nulle et

on considere la fonction de potentiel suivante :

f(x) = qlog(c’z) Zlogx],

ouz > 0 et ¢ > 0. Cette fonction est différentiable eton a : Vz > 0,V f (z) = #=c— X"'e . En

particulier

3.1.3 Algorithme potentiel primal

Données :

3.1. les méthodes du potentiel
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- 20 strictement A réalisable pour (P);

- ¢ un parametre de tolérance strictement positif ;

Pour £ =0,1,---

- Répéter :

- Conditionnement : Z AXF &= Xke,y = (X’“)*1 v, X* =diag (2%, -, 2%) |

I (y) = qlog(c"y) Zlogyg

- Direction : h = —PZVf (y)ou Py=I1—A" (MT) A
- Pas : chercher approximativement A = argmin { f (y + Ak); A > 0;y + Ah > 0}
-y =y + b

_ gt = Xy

-k=k+1

-Jusquia i cfab <e

n
Remarque 3.2 Pour = = X%y, f(x) = f(y) — Z log XJ’?; donc le conditionnement afine n’a pas
j=1
d’effet sur la variation de la fonction de potentiel.
Notre but est de prouver que cette fonction de potentiel diminue a chaque itération par un fac-
teur constant indépendant de T'itération. Il suffit alors de montrer qu’il existe une constante «

indépendante de & telle que f (y*) < f (e) — « . Pour cela, on considére le probléme :

minél x
(P){ Ax=b
x> 0.

Lemme 3.1 [3]

On considére le probléme (P) et soit h = — P4V f (e), alors
-Siqg>n++/n,alors ||h|| > 1

-Siqg=n, alors h > ﬁﬁ

Lemme 3.2 [3]

On considére le probléme (P) et soit h = —P;V f (e), alors :
-Siq>n++/n,alors f(y*) — f(e) < —0.1
Siq=n, dlors T (y") T (e) < 22

3.1. les méthodes du potentiel
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3.1.4 Complexité de I’algorithme

Théoreme 3.1 [3]

On suppose que ¢ = O (n), alors Ualgorithme de potentiel primal appliqué au probléme (P) posséde
la propriété suivante :

- Si ¢ > n+ \/n, alors I'algorithme se termine en au plus O (nL) itérations;

- Si ¢ = n, alors Ualgorithme se termine dans au plus O(n?L) itérations .

Preuve. (voir [3] ). =

3.2 Les méthodes Affines

Les méthodes affines ont été introduites pour la premiére fois par Dikin en 1967 ( algo-
rithme d’affine a petits pas ) puis par Barnes, Vanderbei et al. et Kortanek et Shi. Il aensuite été
prouvé que les algorithmes convergent sous ’hypothése de non dégénérescence. Récemment, Tsu-
chiya, Terlaky et Tsuchiya, Tsuchiya et Muramatsu et Tseng et Luo ont pu montre que la méthode
converge meme dans le cas de la dégénéré, Cependant, aucune borne de polynomialité n’a été
prouvée jusqu a maintenant ces méthodes ont été mises en oéuvre par de nombreux chercheurs,
notamment Monna.

En fait, certains des codes basés sur dans cette setion, nous avons choisi la méthode affine

primal, ou nous allons donner I'algorithme primal ainsi sa variante ..

3.2.1 Méthode affine primale

Principe de ces méthodes

Considérons le probleme de programmation linéaire suivant

min ¢’z

(P) Az =10
x>0,
ol A est une matrice (m xn),c,x € R"eth € R™
On suppose que l'on dispose d’un point z° strictement réalisable de (P) i.e 2° > 0 et Az =
Le principe des méthodes affines consiste a générer une suite {z*} de points strictement réali-
sables vérifiant :
ok < okt <o < cTal

et convergeant vers une solution optimale de (P).

3.2. Les méthodes Affines
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Détermination du point 2**!

Lidée de base d’'une itération est la suivante : soit z* le point obtenu a Litération k (le point z*

. JORT .1 . . —1
est strictement réalisable).On consideére la transformation affine :27,u = (X ’“) x ou XF est la
—

matrice diagonale dont les composantes sont les 2%, =1,-- -, n .
Alors z* se transforme en v = e = (1,- - -,1)” et le probléme (P) se transforme en (P)
défini par :
min ¢’ u
(P){ Au=b
u >0,

oll ¢ = X*c et A = AX*. Le point courant pour (P) étant u = e, on construit alors un nou-

veau point u = e + ad ou d est une direction réalisable de descente pour (P) et @, un pas de

déplacement. %! est alors obtenu en utilisant la transformation inverse :

U (Ta)™" 2# = X*7, qui s’écrit aussi , zF! = X g = X* (e ~|—607> — 2% + aXkd = 2% + ad®
-

ou d® = X*d

Choix de la direction
La direction de descente généralement utilisée dans le nouvel espace est d = —Cp, OU ¢, est la

projection de ¢ sur le noyau de la matrice A. Ainsi,on a :

= _|r_ar (ZZT>1A]’5

— - (axy” (Ax* (ax)") 1Ax’“] X*e

= 1 x*AT (4 (xh)? AT>_1 AX’“} X*e
= —XFfet XFAT (4(xF)"AT) A
En posant
wh = (A (x")" A7) A (3.1)
d s'écrit

d=—X"(c— ATw"), (3.2)

3.2. Les méthodes Affines
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ot w* est la solution du systéme :

(A(x") AT w=a (x4 e (3.3)

Choix du pas

Nous supposons que d # 0 (car sinon la solution courante est optimale). Le pas est @ choisi le
plus grand possible de facon a ce que le nouveau point u demeure réalisable.

Ainsi,

+o0 Si d>0

@:max{a:ejtongO}: ] L~ )
mm{%;dj <0} Sinon .

Notons que si d > 0 alors @ = oo , par conséquent le probléme (ﬁ) est non borné et par la suite
le probleme (P) est aussi non borné. D’autre part, afin d’assurer la stricte réalisabilité, on prend :
oFtt = 2% + yadt avecy € (0,1)

Proposition 3.1 Pour tout k > 0, ona: c'z* — cTzk1 > 0

3.2.2 Algorithme affine primal

Algorithme 1
-Etape 1 :

- Poser k = 0 et prendre z*¥ > 0 tel que Az* = b. (Une méthode de recherche de la solution
initiale sera exposée ultérieurement)

-Choisir v € (0,1)

-Etape 2 :

- Poser z* = diag (:E’f, - xﬁ) .

-Etape 3 :

- Calculer la solution w* de I'’équation (3)

-Etape 4 :
- Calculer d d’aprés 'équation (2)
- Poser d* = X*d

-Etape 5 :
- Si d* > 0, stop. Le probléme (P) n’est pas borné.

- Sinon : @ = min {;7167; < 0} et 21 = 2k 4 yad”
J

3.2. Les méthodes Affines
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-Etape 6 :

- Si le critére d’arrét est satisfait. stop. Sinon k = k + 1 et aller a I'étape 2.

Plusieurs criteres d’arrét peuvent étre considérés. Nous citons les plus utilisés. Les deux premiers
criteres s’appliquent lorsque la valeur de l'objectif est non nulle alors que le troisieme critere

s’applique lorsque cette valeur est nulle.

Critere 1 : Ce critére est basé sur la variation relative de la valeur de la fonction objectif.

. \ s . A T, .k__ T, .k+1
Soit ¢ > 0 un parametre de tolérance, alors l'algorithme s’arréte lorsque : “*75%— < ¢, avec

une solution optimale z* = z**! .

Critere 2 : Celui-ci est basé sur l'utilisation de la marge duale. Todd et Burrell (1986) ont
montré que le vecteur w* obtenu a 'étape 3 de l'algorithme primal est une solution approximative
du probleme dual et que la suite {wk} engendrée par cet algorithme converge vers la solution

. . . . . A T,k __ T .k+1
optimale du dual. Ainsi, si ¢ > 0 alors 'algorithme s’arréte lorsque : ‘%

<e€

T k_ T, k+1

Critére 3 : Soit £ > 0, 'algorithme s’arréte lorsque : <2 =<2 " < ¢
max{l,lcT:ck|}

3.3 Méthodes duale de chemin centrale ( barriére logarith-
mique )

Dans cette section, nous allons développer la méthode duale de chemin central, cette der-
niére faisant partie des méthodes de réduction en série des programmes restreints non standard
(SUMT). Nous utilisons ici la barriere logarithmique, nous allons également définir le concept de
la chemin central car il est fondamental d’analyser la complexité de méthodes de points internes,
il est possible de montre cela, la méthode de Newton a une certaine voisinage du chemin central

une converence globale et quadratique vers le point central du chemin.

3.3.1 Barriére logarithmique

Considérons le programme convexe suivant :

max fo (y)
fily) <0,i=1,---n,

3.3. Méthodes duale de chemin centrale ( barriére logarithmique )



Chapitre 3. Méthodes de points intérieurs

ou —fo(y) et f(y) sont de fonction convexes au moins deux fois continuments différentiables de
R — R.

On pose les hypothéses suivantes :

Ay :int(S) = S° # ¢ (condition de Slater )

Ay 1 S est borné

Le conditions d’optimalité du premier ordre (K K'T'), nécessaires et suffisantes sous les hypothéses

posées, sont I'existence d’un point y et d'un vecteur de multiplicateurs z qui satisfont

VA - L) =0 (3.4)
fily) <0, 1=1,---n (3.5)
wifity) =0, i=1,--n (3.6)
2; >0, i=1,--n. (3.7)

Considérons maintenant la fonction barriére suivante

Bly) = - z In(—£i(y)),

et le programme non contraint

+ B(y)

mingp(y, p) = — foiy)

1 > 0 est le paramétre de pénalité.

Rappel :
Une fonction barriére B(z) pour le programme mathématique

min f(x)
{ gi(z) <0,i=1---F,
est une fonction non négative et continue sur le domaine réalisable qui tend vers oo lorsque x
tend vers la frontiére a partir de I'intérieur du domaine. On définit souvent une fonction barriére

sous la forme

tell que la fonction p vérifie :

3.3. Méthodes duale de chemin centrale ( barriére logarithmique )
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~0(y)>0 si y<0

- lim —0(y) =
y—0~

Remarque 3.3 La barriére logarithmique utilisée ne vérifie ces conditions que dans un voisinage
de 0.

On défini le gradient de la fonction ¢4 par

Vop(y,u) =9y, pn) = —Vf;<y> * z: Y;Ez;

et la matrice hessienne

V26 5(y, 1) = H(y, 1) = _%0(?/) N é <Yf{i((5)) Vi E]yt)(y)v)f ),

Il est facile de voir que la matrice hessienne est semi-définie positive pour y € S° sous les hypo-

théses A; et A, posées. Elle est définie positive sous des conditions un peu plus fortes.

Proposition 3.2 Sous les hypothéses A, et A,, la matrice hessienne H(y,p), y € S® et u > 0, est
définie positive dans les deux cas suivants :
- Les fonctions f;(y),i =0, - - ,n sont linéaires (affines)

- La fonction — fy(y) est convexe et les fonctions f;(y),i = 1,---,n sont quadratiques convexes.

La fonction barriére ¢5(y, 1) est donc strictement convexe sur le domaine borné int(S) et prend
des valeurs infinies sur la frontiére de S. Elle atteint alors son minimum, pour x > 0 fixé, en un
point unique de int(.S) noté y(u). Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité d'un point

y du probléme non contraint sont données par les équations suivantes :
V¢B (ya M) - O
fily) <0 ,i=1,---n.

Ces conditions sont satisfaites si et seulement si

Violy) + 1) Fof =0

f%(y) S 0 7i = ]-7' cn,
ou par un changement de variables

(Vi) - 21 2V fi(y) = 0

—zifiy) =p, i=1,---n
z; >0, 1=1,---,n.

\
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Ces conditions sont semblables a celles présentées plus haut dans cette section (3.4) — (3.7) pour

le programme convexe. En fait, seule la contrainte de complémentarité est perturbée.

3.3.2 Chemin central et centre analytique

On peut maintenant donner la définition du chemin central.

Définition 3.1 On définit le chemin central comme le chemin paramétre formé de la suite de points

y(u) lorsque Uon fait varier y de +00 a 07.

Définition 3.2 Soit S = {y: f; (y) <0,i=1,--- ,n} un ensemble borné et tel que int(S) # ¢ . Le

centre analytique de S est le point qui est solution du programme

max i_illn(—fi(y))-

Le centre analytique est en fait le point de départ du chemin central et est solution du

programme
min ¢B <y7 /’L)a

lorsque ;1 — oo .1l est facile de voir que le centre analytique est le point intérieur qui maximise
le produit des variables d’écart. Ce point est donc dépendant de la représentation algébrique
de 'ensemble réalisable. Dédoubler une contrainte éloignera le centre analytique de la frontiére

définie par cette contrainte, sans que la géométrie de 'ensemble soit modifiée.

3.3.3 Algorithme de barriére logarithmique

lalgorithme de barriére logarithmique est une méthode de points intérieurs qui, a partir d’'un
point initial situé prés du chemin central, suit approximativement ce dernier jusqu’a la solution
optimale.
Algorithme dual de chemin central :
Soit i > 0 et un critére d’arrét £ donné.
Faire (itération majeure)
— Résoudre (approximativement) min ¢y (y, ) et obtenir y (u)
— Mettreajour pu = (1 —0)utellque0 <O < letpu>¥0
Panalyse de la convergence et de la complexité nécessite plusieurs détails, tels que le choix de
I'estimation initiale, le calcul de la solution approchée de y (1), la valeur de 0 et ¢ , etc. Lalgo-

rithme que nous allons analyser pour le cas linéaire est celui présenté dans den Hertog (1994).

3.3. Méthodes duale de chemin centrale ( barriére logarithmique )
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Pour p fixé, le probléme d’optimisation est résolu par la méthode de Newton et la notion de proxi-
mité (pour évaluer la qualité de 'approximation) est basée sur la norme induite par la matrice

hessienne (définie positive) du pas de Newton.

On présente l'algorithme général de barriére logarithmique
Initialisation
¢ est le paramétre de précision ;
T est le paramétre de proximaté;
0 est le paramétre de réduction, (0 <6 < 1)
Lo est la valeur initiale de la pénalité ;
y° est un point intérieur tel que
Ip(y°, MO)”H(yO,,uO) =T
début
y = y% = pg;
tant que p > ;- faire
début ( itération majeure )
= (1—=0)p;
tant que || P||,; > 7 faire
début ( itération mineure )
& = argmin {¢p(y +ap, u) : y + ap € 5%}
y:=y+tap
fin (itération mineure )
fin (itération majeure )
fin

Selon la valeur de # (facteur de réduction), on parlera de méthode a :

— Longpas:0 < u<1,indépendantde nete;

— Pas moyen : 6 = 77 > ouwv >0 est indépendant de n et ¢
— Petit pas: 0 = T > 0uv > 0est suffisamment petit de facon a ce qu'un seul pas de Newton soit

suffisant pour atteindre le voisinage du nouveau centre.
Nous ferons I'analyse de convergence et de complexité pour la méthode a petit pas appliquée a

un programme linéaire.

3.3.4 Cas linéaire

On considére le programme linéaire

3.3. Méthodes duale de chemin centrale ( barriére logarithmique )
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maxb’y
y

Aly < ¢,
qui est le dual de
mincl
Ar =
x> 0.
On suppose toujours que A,,., est de plein rang, que int (S) # ¢ ; et que S est borné. La fonction

barriére (en posant s = ¢ — ATy ) est alors

¢B (y’ /1“) =

et le gradient

Vogpy,n) = —g -V (iilln ((c— ATY)Z.)) = —% + AS e,

ou S est la matrice diagonale formée a partir du vecteur s.

La matrice hessienne est donnée sous la forme
H(y,p) = AS'StAT
= AS2AT.
Il est facile de voir que la matrice H (y, ) est définie positive puisque s > 0 et A est de plein

rang.

Les conditions d’optimalités du premier ordre donnent

V¢B<y7 /’l’> - 07

d’ou

pAS e = b,

et Posons # = uS~'e. Ainsi, on doit résoudre (approximativement) a chaque itération majeure

(pour p > 0 fixé)

Ax =1
ATy+s=c
Sx = uc

s>0, x>0.
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Afin d’approcher la solution unique du chemin central.
Notons que le gap d’optimalité d’un point sur le chemin central est simplement =7 (1) s (1) = np.

Une notion de voisinage a été proposée par Roos et Vial (1992).
Définition 3.3 On définit la distance de y a y () par

Sx

— —e

1
La distance § (y, 1) est une mesure de la violation de la contrainte Sz = pe .

) — mi
(y, 1) in

Proposition 3.3 [6] La solution de :

Sz

min ‘
X

Axr = b,

est unique et est égale a

z(y, 1) = pS~ e — §72AT (ATS2AT) T (AS e — b)

On a

S(y, ) =0<=y=y(u).

Notons par p, = np le déplacement en y dans 'ensemble S° lors d’'une itération de la boucle
intérieure. Ce déplacement induit un déplacement :

Ds = _Apr
dans I'espace des valeurs que peut prendre le vecteur

s=c— ATy

on pose

yt o= y+py
st = s+ps=c—ATy— A"p,.

Le déplacement p, est donné par la méthode de Newton (avec pas unitaire). Ainsi, on a

py=—(H (y. )" Voo (y. 1) = — (AS72AT) " (—% + AS%) .
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Alors

- b
ps = AT (AS24T)" (—— + Asle) .
L
Convergence
Nous avons tous les éléments pour démontrer la convergence polynomiale de 'algorithme
a petit pas donné. Rappelons que dans le cas de la méthode a petits pas, il n'y a qu'une seule

itération mineure par itération ajeure.

Algorithme de barriére logarihmeique a petits pas
Initialisation :
¢ est le paramétre de précision ;
0 est le paramétre de réduction (0 < 0 < 1);
Lo est la valeur initiale de la pénalité ;
y” tel que d (3%, u°) < 0;
début
Y=y = o
ant que p > - faire
début
= (1—=0)p;
pyi=—(H (y, 1) Vg (y, 1) ;
Y=Yy +Dy;
fin
fin
Nous devons montrer dans un premier temps que la suite des itérés est strictement réalisable
(lemme 3.4) et que u, représente une bonne approximation du saut de dualité (lemme 3.5). Le
nombre d’itérations majeures est alors facile a montrer (théoréme 3.8). Ces résultats sont valides
si 'itéré courant se trouve dans un voisinage du chemin central ; ce résultat est montré au lemme
3.7.
Le prochain lemme technique relie le pas de Newton a la notion de proximité.

Lemme 3.3 [6]Pour y et ;1 donnés, on a

6y, ) = lpylly
= |57 A"y, ||,

= [I57pll;-
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Lemme 3.4 [6] Soit y € S° dual réalisable et tel que § (y, 1) <1.O0na

yt e s,

et
5 (y* u) <d(y,p)?.

Lemme 3.5 [6] Soit 6 = § (y,u) . Si d < 1, alors

5 (1+0)

s

07y — by ()] <
Lemme 3.6 [6] Soit u* = (1 —6)pu. Ona

1

m@ (y, 1) + 6+/n).

6 (y, ") <
Lemme 3.7 [6] Soit u* = (1 —0) u avec § = #ﬁ CSié(y,p) < 5, alorsd(yT,pt) < 3.

Théoreme 3.2 [6]Aprés au plus %ln (4”%) itérations majeures, lalgorithme arréte avec une solu-
tion duale tel que z* — b7y < e.

Preuve. (voir [6] ) =

3.3.5 Deux autres fonctions barriéres (Gonzaga, 1992)

La fonction barriére centre est donnée par

n

op(y,2) = —g (ln (b"y —2)) =D (In(s;)).
=1
ou g < n est une constante et z est une borne inférieure sur la valeur optimale.

Une autre fonction barriére est donnée par

n

T
¢p(y,v) = —q (In (b"y —v)) =) (In(s;)).
i=1
Ici, ¢ < n est une constante et v est une borne supérieure sur la valeur optimale. Il y a une relation
entre les valeurs optimales de ces deux fonctions et celles de la barriére logarithmique duale que
nous venons de voir. Le chemin central défini par la solution optimale de la fonction ¢, = (y, 2)
(resp. ¢p = (y,v)) paramétrée par la valeur z (resp.v) est le méme que celui déterminé par la

barriére logarithmique duale.
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3.3.6 Développement par ’approche primale

La méthode primale de chemin central s’obtient en considérant la barriére logarithmique
appliquée au probléme primal. Suivant le méme développement que pour I'approche duale, on

aurait obtenu
T

Op(w,p) =<5 = 300, (In (2:))
vqu(xaM) = ﬁ - Xe
Vg, pu) = X2
Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour un minimun de ¢ (z, 1) sous les

contraintes Az = b sont
Az =0

x>0
ﬁ—Xﬁle—ATy:().

En posant s = uX e, on retrouve le systéme déduit pour le dual .

3.4 conclusion

Les méthodes de points intérieur sont connues par leur efficacité, rapide de convergence,
simplixité algorihmique. linconvénient principle dans ce type de méthodes est I'initialisation. La
plupart des résultats théoriques que le point initial est connu.

Cette thése est consocrée a I'étude du probléme d’optimisation linéaire et a sa résolution par
des méthodes de points intérieurs, notre travail est une bréve de certaines de ces méthodes avec

leur algorithme et quelques exemples numériques.

3.4. conclusion
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