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Introduction générale

Nous étudions ici certains systemes elliptiques coopératifs définis sur un domaine borné 2 de

R"™. Nous considérons le probléme suivant :

—Apu; = Y aij [u[P " u; + f; dans Q
j=1
u; =0 sur of2

Ou les coéfficients a;; (1 < ¢,j < n) sont constants et a;; > 0 pour i # j (systemes coopératifs),
Popérateur A, défini par A, = div (|Vul’ - Vu), p > 1 sappelle p-Laplacien, si p = 2 nous
obtenant le Laplacien.

Les problemes elliptiques faisant intervenir le Laplacien et le p-Laplacien sont d'une importance
capitale dans la modélisation des phénomenes naturels en physique notamment fluides non New-
tonienes, mécanique,...

Nous sommes concernés par I'existence de solutions positives et avec la forme de principe de
maximum (positivité inverse) suivante : "'hypothese f; > 0 sur 2 implique u; > 0 sur {2 pour
tout solution U = (u;)".

Tun des outils les plus utiles et les plus connus utilisés dans ’étude des équations différentielles
parielles est le principe de maximum. Il est un outil trés important pour de plusieurs questions
concernant les équations différentielles partielles, non seulement pour prouver 'existence et 'uni-
cité des solutions, mais aussi pour étudier leurs propriétés qualitatives comme positivité,...

Un excellent apercu du sujet jusqu’en 1967 peut étre trouvé dans le livre par Protter et Wein-
berger [26]. Plusieurs documents ont exploré le principe de maximum pour différents systemes
(linéaire, semi linéaire et non linéaire) impliquant les opérateurs Laplacien et p-Laplacien.

Le principe de maximum a également été étudié pour les systemes elliptiques linéaires. En
particulier les travaux de Figueiredo et Mitidieri [12] ont donné les conditions nécessaires et
suffisantes pour le principe de maximum. De plus, en [16], [29] les auteurs ont démontré des
conditions nécessaires et suffisantes pour avoir le principe de maximum et I'existence de solutions
positives pour les systemes elliptiques linéaires coopératifs impliquant 'opérateur de Laplace avec
des coefficients constants. Aussi en [3], [16] les auteurs ont présenté les conditions nécessaires et
suffisantes pour avoir le principe de maximum et pour 'existence de solutions positives pour les
systémes elliptiques semi-linéaires coopératifs impliquant 'opérateur de Laplace par I'utilisation
de la méthode de sous et sur solutions, cette méthode donne I’existence et la localisation d’une so-
lution d’un probleme aux limites en présence d’'un couple de fonctions, appelées sous-solution et

sur-solution, bien ordonné. Elles peuvent étre considérées comme des approximations de la solu-




tion avec une erreur de signe constant. Ces résultats ont été étendus en [16] au systeme elliptique
non linéaire coopératif impliquant les opérateurs p-Laplacien avec des coefficients constants.

Cet mémoire est répartie en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit quelques notions de base ainsi que des rappels, qui
seront utilisés dans certaines preuves et applications.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions les systémes elliptiques coopératifs linéairs puis les
systemes semi-linéairs, il est organisé de la maniere suivante :

Nous exposons dans la premiere section quelques résultats concernant les systemes elliptiques
coopératifs intervernant le Laplacien, nous établissons le principe de maximum et on utilise le
lemme de Lax-Milgram pour prouver l'existence et l'unicité de la solution. Voir J.Fleckinger,
J.Hernandez et EDe Thélin [16].

Et la deuxiéme section est une extension au systeme linéaire a n équations (H. M. Serag et A.
H. Qamlo [29]).

Dans la troisiéme section, nous présentons une méthode utilisée par D.G.de Figueiredo et
Mitidieri (voir [13]) et par H.M.Serag and A.H.Qamlo [29] pour I'insertion d’'un systeme linéaire
non coopératif dans un systéme linéaire coopératif, pour I’établissement du principe de maximum.

Et la quatrieme section comporte la résolution d'un systéme coopératif semi-linéaire, on
adapte ici la méthode des sous et sur solutions pour prouver l'existence de solution, et avec
des conditions supplémentaires sur les non linéarités f; nous obtenons 'unicité de solution (voir
toujours J.Fleckinger, J.Hernandez et EDe Thélin [16]).

Enfin la derniere section est une généralisation a n équations pour le systéme semi-linéaire
(voir Bénédicte Alziary, Laure Cardoulis and Jacqueline Fleckinger-Pellé [3]).

Dans le dernier chapitre, nous étudions les systemes elliptiques coopératifs intervenant le
p-Laplacien (voir [16]). Ce chapitre est divisé en deux sections :

Dans la premiere section, nous étudions le principe de maximum et on applique le théoreme
de point fixe de Schauder pour prouver I'existence de solution positive pour une seul équation, et

dans la deuxiéme section, nous généralisons ses résultats pour un systeme de n équations.




Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les conventions suivantes :

Si € désigne un ouvert borné de R", on note par :

Notations générales

Au = Zin ifl; Laplacien de u.
7
vu:((‘)_xl’@_xg’m’@?n) Grad de u.
Apu = div(|Vul"~* Vu) p- Laplacien de u.
D(A) D(A) ={u € H}(Q); Au € L*(Q) } . Domaine de définition de A.
o(T) Spectre de 'opérateur 7.
p(T) Ensemble résolvant de 7'
VP(T) Ensemble des valeur propre de 7.
B(zg, ) B(zg,7) = {z; ||z — x0|| < r}. Boule ouverte, centré en x, de rayon r.
Snm Symbole de Kronecker
(o, )x Le produit scalaire de X.
|1 % La norme de X.
min Le minimum
max Le maximum
lim La limite
div La divergence de u.
n(x) La normale extérieure.
p.p Presque pour tous les points.
e Exposant conjugué de p, c’est-a-dire ]% + % =1
e Injection compact.
— Injection continue.
la| = i o La longueur de a.
=1
A La premiére valeur propre.
1 La fonction propre associée a la valeur propre \;.
0% = 07" 052...05" La dérivée faible d’une fonction u € L ().
fr Partie positive de f.
f- Partie négative de f.




Espaces fonctionnels

QCR” Ouvert borné.

o0 Frontiere de €.

Q Padhérence de Q.

Q Q> QUIN.

Wm™Pr(Q) Espace de Sobolev avec dérivées d’ordre m dans LP(f2).
Wy"P(Q) Espace de Sobolev avec trace nulle.

1, 1p 1 1 m
W Wyt H*, Hy, H

Les espaces de Sobolev.

LP(Q) LP(Q2) = {u : Q@ — R mesurable, [ |u|” dz < 400, 1 <p< oo} .
Q

LP () Espace dual de L?(Q), p/ = ]%

L*(Q) Espace des fonctions de carrées sommables.

L .(Q) Espace des fonctions localement intégrables.

Ensemble des fonctions C'*°(£2) a support compact.




Chapitre 1
Notions de base et définitions

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires tout au long de
ce mémoire. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre, c’est qu’ils sont préparatoires
pour les résultats principaux, qui sont contenues dans les chapitres suivantes. Dans la suite (2 sera

un ouvert borné de R” et nous utiliserons la mesure de Lebesgue.

1.1 Fonctions de carré sommable et dérivation faible

1.1.1 Quelques rappels d’intégration

Tous les résultats de cette section sont détaillés dans le cours de mathématique [2],[5].
Soit © un ouvert de R" muni de la mesure de Lebesgue. On définit 'espace L?(2) des fonctions

mesurables dans €.

L*(Q) = {f : 0 — R mesurable, définie p.p, [f? dx < +oo}
Q

Muni d’un produit scalaire :

(f,9) = S{f(x)g(x) dx

Cespace vectoriel muni d’un produit scalaire L?(f2) est un espace de Hilbert, c’est-a-dire complet

pour la norme :

ey = (f 1F0)F o)

Rappelons que les fonctions mesurables dans ) sont définies presque partout dans 2 : si on
change les valeurs d’'une fonction mesurable f sur un sous-ensemble de {2 de mesure nulle, on ne

change pas la fonction mesurable f. Autrement dit, deux fonctions mesurables f, g seront dites



Chapitre 1. Notions de base et définitions

égales si f(x) = g(z) presque partout dans 2, c’est-a-dire s’il existe £ C () tel que la mesure de
Lebesgue de E est nulle et f(z) = g(z) pour tout x € (2 \ E).

Théoreme 1.1 Lespace C°(12) est dense dans L*(2), cest-a-dire que pour tout f € L*(Q), il existe
une suite f,, € C°(Q) telle que
im f = fall 2 = 0

n—--+400

Corollaire 1.1 Soit f € L?*(). Si pour toute fonction ¢ € C>°(2) on a
Jf(@)p(x) dz =0
Q

Alors f(x) = 0 presque partout dans 2.

1.1.2 Dérivation faible

Définition 1.1 Soit v une fonction de L*(§2). On dit que v est dérivable au sens faible dans L*($) s’il
existe des fonctions w; € L*(2), pour i = {1,2,...,n}, telles que pour toute fonction ¢ € C>°(Q).

On a

/U(I)gi (z) do = —S{wm(:c) dx

Q

[ e . : . s . Ov
Chaque w; est appelée la i-eme dérivée partielle faible de v et notée désormais .
T

Lemme 1.1 Soit v une fonction de L?*(), s’il existe une constante C > 0 telle que, pour toute

fonction ¢ € C°(Q) et pour tout indice i = {1,2,...,n},ona

0
[vle)52 @) da| < C 6l

i
Q

Alors v est dérivable au sens faible.

1.2 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans I'étude des équations aux dérivées partielles ellip-
tiques. Il s’avere donc judicieux d’en faire une breve présentation avant d’aborder ces équations.

Nous reprenons dans cette section certains énoncés de H. Brezis [5] et O. Kavian [21] .

1.2. Les espaces de Sobolev |



Chapitre 1. Notions de base et définitions

1.2.1 Les espaces de Sobolev W"?((})

Définition 1.2 Soient 2 C R™ un ouvert et 1 < i < n. Une fonction u € L}, (Q) a i-éme dérivée
faible dans L},.(Q) s’il existe f; € L;, () telle que pour tout ¢ € C°(Q) on ait

f ( )aZQO :_ffz

Q

Cela revient a dire que la i-éme dérivée au sens des distributions de u appartient a L}, .(2). Si f; est

donnée par la relation ci-dessus, on pose :

ou

:fi

Définition 1.3 Soit & € N™, on note |a| = Z «; la longueur de o et 0%u = 07" 05*...05"u désigne
=1

la dérivée faible d’une fonction u € Lj (). Pour 1 < p < o0, lespace de Sobolev W™P()) est définit
par
WmP(Q) = {u e LP(),Va € N", |a| <m, 0% € LP(Q)}

Lespace LP(Q2) étant muni de la norme |[u||;,q) = llull, (ot pour 1 < p < oo on note ||ul, =

f |u(x) P dz, on munit Uespace de Sobolev W™? (1) de la norme

Q=

[l p = lulliymsa) ( 2 IIC‘?“UH”)

|a|<m
Notons que par récurrence, ona

ou
0x;

WP (Q) = {u e W™ P(Q): —— € W™ HP(Q) Vi = 1,2,...,n}

Et si p = oo la norme de I'espace W™ >((Q2) est
[l ym e () = (sup [0%ul)
On pose H™(Q) = W™2(Q); H™(Q2) muni du produit scalaire

(u, 0)gm@) = X2 (DauaD%)p(Q)

0<]al<m

est un espace de Hilbert

1.2. Les espaces de Sobolev ]



Chapitre 1. Notions de base et définitions

1.2.2 Les espaces IW''(Q)
Lespace de Sobolev W1r(Q) est défini par
u€ LP(Q); Fg1,99,...,9, € LP(Q) tel que
Wi (@) = /u ’ - —hfgigo Vo e C®(Q) Vi=1,2,...n

U
Z;

Lespace WP(Q) est muni de la norme

On note

1

D

Lr(Q)
1
) P

ou
al‘i

||u||W17P(Q) = <||u||LP(Q) + ;

Ou parfois de la norme équivalente

ox;

lulhsrioy = (Bl + 35 2

si 1§p<oo.

v Sip = oco,on muni WH*(Q) de la norme
[ull o) = (supp |ul + supp [Vul)
v Sip=2,onnote H'(Q) = W%(Q)

Les espaces H'(0)

Soit  un ouvert de R". espace de Sobolev H'(2) est défini par

HY(Q) = {v € L*(Q) tel que Vi = {1,2,...,n}, gv € L*(Q) }
i

" est la dérivée partielle faible de v
€T

Muni du produit scalaire

ou

ou Ov
0 = 9+ 35 (g )

2 2
U = U +
(s <H IR m))

Cespace de sobolev H'(2) est un espace de Hilbert séparable (voir [5]).

et de la norme
ou
8£Ci

1.2. Les espaces de Sobolev



Chapitre 1. Notions de base et définitions

1.2.3 Les espaces I/, ”(Q)

Définition 1.4 Soit 1 < p < co. Wy (Q) désigne la fermeture de C1(2) dans WP(Q), il est muni

de la norme induite par W' (Q) est un espace de Banach séparable.

Corollaire 1.2 Une autre caractérisation de W,"(Q); si u est de classe C* et u € W,*(Q) N C(Q)
avec 1 < p < oo alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u = 0 sur 052

2) u € Wy *(Q).

/ 1 1
On désigne par W~1#(Q) I'espace dual de W, ”(Q), (1 < p < o) avec y +==1

p
On note H(Q) = Wy *(Q)
Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H'(2) et qui nous

sera trés utile pour les problemes avec conditions aux limites de Dirichlet

Lespace H;(Q)

Soit C'°(Q2) 'espace des fonctions de classe C*>° a support compact dans 2. Lespace de Sobolev
H}(Q) est défini comme 'adhérence de C°(Q2) dans H'(Q)

ov

0@

H(Q) = {v c L*(Q) tel que Vi = {1,2,...,n}, € L*(Q), ulsg =0 }

Muni d’un produit scalaire
(u, vy = [ (u(z)v(z) + Vu(x)Vo(z)) dx
Q

et de la norme

N

lollgio = ( SOV + ut)P) o)

Lespace de Sobolev H} () est un espace de Hilbert et est le sous-espace de H'() constitué des

fonctions qui s’annulent sur le bord 0f).

Corollaire 1.3 Soit €2 un ouvert de R™ borné dans au moins une direction de Uespace. Alors la semi-

norme

2

elygen = (1700 o)

est une norme sur H} () équivalente a la norme usuelle induite par celle de H*(2)

1.2. Les espaces de Sobolev



Chapitre 1. Notions de base et définitions

On note par H () le dual de H}(Q).
On peut identifier L? et son dual, par conséquent on a les inclusions

H&(Q) s Lz(Q) — H(Q)

avec injections continues.

1.3 Définitions et notions

1.3.1 Quelques inégalités fonctionnelles

Inégalité de Holder

Théoréme 1.2 [5]
/ 1 1
Soient f € LP(Q)etg € LP (Q) avecl <p<ooet —+ — =1
p p
Alors

1

fr9 € L'(Q) et [ f(x)g(x)] da < (M P dm),, (f|g<x>|p’ dx);/

Q Q
Alors

£ glly < WAL, gl
Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoreme 1.3 [5]

Dans un espace pré-hilbertien H, on a :
Va,yeH, [(z,y)] <[]yl
ol
ol = (2, 2)%
Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.4 [2]
Soit 2 un ouvert borné dans au moins une direction de Uespace. Alors il existe une constante C' > 0

pour toute fonction v € H} (1) telle que

S{Iv(m)ﬁ dr < C£|Vv(x)|2 dx

1.3. Définitions et notions



Chapitre 1. Notions de base et définitions

La convergence dominée de Lebesgue

Théoreme 1.5 [5]
Soit {f,},-, une suite de fonctions de L*(§2) convergent presque partout vers une fonction mesurable

f. On suppose qu’il existe g € L'(Q) telle que pour tout n > 1, on ait

|ful < g p.psurQ

Alors :
fel'(Qet lim ||f,—fll; =0 et [f(z)dz= lim [f,(z)dz
n—-+o0o Q n—>+ooQ

Formule de Green

Définition 1.5 [5]
() désigne un ouvert borné de R™, n(x) est la normale extérieure au domaine ), pour toute fonction

ude W'(Q), on a la formule de Green :

Judive = [up.n— [¢Vu.
Q Gle} Q

1.3.2 Quelques propriétés sur les opérateurs

Théoreme 1.6 [8](Opérateur compact)
Soient E et I’ deux espaces de Banach, Une application linéaire continue T' € L(FE, F') est dite com-
pacte si limage T(Bg) par Uapplication T de la boule unité fermée B, de Uespace E est relativement

compacte (en norme) dans F.

Proposition 1.1 Un opérateur linéaire T est compact si est seulement si pour toute suite bornée

{@n},cn de E, la suite des images {T'v,, }, .y admet une sous-suite convergente.

Analyse spectrale [17]

Soit F un espace de Banach réel et 7" une application linéaire continue de E. On note :

e o(T) ={X € R; T — Al est non bijective} 'ensemble des valeurs singulieres de 7.

o p(T) = {\ € R; T'— A est bijective} = R\o(7") 'ensemble des valeurs régulieres de 7.

e VP(T)={\ € R; T — )\ est non surjective} 'ensemble des valeurs propres de 7.

Lorsque dim E < +o0, on a VP(T) = o(T). On a un résultat similaire en dimension finie, a

condition que I'opérateur 7" soit linéaire continu et compact.

1.3. Définitions et notions
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Définition 1.6 [23](Opérateurs monotones)
Soit V un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de V dans V'
A est monotone si :

Vu,v €V, (A(u) — A(v),u =)y, >0

Définition 1.7 [23](Opérateurs pseudo monotone)

Soit V un espace de Banach et V' son dual topologique. On dit que Uopérateur A, définit de V' dans
V' est un pseudo monotone si :

1) A est borné.

2) lorsque u; — w dans V faible et lim sup (A(u;),u —v) > (A(u),u —v), Yo € V.

j—o0
Définition 1.8 [10](Injection continue)
Soient (E, ||.|| ) et (F, ||.|| ) deux espaces de Banach.

On dit que F est s’injecte continiiment dans F si F' C FE et si Uinclusion est contnue, c’est-a-dire s’il

existe C' > 0 tel que, pour tout z € F :
2]l < Cllllp

On note

Définition 1.9 [10](Injection compact)
Soient E/ and F deux espaces normés tels que F' C FE. On dit que F est s’injecte compactement dans
E, etonécrit F —<— FE, si

i) Il existe une constante C telle que
|z||z < C x|z, Vo e F

i1) Chaque ensemble borné dans F' est précompact dans E.
Et aussi on dit que linjection F' —— E est compacte si, de plus, de toute suite bornée pour ||.||, on

peut en extraire une suite convergent dans (E, ||| ).

Définition 1.10 [17](Le Laplacien)

n

Soit A Uopérateur qui a une fonction u associe Au = Y d?u. Afin que cet opérateur ait un sens, on
=1

le définit sur son domaine D(A), c-a-d. ensemble

D(A) = {u € Hy(Q); Au e L*(Q)}

et on défini alors A : D(A) C L*(Q) — L*(Q), par Au = Au.

1.3. Définitions et notions
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Définition 1.11 Soient A, B deux opérateurs linéaires définis sur V tel que :
Au = ABu (E)

Nous appelons valeur propre principale de (E), toute valeur propre réelle associée a une fonction
propre qui ne change pas de signe dans V. Siona: A = —A, et B = I, on peut caractérisé la
premiere valeur propre A\; de —A.
Soit
—Au(z) = Mu(x), €
{ u(z) =0, =€ 0N

Le probléme consiste a trouver le couple (A1, ;) tel que :

—Ap(z) = Mgy (2), >0, z€Q
o1(x) =0, x €

Et
[ |Vu(z))* da
A\ = inf &
[ u(@)® do
Q
Etona:

[Vu(x)Ve,(x) de = M\ [u(z)p,(z) dz, Yu € V
Q Q
De méme pour le p-Laplacien, on a la caractérisation de la premiére valeur propre \; suivante :

—Apu =\ [ul""?u, dans Q
u =0, surdf)

Le probléme consiste a trouver le couple (A1, p,) tel que :

—Appr =M |901|p_2 ¢1, p1 >0, dans
w0, =0, sur o)

et
[IVul’ dx
M =inf%t—
[lap da
0

Proposition 1.2 [20]
Nous considérons deux ensembles ouverts définis tels que €2 C $25. Cette inclusion induit une injection

naturel H} () — H{(S2,) simplement en étendant par zéro fonctions dans H}(Q).

1.3. Définitions et notions
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En particulier, le principe de maximum implique la monotonie suivante pour Uinclusion de la premieére

valeur propre avec les conditions limies de Dirichlet.
0 CQy = )\1(1, Ql) > )\1(1, Qg)

De plus, linégalité est stricte dés que §2,\); contient un ensemble de capacité positive (puisque la
premiere fonction propre ne peut pas disparditre sur un tel ensemble).

D’autre part si A (p, Q) > v > 0, il existe certains 0 C 2 tel que

Ai(p, Q) > Mi(p, Q) >~

Proposition 1.3 [16]

A1 (p, Q) dépend contintiment par les C*—perturbations sur €2 .

Preuve. Soit = 7(f2), ol 7 = I + ¢ est une petite perturbation de lidentité et ¢» € C(£2).Pour
toute y = (I + 1) (z), = € Q on pose u(y) = u(zx), on obtient :

o -
B(u) = / lul? de = / [u|? J7! dy, avec J = |det (6ij + a%)’
Yi
Q Q

Si [|¢]; o, — O, on obtient

Par conséquent,

A (p, Q) = inf{ A(@ :

=
&

Théoreme 1.7 [11](Point fixe de Schauder)
Soit X un espace de Banach et soit r un réel strictement positif.
Si T : B(xg,r) — B(xo,r) est un opérateur complétement continu (c’est-a-dire continu et tel que,

pour toute partie bornée D de X, T'(D) est compacte), alors T admet au moins un point fixe.
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1.3.3 Rappels et définitions

Soit H un espace de Hilbert muni de la norme usuelle :
1
lull = (u,u)>

Et soit L une forme linéaire définie sur H a valeur réelle, dire que L(.) est continue signifie qu’il
existe M > 0 tel que :
M = sup {|L(u)|, u € H, |ju]| = 1} < +o00

En particulier pour toutu € H ona:
| L(u)| < M [[ull

De méme nous disons que la forme bilinéaire «a(.,.) définie sur IV x V' est continue s’il existe
M'>0; Yu,v e Vona:
ja(u, v)] < M |lul| Jv]|

La forme a est dite coercive ou uniformément elliptique sur V' s’il existe o > 0 telle que
Yu e V; a(u,u) > allul?

Lemme 1.2 [5](Lax-Milgram)
Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive sur Uespace de Hilbert V. Soit L. € V' (V" est le
dual de V') est une forme linéaire continue sur V.

Le probléme variationnelle :
{ Trouver u dans V tel que :

a(u,v) = L(v), Yo € V

admet une solution unique dans V.

Définition 1.12 [33](fonction mesurable)
Soient F et F munis des tribus respectives ¥ et F.

Une fonction f : E — F est dite mesurable par rapport a ¥ et F si pour tout A € F, f ~}(A) € X.

Définition 1.13 [33]
Soit f une fonction mesurable. On note f * = max(0, f) sa partie positive et f = = max(0, —f) sa
partie négative.
Si [|fldp < 400, Cest-d-dire si
Q

Jftdu < +oo et [f du<+oo
0 0
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Alors f est dite intégrable et on pose
Jfdu= [fFdu— [f du
Q Q o)

Définition 1.14 [27](fonction lipschitzienne)

Une fonction f : U C R" — R" est une fonction lipschitzienne de rapport k sur U si
|f(x1) — f(x2)| < k|zy — 29| pourtout x; € U et tout zo € U

Définition 1.15 [27](fonction localement lipschitzienne)
Une fonction f : U C R™ — R" est une fonction localemnt lipschitzienne sur U si, pour tout xq € U,

il existe un voisinage V,,, de x, tel que f

v,, Soit lipschitzienne sur V.

Définition 1.16 [25](condition de Carathéodory)

Soit 2 x R — R satisfaisant la condition suivante :

1) f(z,t) est mesurable par rapport a x € §) pour tout t € R.
2) f(z,t) est continue par rapport a t € {2 pour tout z € ).
f(z,t) est appelée fonction de Carathéodory.

1.3.4 Quelques définitions sur les matrices

Définition 1.17 [6](M-matrice)
M-matrice est une matrice carrée réelle, qui signifie que tous ces mineurs principaux sont strictement

positifs et que ses éléments extra-diagonaux sont négatifs.

Cette matrice intervient dans I'’étude des problemes de complémentarité linéaire et dans
certaines discrétisation d’opérateurs différentiels, en particulier ceux obéissant a un principe de

maximum, comme le Laplacien.

Définition 1.18 [22](M-matrice non singuliere)
Soit A = (aij)1<i j<n Une matrice dont les composantes a;; sont des réels. On dit que A est une M-
matrice non singuliére si A est de la forme A = A\l — B ou A € R’ , B est une matrice positive telle

que \ > p(B) ott p(B) est le rayon spectral de B.

Proposition 1.4 [6]

Si A est une matrice avec des coefficients hors diagonal non positifs, les conditions (FPy), (P1), (P), (Ps) et
(Py) sont équivalentes :

(Py) : A est une M-matrice non singuliére.

(Py) : tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs.
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(P,) : A est semi-positive (i.e) 3X > 0, tel que AX > 0, ott X > 0 signifie pour tous i, X; > 0 si
X = (X1, Xo, .0, Xon).

(Ps) : A a un inverse positif.

(Py) : il existe une matrice diagonal D, D > 0 telle que AD + D' A est définie positive.

Remarque 1.1 Si A est une M-matrice non singuliére, alors A est aussi une M-matrice non singu-
liére. Alors condition (Py) est satisfaite si est seulement si (Ps) est satisfaite ot

(Ps) : il existe une matrice diagonal D, D > 0 telle que A'D + DA est définie positive.

Définition 1.19 [24](Mineurs principaux d’une matrice)
Soit A = (a;j)1<i j<n Une matrice carré symétrique de dimension (n,n). Un mineur principal d’'ordre
k est le déterminant de la sous-matrice de A d’ordre k obtenue en supprimant (n — k) lignes et les

(n — k) colonnes correspondantes dans A.

aix Qi a3
Exemple 1.1 Soit A = | a9 as ass

31 a3z 0ass
Les trois mineurs principaux d’'ordre 1 de A sont : a1y, asy et ass.

. . . Q22 (23 ail a3 ai; Qa2
Les trois mineurs principaux d’ordre 2 de A sont : , et
g2 433 as1 ass Q21  QG22
a1 Gi2 @13
Le mineur principal d’ordre 3de Aest: | ay a9y a3

a31 daszz G33

Définition 1.20 [24](Mineurs principaux diagonaux d’une matrice)

Soit A = (a;j)1<i j<n Une matrice carré symétrique de dimension (n,n). Le mineur principal diagonal
d’ordre k ( noté Dy) de la matrice A est le déterminant de la taille (k, k) obtenue en éliminant (n — k)
derniéres lignes et les (n — k) derniéres colonnes de la matrice A. Une matrice carré d’ordre n admet

n Mineurs principaux diagonaux.

Remarque 1.2 Le mineur principal diagonal d’ordre k d’'une matrice est l'un de ses mineurs princi-

paux d’ordre k.

ailz a2 ais
Exemple 1.2 Soit A= | a9 as ass

Qg1 a3z a33
Le mineur principal diagonal d’ordre 1 de A est : a1;.
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Le mineur principal diagonal d'ordre 2 de A est : du iz

Q21 A22

a1; a2 dais
Le mineur principal diagonal d'ordre 3 de A est: | ay ags ags3

a31 dasz2 a33

Définition 1.21 [24](Matrice définie positive)
Soit A une matrice carrée symétrique et soit X un vecteur colonne quelconque. On note X' sa trans-
poée.

A est dite "définit positive" si est seulement si

X'AX >0, VX #0
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Létude de systeme elliptique intervenant le

Laplacien

Nous étudions ici quelques systemes elliptiques linéaires cooperatifs définis sur un domaine

borné 2 dans R”, nous considérons le probleme suivant

—Aul = Zaij Uj + fl dans Q2
j=1

u; =0 sur df2

Ou les coefficients a;; sont constants et a;; > 0 pour ¢ # j le systeme est dite cooperatif.
Ici nous donnons une preuve alternative tres simple a la condition nécessaire et suffisante pour

I'existence et I'unucité des solutions positives pour les systemes linéaires coopératifs.

2.1 Systeme linéaire coopératif de deux équations

On défini 'espace de Sobolev H} () par

H(Q) = {u € L*(Q) tq Vie{1,2,..,n}, Ou

o, € L*(Q), ulopq = 0}

Muni de la norme : )
2

ol = ([ (Tu@ + fu(o)P) o)
Et elle est équivalente a cette norme :
1
2 2 2
ol = ([ (V) +mfu(a)F) ar) >0
Q
Et notons que Hj(Q) = V.

21
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Nous définissons I'espace V? =V x V par la norme :

1Uly> = (full? + l2)2, U= “ ] ev?
v

elle est équivalente a la norme :

1U1l = (lull + llvl), U = < Z ) e V?

Soit le probleme :
—Au=au+bv+ f(x), dans
—Av = cu+ dv + g(x), dans (St)
u=wv=0, surodf2

Tel que :
Q) est un domaine borné sur R” 2.1

f,9€ L*(Q) 2.2)

Nous considérons ici la formulation variationnelle de ce systeme c’est-a-dire des solutions faibles

dans H{(€2). Nous soulignons que :
Les coefficients a, b, ¢, d sont des constantes réelles (2.3)

b> 0,c> 0 2.4)

Sous I'hypothese (2.4), le systeme (S;,) s’appelle coopératif.

2.1.1 Le principe de maximum

Nous prouvons ici, par une méthode différente, un résultat qui a été prouvé dans [12] et qui est
une condition nécessaire et suffisante pour le principe de maximum.

Soit \; la premiere valeur propre de —A positive et principale dans (2 et ¢, la fonction propre
positive associé a A\; normalisée c’est-a-dire ||¢, || = 1.

f —Ap; = Ay, ;> 0dans Q
Q

p; =0 sur o2

2.1. Systeme linéaire coopératif de deux équations
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Théoreme 2.1 Le principe de maximum est vérifié pour le systéme (Sy) sous les conditions (2.1) —
(2.4) si et seulement si :
a< M etd< )\ (2.5)
et
A—a —b
—c AN —d

sont satisfaites.

Preuve. Considérons f,g > 0etu,v >0
Miltipliant la premiere équation du systéme (S;) par ¢, et intégrant sur €2 , on obtient par l'utili-

sation de formule de Green

/—Awpl d:t:/\l/ugpl da::a/ugaldx—i—b/vgol da:—i—/f(x)(pldx
Q

0 Q 0 0
donc
/Vquol dr = Al/ugol dox = a/ugpl dx+b/v<p1 da:—i—/f(a:)gol dx
Q Q Q Q Q
alors :
(A1 — a)/ugol dx = b/vgol dx + /f(x)cpl dx
0 Q )
Alors

(A — a)/wpl dx — b/vgpl dr = Q/f(x)gpl dx

Q Q
Le deuxieme membre de cette équation est positif cela implique que : \; > a.

De méme facon pour la deuxieéme équation de (S;), on trouve :

(A1 — d)/vgol dr = c/ugol dz + /g(:z:)cpl dx

Q Q Q
Alors
(A — d)/vgpl dx — c/ugpl dx = /g(m)apl dx
Q Q Q

Le deuxieme membre de cette équation est positif cela implique que : \; > d.
Par la formule de Cramer on obtient (2.6).
Inversement :

On suppose que f,g > 0 et (2.5) et (2.6) sont satisfaites :

2.1. Systeme linéaire coopératif de deux équations



Chapitre 2. L'étude de systéme elliptique intervenant le Laplacien

Multipliant la premiére équation de systeme (S;) par u~ = max(0, —u) et la deuxiéme équation par

v~ = max(0, —v) telles que : =, v~ € H}(Q) et intégrant sur €, on obtient :

/—Auu_ dx:a/uu_ dx+b/vu_ dx+/f(x)u_ dx
Q Q Q

Q

par la formule de Green, on obtient :

/VUVU de = —/‘VU}Q dx:a/uu dx+b/vu dm—i—/f(m)u dx
0

0 Q 0 Q
= —a/|u‘|2 dx+b/vu_ dx—i—/f(x)u_ dx
Q Q Q

alors
/}Vu—f dr = a/{u— ’ dm—b/vu‘ dm—/f(x)u_ dx
Q 0 0 Q
= a/!u! dac—b/(zﬁ—v)u dx—/f(a:)u_dx
< a/!u | d:v—irb/vudx

et par la caractérisation de )\, , on trouve :

Al/‘u_fdxﬁ/‘Vu_|2dxSa/}u‘ﬁdw—i—b/v‘u‘dm
Q Q Q Q

(M — a)/ = |* da < b/v‘u‘dw
Q

Q

Alors
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

0< ()\l—a)/}u_‘z dr < b /\v—f’ dx /|u—|2 dz

Q Q Q

|
[NIES

De méme facon pour la deuxieme équation :

0< (Al—d)/‘v_|2 dxr < c /|v“2 dx /|u_|2 dx

Q Q Q

|
MG
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Par multipliant membre a membre on obtient :

0< (M —a)(A — /‘u‘dm /‘U|dl’ <bc/’u|dm /’v}dw

Donc :

0< (A —a)(\ — /}u } dx /|v ‘ dx | —bc /|u_|2 dx /!v_f der | <0
Q Q

Alors
(M —a)(A\1 —d) — bc) / |u_|2 dx / |v_}2 dr | <0
Q Q

Ce implique que
u  =v =0, dottu>0,v>0sur

2.1.2 Lunicité de solution positive

Nous prouvons ensuite que (2.5), (2.6) sont également conditions nécessaire et suffisantes pour

l'existence et 'unicité d’une solution de (S7)

Théoreme 2.2 Le systéme (Sp) sous les hypothéses (2.1) — (2.4) admet une seule solution positive

pour f,g > 0, si et seulement si (2.4) et (2.5) sont satisfaites.

Preuve. Si le systeme (S7,) admet une solution positive, d’aprés le théoreme précédent les condi-
tions (2.5) et (2.6) sont satisfaites.

Inversement :
Si (2.5) et (2.6) sont satisfaites, on utilise le lemme de Lax-Milgram pour prouver l'existence et
I'unicité de la solution du systéme (S7).

Tout d’abord on peut reécrire le systeme (S7,) comme :

b 'Au=b"rau+v+ —b"'f(z), dansQ
—cAv=u+c'dv+cg(z), dansQ
u=v=0 surodf2

Nous définissons la forme L : (H}(2))? x (H3())? — R par :

L((u,v),(w,z)):%/Vqudx—%/uwdm—/vwda:jL%/VUVzda:—/uzdx—c—ci/vzdx

Q Q Q Q Q Q

2.1. Systeme linéaire coopératif de deux équations
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Et la forme F : Hj(Q) x Hj () — R par:

Plw, 2) = %/f(x)w do + %/g(az)z iz

Q Q
Il est clair que L est une forme bilinéaire symétrique et F' est une forme linéaire. On va montrer
que L est continue et coercive et [’ est continue.

La continuité de L :

C
Q Q Q Q Q

1 1
|L((u,v), (w, z))| = E Vqudx—%/uwdw—/vwd:v—l-—/VUVzdx—/uzdx—El/vzdx
c

IN

/|Vu| V| dz+ 2 /|u| ] dx+/|v| | do + 1 /|Vv||Vz| da

/\u] |z| dz + /]v\ |z| dx

Et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1 2 2 2
Lo < 3| [valae) {[ivelde] 5 { [llde] | [l a
Q Q Q

N
N|=

0

1 1 1 1

2 2 1 2 2
/|v| dx /|w| dx + - /|VU| dx /|Vz| dx
0 0 0 0

3 3 3

d

/\u| dx /|z| dx +E /|U| dx /|z[ dx
0 Q Q QO

1 a
= 3 IVull e IVwll e + 5 llull e llwl 2 + lloll 2 w2
1 d
= IVolle 1Vl + llull e N2l e + = loll 2 D12

1+a 1+4+d
(552) (g + Holag) + (Z52) (hollg + 121

o (0lgg Nl ) + (Nellgg + 12 )

14+a 14+d
lollg (=l + 10l ) + 02y (ol g + el

l+a 1+4+d
mae (= =, 1) [ (el + ol ) ool + (el + ell g ) 1=l

IA

IN

IN
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Donc :
1L, 0), (w,2)] < € (Il + l0llg ) (I0llg + 121)
D’ot la continuité de L.
La coercivité de L :
Tout d’abord nous choisissons m > 0 telle que a +m > 0 et d + m > 0 et reécrivons le systeme

(Sr) sous la forme :
b 'Au=b"tau+ b 'mu - b 'mu+v+ bt f(z), dansQ
—c*Av=u+ct'mv —ct'mo + ¢ tdo + ¢ tg(x), dans
u=1v=0 sur N

Alors
b Y Au—mu) =b"Ya+m)u+v+b'f(x), dansQ
—c Y Av —mv) = cHd+m)v+u+clg(z), dansQ
u=v =0 surdf
Donc
| | 2
L((u,v), (u,v)) = -3 (Au) udm+— u? dx—g(a—l—m) dx — [ vu dx
Q Q
1 2
— (Av)v dx +— de——d+m vidr — [uvdx
Q Q
Donc :
1 1 2
L((u,v), (u,v)) = 3 (Vu)? dx—i—— u? dx—g(a—I—m) dx — [ vudx
Q Q Q
1 2 mo[ o 2
- (Vv)* dx +? v dx—g(d—l—m) vidr — [wv dx
Q Q Q Q
Alors
1
ECw) (o)) = 3 IVl 5l = o m) s —2 v da

Q

1 2 m 2 1 2
+2 V0l + = ollfa = —(d+m) [l

1 1 1
L), (u,0)) < ol + el = (= m) ull

2

1
—E(d+m) [v]|32 — 2 /u2 dx /v2 dz

Q Q

N|=
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Tel que :

2 2 2
[l = IVullze +m [l

Et par la caractérisation de \;,on a

2 2 2 2
[ull = Ax s +mlullze = A+ m) [lull1

Alors
Julls < s Il
Donc :
1 a+m d—l—m
R e e A L 1
1 a+m d+m 2 1 2 2
> “(1- (1= _
=4 ( Mm) ol + 2 A1+m) o, — 5l + )
1/ Ai+m a+m s 1/ AM+m d+m 9
> 1 - Jull, + 2 - oI,
b\XM+m M+m c\\M+m M+m
e (lul + ol )
> (Il

Hm[ “
(2 1)||u||,1+(hc‘d ) 1otz ]

D’aprés les conditions (2.5), (2.6) on obtient

Luohue)) = min () [ (B =) (B =) Dl + )

> M (llully, +llvll7,) = MU

)\1+m

D’ou la coercivité de L.
La continuité de I :

F(w2)| = |y [ ds e+ [ow)z da| <5 [15@ ol do [ lgta)ll2] ds

Q Q Q Q
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|-

Fw.2)| < 7 / @) da / T / g(@)? da
Q Q Q

N =

/|z|2 dx
0

1 1 1 1
< b £z lwll 2 + - lgllzz 121l < b [ralre ||w||H5 + b gl 2 ||Z||H5
1 1
< x5 10ue 2 lole ) (ol + el
< M (lwly + 112l )

D’ou la continuité de F.

NI

Donc les conditions de lemme de Lax-Milgram sont vérifiées, alors le probleme (S;) admet une

solution unique U = (u, v) n'importe que f > 0, g > 0 par le principe de maximum. m

2.2 Généralisation a un systeme de n équations

Dans cette section, nous étudions le principe de maximum et I'existence des solutions positives

de systeme :
{ ~AU = AU + F dans Q

U=0 surof
ou
Q) est un ouvert borné de R”

Nous soulignons que :
A = (a;;) est une matrice coopérative constante n X n

telle que :
a;; > 0 pour touti # j

F désigne une matrice colonne avec des éléments f;

ou
fi € LX(Q)

On peut caractérisé la premiere valeur propre principale simple \; par :

Al/]u\2 dr < /|Vu]2 dx

Q Q

(ScL)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

2.2. Généralisation a un systéme de n équations
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Définition 2.1 On dit que le principe de maximum est vérifié pour le systéme (Sgr) si F > 0 et U

est une solution de (Sqy), lorsque U > 0

Le systeme (S¢y,) s’écrit sous la forme :

—Auz = Z Q5 Uj + f@ dans 2
=1 (5¢1)

w; =0 sur 0N

2.2.1 Le principe de maximum pour le cas général

Théoreme 2.3 Le systéme (S;) sous les hypothéses (2.7),(2.10) et f; > 0 satisfait le principe de

maximum si

la matrice (A — A) est une M-matrice non-singuliére (2.12)
Ou
A O 0
0 A\ --- 0
A= . ' (2.13)
0 O A
Preuve. Supposons tout d’abord que f; > 0 et (u;), € (H}(Q2))" est la solution de (S, ).
Multipliant (S¢,;) par u; = max(0, —u;) et intégrant sur 2. Nous obtenons par la formule de
Green .
/(—Aui)u; dr = Zai]‘ /ujui_ d9:+/fiu; dx
Q =g Q
Alors

/VUVU; dx = Za,-j /ujui_ dx—i—/fiui_ dx
Q =g Q

/|Vui‘2 dr = aii/ ‘u;!Q dr — Zaij /ujui dx — /qu2 dx
Q Q Q

JF Q

Donc

Et ainsi, par (2.11) on trouve

n

Al/’u;f dxgaii/|ui_}2 dx—Zaij /ujui_ dm—/f,-ui_ dz
— J

Q Q J# Q

Alors

(M1 —aii)/‘u;‘z dr < —Zaij /(uj —uj Ju; da:—/fiui_ dz
Q )

J#i Q

2.2. Généralisation a un systéme de n équations



Chapitre 2. L'étude de systéme elliptique intervenant le Laplacien

Donc

n
2 _
de < g g /ujui dx

J# Q

Uy

(A1 — aii)/

Et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[un
o

2

()\1 —aii) /"LLZ’2 dx — Zaij /]uj|2 dz S 0
Q

Q J#i

Qui peut étre reécrit sous la forme

g\ulf dr)?

A1 —an —a12 —0in ) .
—az1 AL —axp - —agy, (f‘u;‘ dx)?
Q <0
—Qn1 —Gnz AL g ([ |u;)? dz)2
Q
Donc:u; =uy, =---=u, =0,alorsu; >0, us >0, --+ ,u, >0. =

2.2.2 Lexictence et 'unicité de solution positive

Théoreme 2.4 Soient a;; > 0, i # j. Le systéme (S¢,; ) sous les hypothéses (2.7) — (2.10) et f; > 0 a

une solution positive unique si la condition (2.12) est satisfaite.

Preuve. On utilise le lemme de Lax-Milgram pour prouver I'existence et 'unicité de solution du
systeme (S(;; ).
Nous considérons la forme bilinéaire a : (H}(Q))" x (H3(Q))" — R défini par

n

a(U, V) = a((ug,ut, ..., up); (01,02, ...,0,)) = > /Vuini dx =" ay; [ uv; doe — E aij/ujvi dx
i=1 i=1
Q

Q JF o Q

Et la forme linéaire F : (H}(Q))" x (H}(2))" — R par :
F(V)=3 [ fo da
i=1

La coercivité de a :

On peut choisir m > 0 tel que m + a; > 0. Alors on obtient

[(=Au;)u; de+mf |u,|2 dr = i aij [uju; de+mf |u1|2 de + [ fiu; dx
Q Q =1 Q Q Q
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Alors
[1Vul? de+m [ jwl de=ay [ |wl> de+ > a; [uju; de+m [ |ul® de+ [ fiu; do
Q Q ) #oQ Q Q
Donc
f\Vui\2 da:+mf\ul-|2 dx—aiif]uif de =Y ay [uju d:r;—mf|ui]2 dx = [ fiu; dx
Q Q ) ZoQ Q Q
Alors
aU,U) = Y [V de+ S mf |wl de— 3 auf |wl* de =3 aij [uju; dv — Z:m/|uz|2 dx
=10 -1 o i1 o #oQ =

—
o)

=1 Q j#i

= Y [|Vu|® de+ Y mf jwl* de = aif Jw)® do = m[ |wl* dz -3 a; /ujuz- dx
=1 Q =1 Q
Q

I
NE

@
Il
—

i (|Vuz-|2 +m |ul|2) dr — 3> (m +ay) [ Jwl? de =3 ayj [uju; do
Q i=1 Q i# 0
e

Q..

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

U0) 2 [ (Ful ) do — S+ ful® do =Sy (flu) (f1uf) do
=10 j#i Q Q

i=1

Et par la caractérisation de \;, on trouve

M ul® do+m [ |wl® de < [ |V de+m [ Jw)?
Q Q Q 0

Alors
O +m) [ Ju]? do < [ (Vi) + m|ul*) do
Q Q
Donc
2 ]- 2 2
hf|u] x_/\1+ms{(|Vu|+m|u|)a: (2.14)
Par conséquent
n 2 n (m+azz) 2 2
— m+ a;;) | |u;|® de > =Y —= (|Vu;|” + m |u;|”) dx
S (m i) S g d (9wl +m b’

Alors

(00) = S LVl tmlul) s - Sy ([ul) (k) @

n o (m+ a;)
-y —— | (|Vw|" + m|u;
> G (9l o) da
n m + Gy
> 1— Vu;|” +m |u;
> 5 (1 1) [Vl ) da

A
“Fo (gor) (gur)

2.2. Généralisation a un systéme de n équations




Chapitre 2. L'étude de systéme elliptique intervenant le Laplacien

Ona:

[ i) do < [ (Vs + m|ui|?) da
Q Q

)\1 +m
Alors par (2.14)

N|=
=

(K{|ui|2 d:c) < ﬁ <§2[(]Vui|2+m\u,~|2) d:p)2

Et N .
(bﬂuﬂ2 dl‘)2 < \/ﬁ <§/; (IVuy* +m |uy[?) dl") 2
Alors
- (1o da:)% (1 das)é > (09 ) daz)é
X (s{ (IVu; [ + m |u;|?) dx)é
Alors

aU.U) = 3 (1= 5 [ (Va4 m ) do
(=550

=1

— Viz—l- i2 d)
;Mm(gu w4 m ) da
X (g (IVu;* +m |u;[?) dx)

Donc, en utilisant (2.12), il s’ensuit que
< 2 2 < 2
a(U, Zf(!Vuil +mfu] )dx:CZIHUiIIm
i=10Q 1=

oucC > 0.
La continuité de a :

n
n

a(U,V)=> [ Vu;Vv; dz = aii/uividx — Z aij /ujvi dx

i:1Q =1 o i A
Alors
U,V < 3 [ 19 [V dw+;au/|uz||vz| et o [l dz
1=1Q 1=

J#i Q
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

|a(U, V)]

IN

IA

N|=
-

%
n 2 n
> (f|VuZ|2 dm) <f|Vvi|2 dm) + > ay /|ul|2 dx /|1}i|2 dx
i=1 \Q Q i=1
Q Q

. 3
+ Zaij /|uj|2 dx /|vi|2 dx

La continuité de F :

Alors

J#i Q
S 1Vl g 1904l + 2l 0
n
> gl Nl
J#
n
S 1Vl 19080 + | i LQ@+Z% (3 7
- J#
n n
SVl V0, )+ Xas il il
n
2 e il oillgay < CIUN L IV
n
P(V) =3 | fowida
1=1
Q

LGS / Fil Lo da
Q

> / £ o || [l s
1=1
Q

Z 1Fill o il

el
(nj)

N|=

IN

IN

L2(9) H ()

IN

D’ou la continuité de F

Donc les conditions de lemme de Lax-Milgram sont vérifiées, alors le probleme (S¢,;) admet une

solution unique non négative par le principe de maximum. =
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2.3 Linsertion d’un systeme elliptique non coopératif dans un
systeme coopératif

Dans cette section, nous utiliserons les résultats de deux sections précédentes pour obte-
nir le principes de maximum pour une classe de systemes non coopératifs avec des coefficients
constants.

Nous étudions ici un systeme non coopératif de n équations définies sur R" que nous insérons
dans un systéme coopératif de (n + 1) équations pour obtenir le principe de maximum

Nous considérons le systeme elliptique suivant :

pour 1 <7 <mn,

—Aul = Z QU + fz dans 2 (SNC)
j=1

ou
1. pour 1 <i,j <mn, a;; sont des constantes
2.pourl <i<n, fi e L*(Q).

2.3.1 Linsertion d’un systéeme non coopératif de deux équations dans un

systeme coopératif de trois équations

Nous rédéfinissons le systeme (Sxy¢) pour n = 2.

()

—Aul = a;1U1 + appus + f1 dans Q)
—Auy = agnuy + agus + fo  dans Q

Ou aq1, a1, as1 €t agy sont des constantes réelles.

Hypotheses :

soient les hypotheses suivants :

(Hy) a1z < 0etagy <0.

(Hs) A la premiére valeur propre de (—A, Hy(92))

(H3) a11 < A1, az < \p

Commencant par le cas le plus simple lorsque a5 < 0 et as; < 0.

Bien que le systéme non coopératif, il peut étre transformé en un systéme coopératif pour les
inconnus u; et (—uy) c’est-a-dire :

—Aul = a1u; + alg(—u2) + fl dans Q
—A(—UQ) = +as1u1 + a/22(_u2) + f2 dans 2

2.3. L'insertion d'un systéme elliptique non coopératif dans un systéme coopératif
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Alors
{ —Au1 = A11U1 — Q12U + f1 dans 2 (S’)

_AU/Q = —Q91U1 + Q22U — fg dans

Théoreme 2.5 Sous les hypothéses (H,) — (H3) et si f; > 0 et fo < 0dans 2, alors u; > 0, uy <0
Ui

U2

dans Q tel que U = ( ) la solution de (5").

Ensuite, nous considérons le cas difficile qui correspond a
aip <0, ap1 >0 (215)

Notre objectif principal est de trouver des conditions sur les coefficients du systeme (.5) qui
nous donneront le principe de maximum.

Lidéé maintenant est d’inserer le systeme non coopératif 2 x 2 dans un systéme coopératif
3 %3
Ensuite, nous appliquons les résultats déja établis pour le systéme coopératif afin d’obtenir les
informations sur le systeme donné.

Nous introduisons un nouvel inconu us = & u; — yug avec & # 0, &, # 0 sont des nombres

positifs.
Eton a
—a12 —aig + 226,
52 - ) s =
r 52
Alors

—Auz = & (—Aup) — & (—Aug) = & (arn — r&y)ur + & (a1 + r&s)us
+r&us + &1 f1 — Eo(agiur + asaus + f2)
= &anuy — &y + € arauy — €€ Uy + € us + €L f
—&aa21u1 — §ra0us — &y f2

= (anéy — §aam)ur + (a12§; — ageda)ua + &1 f1 — Eafo + 161 (=§1ur — ua + u3)

Tel que

—Auy = (a1 — &) ur + (a12 + 7€) )us + rus + fi
—Aug = asuy + axus + fo

Alors

—Auy = (a1; — r&)ug + (arg + ré€y)us + r€us + fi
—Auy = aguy + agus + fo

—Aug = <a11€1 - §2a21)u1 + (CL12€1 - UJ22£2)U2 + §1f1 - £2f2 + 7’51(_51u1 - €2U2 + UB)
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et comme —&;u; — &yug +ug =0
Alors

—Auy = (an - 7’51)“1 + (a12 + ng)u2 +r&us + fi
—Aug = as1uy + asgus + fo

—Auz = (a11&; — §aa21 — 8&;)ur + (@128 — a2y + $E)ua + suz + (§1.f1 — &af2)

Nous pouvons, sans perte de généralité, prendre £; = 1. Nous obtenons donc le systéme suivant :

—Auy = (a1 — r)us + (ar2 + 7€) us + 1us + fr
_AU/Q = Q21U1 + Q92U + fz (Sl)
—Au;g = b1u1 + b2u2 + Sus + f3

Ou f3 = fi—&fo, bi = an —&aa — 5, by = a1g — a,y + s&,
Le systéme (.5;) satisfait le principe de maximum si

la matrice (\;/ — N) est uneM-matrice non singuliere (2.17a)

Ou

ayn —71r aip+réy T
N = 21 22 0
b1 bg S

Alors le systéme (S;) est coopératif si
7“>0, a12+r52:0 (217]3)

bi =0, by=0 (2.18)
Alors
a;p —r< )\1
)\1 — a1 +r 0

>0
—ag1 A1 — a2

Al —ap +r 0 —r
—a91 Al — Q99 0 >0
0 0 Al — S
Donc
A —ayn+7r>0, (A —a+7) (A —aw) >0

()\1—&11+T)()\1—a22)()\1—8)>O
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Ce implique que
)\1—CL11+7“>0, )\1—6L22>O, )\1—S>0

Il resulte de (2.18) que
S=7T+ax»
Et comme \; > s, alors

A >r+axpetr >a; — A\

Théoreme 2.6 Le systéme (S1) sous les conditions (2.15), (2.17a) et pour 0 < &, fo < f; satisfait le
principe de maximum si

an—)\1<7“<a22—)\1

2.3.2 Linsertion d’un systeme non coopératif de n équations dans un sys-
teme coopératif de (n + 1) équations
Pour systeme non coopératif (Sy¢), nous posons les conditions suivantes
a;; < 0 pour j=2.3,..,n (2.19a)
a; > 0 pour :=23,..,n, j=1,23,..,n,1#]

De maniere similaire a construire un systéme coopératif (n + 1) x (n + 1) , nous présentons I'équa-

tion suivante d’une nouvelle variable
n
Up+1 = UL — Z i
i=2
Ou &,,¢&5, ..., &, sont des nombres positifs et
ay;

T
Alors

Aty = —Aup — Zfi(_Aui)
i=2
= (a1 —7r)us + (a1 + 7€) us + - - + (a1, + 7€) un + run + f1
—&y(agur + asgus + - - - + agpun + f2)

_gn(anlul + Apotip + - - + AppUy + fn)

= (a11 —&qam1 — -+ — &,an1 — S)uq + (12 — Exa00 — -+ — &, an2 + SEy)ua
_|_ ......
+(a1n - §2a2n - Snann + Sgn)un + SUp+1 + (fl - €2f2 - gnfn)

2.3. L'insertion d'un systéme elliptique non coopératif dans un systéme coopératif



Chapitre 2. L'étude de systéme elliptique intervenant le Laplacien

Alors
—Auy 1 = biug + boug + - - byt + Stpi1 + fria

Ou

by = an —&am — - —§,0m — S

bi = ai;— i a5+ s,

=2
Et
fori =h —&fo— =& fn

Alors le systeme (Sy¢) peut étre transformé en systeme de la forme

{ —AU = MU + F dans Q

U=0 surodf)
Oou
apn —1r a2 +r§y - A +r§, T
ag1 a22 T A2n,
M =
an1 An2 e Ann 0
b1 b2 cee bn S

Le systeme (.S3) est coopératif si

ap; +1€ =0 telque i =2,..,n
b =0 telque i=1,..,n

Le systeme (.S3) satisfait le principe de maximum si

la matrice (\;/ — M)est une M-matrice non singuliére

ou
Al —ap+r 0 e 0 —r
—ag Al —ag - —a, 0
(MI— M) =
—Qn1 —Qp2 A — O 0
0 0 e 0 Al — S

Théoreme 2.7 Le systéme (Ss3) sous la condition (2.19a),(2.19b) et (2.21), et pour 0 < ¢, f, < --- <

&y f2 < f1 satisfait le principe de maximum si

ap — AL <1 < A — a;;, pour tout 1 = 2,3, e n

(S3)

(2.20)

(2.21)

2.3. L'insertion d'un systéme elliptique non coopératif dans un systéme coopératif
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2.4 Systeme semi-linéaires

Dans cette chapitre, nous adaptons la méthode des sous et sur solutions, pour prouver 'exis-

tence de solutions pour le systeme coopératif semi-linéaire.

2.4.1 Le principe de maximum pour les systemes semi-linéaires et ’exis-

tence d’une solution positive
Considérons le systeme :

—Au =au+ bv+ f(u,v), dansQ
—Av = cu + dv + g(u,v), dans € (Ss1)

u=wv =0, sur df)
Tels que : a,b,c,d sont des constantes et b > 0, ¢ > 0 et f,g sont des fonctions localement
lipschitziennes telles qu’il existe M > 0 satisfaisant :

0 < f(u,v) <M, 0<g(u,v) <M pour tout u et v (2.22)

Définition 2.2 (Sous et sur solutions)

On dit que (ug, vp), (u°,v°) € H sont respectivement sous solution et sur solution de (Ssy) si :

_AUO S alg + bUO + f<u07 U)? v E (U()?UO)
—Awpy < cug + dvg + g(u, vo), u € (ug, u’)

Et:

—Au® > au® + ° + f(u®,v), v € (vy,v°)
— A > cu® + dv® + g(u>vo>7u S (UQ,UO)

Théoreme 2.8 Sous les hypothéses (2.1) — (2.6) et (2.22) il existe au moins une solution positive de

systéme (Ssr,).

Preuve. Existence

11 provient de les propositions (1.2) et (1.3) qu’il existe un domaine & C Q tel que A\; = Ay(1,()
satisfait :
CL<X1<)\1, d<3\/1</\1
M —d) (A —a) >\ —d) (A —a) > be (2.23)

Et p, est la fonction propre positive associée a Aidonc :

(2.24)

7, =0 surdf

2.4. Systéme semi-linéaires
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On pose :
a = inf {&1(1’) Cx € @} >0 (2.25)

Considérons maintenant le systeme linéaire

A —ae—bl=aM=P>0 2.26)
—ce+(X1—d)5:a*1M:P>0 '
Il résulte que (2.26) a une solution unique. Par la formule de Cramer :
_ N — b - ~
po| M- = (v —a)Oq—d) —be>0
—C ()\1 — d)
~ | P —b ~ ~
e=D1| " _ —Dlp [(/\1 —d)+ b} >0 (2.27)
P X\ —d
~ N —a P _ _
s=D'| T T l-pp [()\1 —a)+ c} >0 (2.28)
—c P

Soit ((ug, vo), (u°,v°)) = ((0,0), (e, 6p,)) avec €, ¢ définie dans (2.27), (2.28) une sous-sur solu-
tion couplée.
Il est évident que (ug, vo) = (0,0) est une sous solution de systeme (Ssy,).

0

Vérifiant maintenant que (u’, v°) = (¢p,, ;) une sur solution de systéme (Ss;) :

~—

Ona: (u”,0°) = (€2y, 5,

Y

et
AU’ —au’ - = —A(ep,) — aep, — by,
= e(—Ap; —aep; — bop,
Et comme :
—Ap; = Mgy
Alors
A’ —au’ —° = Xﬁ@l — aep, — bop,

= [6‘1 —a)e— 65] ¢y

> [(7\1 —a)e— 65] a=M> fu’ v)
Alors

—Au’ —au® — b® > f(u’,v), Yu e [0,0°]
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De méme facon pour la deuxieme équation :
—Av’ — cu® — dv® > g(u,v%), Yu € [O, uo]
Donc on a construit une sous et sur solutions tels que :

uw = 0<u

Vo = O<U0

Alors il existe une solution positive (u, v) tel que :

u < u<u’

v < v<’

Unicité :
Cunicité de la solution consiste a poser plus des conditions sur le non linéarité de f et g.

Nous supposons qu’il existe des fonctions concaves (u,v) — H(u,v) tel que

f(u,v) = b%—g(u,v) et g(u,v) = caa—[j(u, v) (2.29)

On suppose que (uy, v1) et (ug, v2) sont deux solutions de (Sgy,).
On pose w = u; — uy et z = vy — vs.

Donc .

—Auy = auy + buy + f(u1,v1), dans 2
§ —Av; = cuy + dvg + g(uqg,vq), dans 2

up = v; = 0, sur 0f2

\

Et

(

—Augy = aug + bug + f(uz,v9), dans 2
_AUQ = Ccug + dUQ + g(UQ,UQ), dans 2

Uy = v = 0, sur 052

Donc :
—Auy + Aug = a(ug — ug) + b(vy — ve) + f(ur,v1) — f(uz,vs)
—Avy + Avg = c(ug — ug) + d(vy — v2) + g(ug, v1) — gluz, v2)

Alors - -
—Aw=aw+bz+b a—m(ul,vl) — a—UQ(UQ,’UQ)] dans Q)
—Az=cw+dz+c g_le(ul’ V1) — Z_Z<u2, 7)2):| dans (2

w =z =0, sur Jf)
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3 3 .\ 7’ . w .\ V4 . Z . V4 .
Multipliant la premiere équation par 5 et le deuxieme équation par — et intégrons par partie, on
c

obtient : - -
b [ (—Aw) w=b" afw —|—fwz+fw —(u1,v1) — —(ug, v2)
Q 0 duy Ougy
o 0OH 0H
(- Az)z-cldfz +fzw+fz{ (ug,v1) — (UQ,U2>:|
0 vy Ovy
Alors
1 2 -1 2 12—l g2 OH OH
b IVwl”+ [ IVz]" = blafw?+ M df22 +2[wz+ [(ur —u2) | —(u1,v1) — =—(ua, v2)
Q Q Q Q Q Q Ouy Qua
0H OH
o = 1) (G, 00) = 5 )
Q 8 U1 8 (%)

Et par la caractérisation de la premiere valeur propre, on a :

2 2
Arllw||” < IVl

Donc :
b [ |Vw|® + e [|V2]? > b7 fw? + ¢ [ 2
Q Q Q Q
Et
blafw® +cldf22+2fwz > b7 A [wP + A 27
Q Q Q Q Q
Alors

b '\ —a) w4+t —d) [2* < 2wz (2.30)
0 0 0

On choisi @ tel que :
e —d)P <0 <b (M —a)

Ona
0> <b '\ —a) = ng{wQ <b (A — a)bfw2
Et
ch—d) <= % <c (M —d)
Donc
;—ng <c (- d)({z2
Alors

0° [w? + %f:f <b '\ —a)fw+ (N —d)f7°
Q Q Q Q
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Par (2.30), on trouve :

1
b (A1 —a) [wP 4+ c (N —d) [22 < 0P [+ = [22 <b (A —a) [w® + (A —d) [
0 0 0 0o Q 0
Donc:w =z = 0.

D’ou l'unicité de la solution. m

Remarque 2.1 La condition (2.29) est satisfaite en particulier si f (resp g) dépend uniquement de u

(resp v) et décroissante pour u > 0 (resp v > 0)

Remarque 2.2 Si f(0,0) = ¢(0,0) = 0, le systéme (Ssy) posséde toujours la solution triviale u =
v = 0; le méme pour (Sgr) sous Uhypothése (2.22). Donc des conditions f(0,0) > 0, ¢(0,0) > 0,

associées a (2.22) et (2.29) assurent Uexistence et l'unicité d’'une solution positive non triviale de (Ssy,)

2.5 Généralisation a un systeme de n équations

Nous utilisons la méthode de sous-sur solution, pour prouver I'existence de solutions pour le
systeme coopératif semi-linéaire a n équations.

Soit le systeme

—AUZ = i a;;U; + fz dans 2
= (1)
u; =0 sur df2

Hypotheéses : on suppose que pour tout 1 < i < n il existe ¥; € L3(Q), 9J; > 0, 3 M > 0 tel que

(A; — (A+ MI)) est une M-matrice non singuliere (2.31)
0 S fl(l’, U) = fz<l’7 (Ul, Uy veny Un)) S MUZ + 191 pour wu; Z 0 (232)
f; sont des fonctions Lipschitziennes (2.33)

Théoreme 2.9 Le systéme (S%;) a aux moins une solution positive si les conditions (2.9),(2.31) —
(2.33) sont satisfaites
Ou A, est défini par la relation (2.13) et I la matrice d’identité.

Preuve. On ultilise 1la méthode de sous et sur solutions.

2.5. Généralisation a un systéme de n équations
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Considérons maintenant le systeme :

(—A + m])uz = (m + CL“)UZ + Z AU + MUZ + 191 dans Q)
J# (ng'L
u; =0 sur Jf)
Il résulte du théoreme (2.4) que sous la condition (2.31) le systeme (5%, ) a au moins une solution
positive

0 = ()

ooy n

Par (2.32), U° = (u?,ud, ...,u) est une sur solution, (i.e)

— Au) > aiui + 3 agud + fi(x, (uf,ul, ..., u))) dans Q, (2.34)
J#i
évidement par (2.32), Uy = (0,0, ...,0) est une sous solution, (i.e) :
— Auio S Q35 Ui0 + Z Q;Uj0 + fl(l’, (ulo, U0, +--y un())) dans Q2 (235)
J#i

On défini 'opérateur compact 7 tel que

T : [Up, U%] — [L*(Q)]"

U U1
U2 V2

T:U= _ — V = ) =TU (2.36)
Unp, Un

Ou V est la solution unique de systeme suivant :

(—A + TTLI)UZ = (m + a“)ul + i QiU + fz(ZL’, (ul, U,y ...y un)) dans 2
J#i (S%)
v; =0 sur Jf2

Oum > 0, m + a; > 0.équation de systeme (S%,) peut étre réécrite comme

vi = (=A+mI)™ [ (m+ ag)u; + Y aguy + fi(w, (ug,ug, ... up))
i
Il résulte de (2.32) et par le cas scalaire que 7'U est bien défini
Nous prouvons maintenant que 7" est un opérateur continue et donc par (2.33) et par la compacité
des opérateurs (—A + mlI)~!, T est compact.

Soient (Uy),.y des suites convergentes dans (L*(Q2))" : V1 <4 <n, uy — u;.

2.5. Généralisation a un systéme de n équations
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Onpose T'(Uy) =V et T(U) =V

(—A + m[)(vzk — Ui) = (m + (lu’)(uik — UZ>

+ Z az](u]k - u_]) + fl(xu (u1k7u2k7 7unk)> - fl<x7 (Ul, U2y ey un))
J#

Nous multiplions chaque équation par (v, — v;) et intégrons sur €, on obtient :

J(=A+mI) (v — v) (i —vi) = (m~+ a) [ (wg — w)(vie — v;)
Q Q
+ Z az]f Uk — Uzk Uy )
JFi Q

+f fil@, (i, Uog, s unk)) — fil, (ur, ug, ..., un))] (Vi — v5)

Par I'inégalité de Cauchy Schwatz on obtient :

2

[19 (0 = 0 +mf o = ol =+ a) (f(vik—m?)% (e = w?)

Q

* i ij (f(ujk — uj)2> ? (I(Uik B %)2) 3

J#i Q Q

N|=

+ [ i@, (g, gy ooy i) — fil, (ug, s, .y up))]
( )

(o)

NI

Alors
) (m+ a) l[uir — will 12 () + 22 aij luje — wll f2q)
lvie = villy, < llvik = vill p2(q) #i
+ Hfl(xa (ulka ULy -+ unk)) - fl(ma (u17u2> veey un))HLQ(Q)
Par (2.33)
v — vi]|2, < C Z lwjn — will o) — 081k — 400
[Uo, U°] est un intérvalle invariant par 7' : T ([Uy, U°]) C [Uy, UY]
Il résulte de (2.32) que 1 <i <mn, f;(x, (uy,us,...,u,)) > 0 pour tout u; > 0, donc pour U > U, on

obtient

(m + a“)ul + Z a;ju; + fl(I, (u17u27 ) un)) >0
J#

Puis appliquer le principe de maximum, on obtient

TU > Uy = (0,0, ..., 0)
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Nous montrons que 0 < U < U° implique que TU < U°.

Nous soustrayons (2.35) de '’équation de systeme (S%;) :

(=A +mI)(u) —v;) = (m+ az)(u] —w;) + Y a(u) —uy) + Mui +9; — fi(w, (ug, ug, ..., un))

JFi
Bien sur
(m+a11)( )+Za23( ) >0
J#i
Par (2.32)
0 S fz(x (Ul,Uz, au’n)) S MU’Z + 191
Donc

(A +mI)(u) —v;) >0
Par le cas scalaire u) — v; > 0, alors [Uy, U°] est un intérvalle invariant par T'
Puisque [Uy, U"] est convex, borné et fermé dans (L?(2))" , on peut appliquer le théoréme de point

fixe de Schauder qui donne ’existence d’au moins une solution dans [Uy, U"] m

Pour prouver I'unicité, nous supposons qu'’il existe une fonction concave
(w1, Uz, oy Up) — H(z,uq, Uz, ..., Uy)

telle que
filz, (uy, ug, ..., uy)) = %(:U,ul,u% ooy Up) (2.37)

Théoreme 2.10 le systéme (S} ) a une solution unique si les conditions (2, 3), (2.31) —(2.33) et (2.37)
sont satisfaites

Preuve. Si (A ] — (A+ M1I)) est une M-matrice non singuliere, (\;/ — A) est aussi une M-matrice
non singuliére alors nous considérons une matrice diagonale D telle que (A1 —A)'D +D(M1—A)
est définie positive

Supposons que U = (uy, ug, ..., u,) et V = (v, va, ..., v, ) sont solutions de (S} ) ; on pose W = U—-V

alors - -
_sz = Q;;W; +]§iaijwj + <a—Ui<U1, Ug, ..., Un) — avi (Ul, U, ..., Un))

multipliant chaque équation par d;w; et ajoutant les n équations, on obtient
i=n (9H
Zdif|Vwi\ Zda“fw —l—Zdanwle—l—de ul,ug,...,un)— (U1, Us, .oy Uy) | wy
i=1 Q j#i Q v,
Par (2.37) on obtient :

i di(A — aii)fw? <>d awfwzwy < Z di az]fw2fw

1=1 Q J# J# Q
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On pose X = (z;)1<i<n avec z; = [w?, on prend
)

X'D(MI — A)X <0

ou équivalent
XY ((MI—A)'D+DMI—-A)X <0

Donc (M1 — A)'D + D(M\ I — A) est définie positive, casuit X =0 (w; =0V1<i<n) m

2.5. Généralisation a un systéme de n équations



Chapitre 3

Létude des systemes elliptiques intervenant

le p-Laplacien

3.1 Le principe de maximum et ’existence d’une solution po-

sitive pour une seule équation

Dans cette partie par donner p > 1, nous étudions I'équation non-linéaire (Sy).

(Sne)

—Ayu = —div(|Vul’ ?Vu) = app,(u) + f dans Q
u =0 sur 0f2

. _ 1 1
O a est une constante, A,u = div(|Vul" > Vu) , Y, (u) = |uf’ *uet f e LP*(Q) avec — + —=1
p P
On indique par ¢, la fonction propre associée a la valeur propre \;(p, 2) normalisée par :
leall =1

Alors

{ —Dpp1 = MY, (1) = Ailp, )P 91 >0 (3.1)

;=0 sur 0

Rappelons que A\;(p,2) est positive et simple, et par la caractérisation variationnelle de la pre-

miere valeur propre \(p, §2), on obtient :
A [lull” < [[Vul” (3.2)
Et I'inégalité est satisfait si et seulement si :
u = kg, (3.3)

49
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3.1.1 Le principe de maximum

Nous prouvons le principe de maximum pour le p-Laplacien, qui est une extension naturelle de
celui ou p = 2.
Nous nous intéressons a la forme suivante du principe de maximum, ’hypothése f > 0 sur 2

implique v > 0 pour toute solution « de (Syp.)

Théoréme 3.1 Pour f € L¥(Q), le principe de maximum est vérifié pour le systéme (Syr) si est
seulement si
a < /\1(p7 Q)

Preuve. Supposons que a > A\;(p,2) et —p; < 0.
On a
Appy = _)\Hz’p(@l) = _awp(S%) +f
Donc : f = (a — A),(¢;) est non négative et jamais (—¢,) satisfait (3.1) et aussi le principe de
maximum n’est pas satisfait.
Inversement :
Supposons que a < A (p,?)
Multiplions I'’équation de systéme (S ) par "~ et intégrons sur {2, on obtient :
[(=A)u™ = [|[VulP?VuVu =aluf’?uu™ + [ fu”
Q Q Q

Et comme u~ = max(0, —u), alors
—f ‘Vu*f =—a ‘uf‘p—i- [ fu™
Q Q
et d’apres (3.2)
Ml < alu|" = [fu” < afu”]’
Q
Alors
(M —a) Hu‘Hp <0

Alorsu™ =0, u>0 m

3.1.2 Lexistence et I'unicité de la solution

Nous établissons maintenant que la méme condition a < A;(p,?) est aussi suffisante pour l'exis-

tence d’'une solution positive de I'équation quasi-linéaire

—Ayu = —div(|Vul"> Vu) = ap,(u) + f(z,u) dansQ
(Siz)

u =0 sur Jf

3.1. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour une seule équation
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Oou
f est une fonction Carathéodory (3.4)

Il existe M > 0 et 0 < o < 1 satisfait la condition
0< flz,u) < M1+ |[ul”®)pour tout z € Q et u > 0 3.5)

Corollaire 3.1 Si A\i(p, Q) >~ > 0,il existe certains 2 C Q tel que

v < Ai(p, Q) < Mi(p, Q)

11 résulte de les propositions (1.1) et (1.2), qu’il existe un domaine Q2 > Q = QU 99 tel que \; =

A1(p, Q) satisfait

a<i=MpR) <Mp Q) (3.6)
Si 3, la fonction propre associée 4 \; et normalisée par o1l = 1, alors comme (S}y;), ¥,
satisfait : B L N
—App1 = M, (91) = Mi(p, Q).¢,77Y, $, >0 dansQ 3.7
p; =0 sur 09
et elle sera borné sur €2 par le nombre positif :
5:mf{¢1(q;), xeﬁ} >0 (3.8)
m et § sont des nombres donné satisfaisants
a+m>0 (3.9
(88" (M — @) = M(1+[ul """
alors
(887" = (= @) M (L [u]"7Y) (3.10)
On défini 'opérateur T par
T:u— (=, +mip,) " [(a+m),(u) + flz,u)] (3.11)

T est bien défini en L7 ().

Théoreme 3.2 Le systéme (S, ) a une solution positive faible sous les conditions (3.5) — (3.11), et

la proposition précédente et du corollaire (3.1) si

Ai(p, Q) >a

3.1. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour une seule équation
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Preuve. Nous procédons en trois étapes :

1) Construction de sous -sur solution pour (S%;)

Soient (ug, u") = (0, §p,) sous-sur solution couplée.

En effet par (3.5) on a ug = 0 est une sous solution de (S, ).

On prouve que u’ = §p, est une sur solution de (S ), Cest-a-dire

— Apu” — ay, (u’) — f(z,u”) >0 (3.12)

Par (S ), (3.5) — (3.10) et on obtient :

—A,u° — app, (u®) — f(z,u0) = A, (05,) — av,(0%,) — f(x,0%,)
> M1, (03,) — avh,(6%,) — M(1+ |ul”®™Y)
= (M — )y, (03,) — M(1+18]7%7Y)
> (A1 — @), (68) — M (1 + [o]""7Y)
=\ —a) 08P = M(1+[57%)

Et on a par (3.10) on trouve
(M —a)(@B8)P = M1+ 07" V) >0
2) Lopérateur 7" défini en (3.11) envoie I'intérvalle [0, 0, ] en lui méme (i.e) :
T (10,6¢4]) <€ [0,6,]

Pour prouver cela : soit u € [0,d¢,| et v = T'u ; de la monotonie du pseudo-Laplacien et par (3.8)

et (3.9), et comme (v — 0p,)" = max(v — dp,,0) on obtient :

(f D) + i (v) + Ay (63,) - mwpw@)) (v — )"

= mf ( (5801)) (v — 5¢1)+
< J ((a ), ) + fle ) = O +m),(03)) - (v - ,)*

</ ((a+m)w,(u) + MO+ 1677 = (4 m)e, (07))) (0 = 65,)*

De la monotonie de 1, on en déduit

v <09,

De méme (ou par le principe de maximum) v > 0.

3) T est compact

3.1. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour une seule équation
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Linjection compact de 1 (Q2) dans L,({2) est compact.

Par conséquent, il résulte du théoréme de points fixes de Schauder qu’il existe au moins une
solution positive.

De plus, u > 0 dans ) et la dérivée normale est négative sur 02

Pour montrer 'unicité, nous avons besoin d’une autre hypothese :

f(x,u)

up~1

U — est une fonction décroissante (3.13)

Supposons que u; > 0, uy > 0 sont deux solutions de (Sy,), alors par (3.10) on obtient

/ (‘A,f_(i“) s Apﬁf)) - ) = | (f AL <ﬁ’_?2)) (= )

Mais, par Diaz et Saa (voir [14])

A A .
S(uy, ug) = / ( uz_(i“) + ;@12)) (u) —uh) >0, siu; >0, ug >0, uy # kus
1 2

De sorte que nécessairement, k£ = 1; remplacement en (S} ), on trouve

]{?:1, ou u; = Uy

3.2 Le principe de maximum et I’existence d’une solution po-
sitive pour le p-Laplacien

Soit le systeme

—Apui = Z Qij |Uj|p72 Uj + fz(.ﬁ?, U, U9y . . . ,Un> dans )
j=1 (SpL)
u; =0 sur 0f)

qui est peut aussi étre écrit sous la forme :

—AU = Ay, (U) + F dans Q ,
(Spr)
U=0 surod
Ou U (resp F') désigne une matrice de colonne avec des éléments u;(resp f;), ¥,(U) une matrice
colonne avec des éléments v, (u;) = lu; [P~ u; et A = (a;;) € M,,,,. Comme si-dessus, p > 1.

De plus, nous supposons que les coefficients a;; sont constants et
a;; > 0pouri # j (3.14)
fie L7 (Q) (3.15)

3.2. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour le p-Laplacien
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3.2.1 Le principe de maximum

Théoreme 3.3 Le principe de maximum est vérifié pour le systéme (Spy,) sous les conditions (3.14), (3.15)

si et seulement si la matrice carré (A I — A) est une M-matrice non singuliére avec A\; = A1 (p, Q)

Introduisons d’abord quelques notations et préliminaires techniques.

Pour 1 < k < n, nous désignons par Bj a la matrice obtenue en prenant les (n — k) dernieres
lignes et colonnes hors de la matrice B = (A1 — A)

On dit qu'une matrice non singuliere B = (b;;) est une M-matrice si b;; < 0 pour ¢ # j, b; > 0 et
det By > 0 pour 1 <k <n.

Lemme 3.1 Soit B, = A\ — A, supposons que tous les mineurs principaux d’ordre j < k extraits
de B, sont positifs si det By, < 0, alors pour tous Y € RE*L Y > 0, la solution X € RE*+! de

Uéquation By, X =Y est négative

Lemme 3.2 Si B,, est une M-matrice non singuliére, alors pour tous Y € R™)Y < 0 (resp > 0), la

solution X € R" de B, X =Y est non positive (resp non négative).

Preuve. de théoréme (3.3)

1) La condition nécessaire :

Nous supposons que le principe de maximum est satisfait, on prouve par induction sur k£ que tous
les mineurs principaux d’ordre k extraits de B,, sont positifs. Il résulte du cas scalaire dans section
précédent que le résultat est valable pour & = 1.

Supposons maintenant qu’il satisfait pour k.

i) Sidet By < 0, on choisi Y € R™ avec les composants Y; = 1 pour 1 <i<k+1,deY etde
X € R" avec les composants X;, nous dérivons X’ € R¥*! (resp Y’ € R¥*!) avec les composants
X; (tespY;), 1 <i<k+1.

On peut choisi X; = 0 pour k + 2 < ¢ < n alors By 1 X' = Y'. Par lemme (1), X; < 0 pour
1<i<k+1

De plus on peut choisi Y tel que Y = B, X avec Y; > 0 pour 1 < i < n puisque le systéme est
coopératif.

Alors U = v, (X)¢ satisfait

~AU = MX1,(0) = (AX +Y),(U) = A, (U) + F

Avec F' = Y1, (¢) > 0 qui est en contradiction avec le principe de maximum.
i1) Sidet By, = 0, nous considérons avec les mémes notations que ci-dessus, X' tel que By,1 X' =

0.Comme det By, # 0, X1 # 0 nous pouvons prendre X;,; = —1, alors B X' < 0.

3.2. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour le p-Laplacien
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Par lemme (1), X; < 0, et nous contredisons le principe de maximum

Il résulte de (i) et (i7) que tous les principaux mineurs d’ordre k + 1 extraits de B, sont positifs.

Par conséquent A/ — A est une M-matrice non singuliere.

2) La condition suffisante :

Soit U € (W}(Q))" satisfait (Spz) pour F' > 0.

Multipliant '’équation de (Spz) par u; et intégrant sur €2, on obtient :

n

J(=Apui)u; = 3° aijs{ ;[P wjuy —i—({fiu;

Q j=1

Alors

n
JIVur " = = Y ai [ Py — [ fug
Q Q Q

J=1

n

_92 o 3

- Z ai; | |“;r|p (“j — Uy )u; — [ fiu;
Jj=1 Q 0

n L B n e B
- Z ai; | |u;|p ufu; + Z ai; [ ’“j ’p uyu; — [ fiu;
Jj=1 Q 7=1 Q Q

_92 _ n —2 _ n _p—2 _ _ _
= —ai [ |ul " wTuy =Y ay [ o T wl ey + 2 ag [ ey | g u = [ f
Q JFi Q j=1 Q Q

Et comme [ [uf|" " ufu; = 0 et par (3.14)
Q

n _ n _
[IVur | = =S ayf [uf " ey + X a [ |u; |7 uyuy — [ fouy
Q j=1 Q Q

jF Q

n

Cp—2 _ n _p—2 _
< Yag[ e[ wgur = e f e [P+ 2 ay [ ey [T
1 Q Q J#i Q

=

Par (3.2) et I'inégalité de Holder :
M S a7 < o f o P+ S f oy [P g
Q Q 7 Q
Alors

Y N (SR X N e

e (g ) ()

IN

1 1
Comme — + —=1=p = ——
p D p—1

U

(2
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Alors

1
P

g ()Y ()
S (g ) (gt

IA

A —ai) [ |U¢_|p
)

IN

Si [ |u;|” # 0, on obtient :
a

(A — ai) (f|u }”) (S{\ui\”)? < Z% (f\% i )
(A1 — aii) (hf }Uf\p)I; < ;aia‘ <hf \“ﬂp)

1 1
o 7/

(A1 — aii) (S{ \Uf\p) "< ji;«éiaij (S{ \“j_\p)

Donc la matrice colonne Z avec les éléments < Ik ‘u; ‘p ) satisfait (\;/ — A)Z = Fou F <0.
Q

=

Alors

=

Donc

N

Comme (A — A) est une M-matrice non singuliére et par lemme (2) cela implique que Z < 0 et
doncU >0. m

3.2.2 Lexistence des solutions positives

Dans cette partie, nous démontrons l'existence de solutions faibles positives pour le systeme

(SpL).
fi(z,U), 1 <i < n sont des fonctions Carathéodory (3.16)

Et il existe M > 0 et 0 < ¢ < 1 satisfaisant
0< fi(z,U) < M(1+ |[ul”® )N, pour tout z € Q et tout u > 0. (3.17)
Pour prouver le théoréme de I'existence, nous utilisons le théoréme de point fixe de Schauder.

Définition 3.1 Soit A = D + F ou D est une matrice diagonal et E est une matrice de diagonal 0.
On dit que (Uy, U°) € (Wol’p(ﬂ))2n est une sous-sur solution de (Syy) si

Uy < U° sur Q2

3.2. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour le p-Laplacien
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Pour tout U € (Wol’p (Q))n , tel que Uy < U < UY, nous avons dans le sens de distribution

— AUy — Dy, (Ug) — Ep, (U) — F(z, (UUU)) <0< =AU = D, (U°) — E,(U) — F(z, (UUU))
(3.18)
Uy <0< U° sur 0N

Ou, pour tout U,V € (WOI’I’(Q))n , la composante k de F(z, (U UV)) est

F(z, UUV) = fe(x,ug, g, ... Up_1, Uk, Ug sty -+, Up)-
Nous exigons maintenant

Théoréme 3.4 Sous les hypothéses a;; > 0 pour i # j et (A I — A) est une M-matrice non singuliére,

alors pour tout F' € LY (Q),le systéme (Sp;) admet une solution non négative

Preuve. Nous procédons en trois étapes :
1) Construction de sous-sur solution pour (Spy).Par hypothese (\;/ — A) est une M-matrice non
singuliere, par conséquent

AL >

Ou r est la plus grande valeur propre de A.Alors, nous utilisons les propositions (1.1) et (1.2), on
peut choisir © > QU 9Q = Q tel que Ay (p, Q) > Ai(p, Q) > 7.
Donc

(A1(p, 2)I — A) est une M-matrice non singuliere

Nous désignons par @, la fonction propre positive associée a A;(p, 2) normalisée : ||p,|| = 1 et par
[ sa limite inférieure sur ().

On peut choisi 0 < Y < %(1 + 107"y (1,1,...,1) e R"

La solution X € R™ de

M, I - A)X =Y (3.19)

est positive par le lemme (3.2).
Soit Uy = 0 et U® = 1,(X)@,.
Par (3.14), (3.17) et (3.19), pour tout U € [Uy, U°] on obtient

—AU° — Dy, (U°) — By, (U) — F(z, (UUU))

v

—A,U° = Dy, (U°) — By, (U) — BY
(M (p, QI = D), (U°) — Ex, (U°)
+E [1,(U°) — 4, (U°)] — BY

(Mi(p, I — Ay, ()X — BY >0

v

v
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Par conséquent (U, U°) satisfait (3.18).

2) Construction d’'un ensemble invariant. En veut d’appliquer le théoreme de point fixe de Schau-
der.

Soient . = [LP(2)]" et K = [0,U"]

Considérons m > 0 tel que m + a; > 0 pour tout 1 < i < n.

Ensuite, nous définissons 'opérateur non linéaire 7' : K — ¥ de la maniere suivante : pour tout

U € K,V =TU est la solution unique du systeme

{ ~AV +mip, (V) = (mI + Ap(U) + F(x,U) dans Q ,
(Syz)

V =0 surdf

En effet, 'existence et l'unicité pour la solution de (S%;) sont bien connues, de sorte que 7" est
bien défini, de plus pour tout 1 < i < n la composante V; de V est dans Wy (Q2) N L>°(9) est

positive
En outre
T(K)CK
Comme U € [0,U°], par (3.16), (3.18)
0 > —AV+miy,(V)—(ml+ Ay, (U)+ F(z,U) (3.20)

+A,U° — map, (U°) + (mI + D), (U°) + Exp,(U) + BY

—AV + AU +ml [, (V) = ¢, (U°)] = (mI + D) [¢,(U) — 4, (U°)]
+8Y — F(x,U)

> =NV + AU +ml [¢,(V) — 0, (U°)]

vV

Multiplions (3.20) par (V — U°)* et intégrons sur {2, on obtient :
g{ [ (VV) =4, (VU] [V(V = U°) "] + mg{ [, (V) =, (U] [(V = U")T] <0

Comme ¢, est une fonction décroissante, (V —U°) T =0et0 <V < U°

3) T est completement continue.

D’abord nous prouvons que 7' est compact

Soit (U;) une suite bornée dans (L¥(%2))", par conséquent ,(U;) est bornée dans (L' (Q2))"
Multiplions I'équation de systeme (S}, ) par V; + T'U; on obtient

P

[IVVP WP = [T + A O+ F(o. )V, < © L{ \vﬂ

Donc, V; est bornée dans (IW*(2))" et elle posséde une sous-suite convergente dans (L?(£2))"

3.2. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour le p-Laplacien
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Maintenant, nous prouvons la continuité.

Soit U; — U dans L*(f2), par théoreme de la convergence dominé on obtient
F(z,U;) — F(z,U) dans (L” (Q))" (3.21)
(mI + A),(U;) — (mI + A, (U) dans (LP"(Q))" (3.22)
Multiplions (3.20) par (V; — V') et intégrons sur €2 on obtient
[43(9V) = 4y (V] [V(V; = V)] +mf [0,000) =6, 0)] (0= V)] - (3:29)

(ml + A) [v,(U;) = ¢, (U)] (V; = V) +§£ [E(x,Uy) = F(z,U)] (V; = V)

Il résulte de (3.21), (3.22) que le coté droit de (3.23) tend vers zéro lorsque j tend vers +oo

C’est bien connu que l'inégalité suivante satisfaite
ve & e Rl <O (|l e— 1€ (€ —€))” (el +1g7) (3.24)
Ou

a=p sil<p<2
a=2 si p>2.

Par (3.24) et I'inégalité de Holder, appliquée a la partie gauche de (3.24) on obtient

JIVV, =VVP +m[|V; = V|]P — 0 sij — 40
0 0

Comme K est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de X, nous pouvons appliquer le théo-
reme de point fixe de Schauder et obtenir I'existence d’'un point fixe de 7' qui donne l’existence

d’au moins une solution de (Spz). m

3.2. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour le p-Laplacien



Chapitre 3. L'étude des systémes elliptiques intervenant le p-Laplacien

Conclusion

Le chois des méthodes de résolutions des problemes des équations différentielles partielle est
étroitement lié aux opérateurs démentielles et les contraintes imposées sur les non linéarités. Par
exemple les problemes elliptiques linéaires sont résolubles par le lemme de Lax-Milgram, mais les
problémes semi-linéaires exigent d’autres méthodes comme la méthode de comparaison ou les
théoremes de points fixe du types différents.

Et la vérification du principe de maximum permet d’étudier I'unicité des solutions, et des proprié-
tés qualitatives comme la positivité des solutions.

3.2. Le principe de maximum et |'existence d'une solution positive pour le p-Laplacien m
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