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Introduction g�en�erale

Nous étudions ici certains systèmes elliptiques coopératifs définis sur un domaine borné 
 de

Rn: Nous considérons le problème suivant :8<: ��pui =
nP
j=1

aij jujjp�2 uj + fi dans 


ui = 0 sur @


Où les coéfficients aij (1 � i; j � n) sont constants et aij � 0 pour i 6= j (systèmes coopératifs),

l’opérateur �p défini par �p = div
�
jrujp�2ru

�
; p > 1 s’appelle p-Laplacien, si p = 2 nous

obtenant le Laplacien.

Les problèmes elliptiques faisant intervenir le Laplacien et le p-Laplacien sont d’une importance

capitale dans la modélisation des phénomènes naturels en physique notamment fluides non New-

tonienes, mécanique,...

Nous sommes concernés par l’existence de solutions positives et avec la forme de principe de

maximum (positivité inverse) suivante : "l’hypothèse fi � 0 sur 
 implique ui � 0 sur 
 pour

tout solution U = (ui)".

L’un des outils les plus utiles et les plus connus utilisés dans l’étude des équations différentielles

parielles est le principe de maximum. Il est un outil très important pour de plusieurs questions

concernant les équations différentielles partielles, non seulement pour prouver l’existence et l’uni-

cité des solutions, mais aussi pour étudier leurs propriétés qualitatives comme positivité,...

Un excellent aperçu du sujet jusqu’en 1967 peut être trouvé dans le livre par Protter et Wein-

berger [26]. Plusieurs documents ont exploré le principe de maximum pour différents systèmes

(linéaire, semi linéaire et non linéaire) impliquant les opérateurs Laplacien et p-Laplacien.

Le principe de maximum a également été étudié pour les systèmes elliptiques linéaires. En

particulier les travaux de Figueiredo et Mitidieri [12] ont donné les conditions nécessaires et

suffisantes pour le principe de maximum. De plus, en [16], [29] les auteurs ont démontré des

conditions nécessaires et suffisantes pour avoir le principe de maximum et l’existence de solutions

positives pour les systèmes elliptiques linéaires coopératifs impliquant l’opérateur de Laplace avec

des coefficients constants. Aussi en [3], [16] les auteurs ont présenté les conditions nécessaires et

suffisantes pour avoir le principe de maximum et pour l’existence de solutions positives pour les

systèmes elliptiques semi-linéaires coopératifs impliquant l’opérateur de Laplace par l’utilisation

de la méthode de sous et sur solutions, cette méthode donne l’existence et la localisation d’une so-

lution d’un problème aux limites en présence d’un couple de fonctions, appelées sous-solution et

sur-solution, bien ordonné. Elles peuvent être considérées comme des approximations de la solu-
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tion avec une erreur de signe constant. Ces résultats ont été étendus en [16] au système elliptique

non linéaire coopératif impliquant les opérateurs p-Laplacien avec des coefficients constants.

Cet mémoire est répartie en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit quelques notions de base ainsi que des rappels, qui

seront utilisés dans certaines preuves et applications.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions les systèmes elliptiques coopératifs linéairs puis les

systèmes semi-linéairs, il est organisé de la manière suivante :

Nous exposons dans la première section quelques résultats concernant les systèmes elliptiques

coopératifs intervernant le Laplacien, nous établissons le principe de maximum et on utilise le

lemme de Lax-Milgram pour prouver l’existence et l’unicité de la solution. Voir J.Fleckinger,

J.Hernandez et F.De Thélin [16].

Et la deuxième section est une extension au système linéaire à n équations (H. M. Serag et A.

H. Qamlo [29]).

Dans la troisième section, nous présentons une méthode utilisée par D.G.de Figueiredo et

Mitidieri (voir [13]) et par H.M.Serag and A.H.Qamlo [29] pour l’insertion d’un système linéaire

non coopératif dans un système linéaire coopératif, pour l’établissement du principe de maximum.

Et la quatrième section comporte la résolution d’un système coopératif semi-linéaire, on

adapte ici la méthode des sous et sur solutions pour prouver l’existence de solution, et avec

des conditions supplémentaires sur les non linéarités fi nous obtenons l’unicité de solution (voir

toujours J.Fleckinger, J.Hernandez et F.De Thélin [16]).

Enfin la dernière section est une généralisation à n équations pour le système semi-linéaire

(voir Bénédicte Alziary, Laure Cardoulis and Jacqueline Fleckinger-Pellé [3]).

Dans le dernier chapitre, nous étudions les systèmes elliptiques coopératifs intervenant le

p-Laplacien (voir [16]). Ce chapitre est divisé en deux sections :

Dans la première section, nous étudions le principe de maximum et on applique le théorème

de point fixe de Schauder pour prouver l’existence de solution positive pour une seul équation, et

dans la deuxième section, nous généralisons ses résultats pour un système de n équations.

.
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Notations

Dans toute la suite de ce mémoire, nous utiliserons les conventions suivantes :

Si 
 désigne un ouvert borné de Rn, on note par :

Notations générales

�u =
i=nP
i=1

@2u

@x2i
Laplacien de u:

ru =
�
@u

@x1
;
@u

@x2
; � � � ; @u

@xn

�
Grad de u:

�pu = div(jrujp�2ru) p- Laplacien de u:

D(A) D(A) = fu 2 H1
0 (
); �u 2 L2(
) g : Domaine de définition de A:

�(T ) Spectre de l’opérateur T:

�(T ) Ensemble résolvant de T:

V P (T ) Ensemble des valeur propre de T:

B(x0; r) B(x0; r) = fx; kx� x0k < rg. Boule ouverte, centré en x0 de rayon r:

�n;m Symbole de Kronecker

(:; :)X Le produit scalaire de X:

k:kX La norme de X:

min Le minimum

max Le maximum

lim La limite

div La divergence de u:

�(x) La normale extérieure.

p:p Presque pour tous les points.

p0 Exposant conjugué de p; c’est-à-dire
1

p
+
1

p0
= 1:

,!,! Injection compact.

,! Injection continue.

j�j =
nP
i=1

�i La longueur de �:

�1 La première valeur propre.

'1 La fonction propre associée à la valeur propre �1:

@�u = @�11 @
�2
2 :::@

�n
n La dérivée faible d’une fonction u 2 L1loc(
).

f+ Partie positive de f:

f� Partie négative de f:
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Espaces fonctionnels


 � Rn Ouvert borné.

@
 Frontière de 
:


 L’adhérence de 
:e
 e
 � 
 [ @
:
Wm;p(
) Espace de Sobolev avec dérivées d’ordre m dans Lp(
):

Wm;p
0 (
) Espace de Sobolev avec trace nulle.

W 1;p;W 1;p
0 ; H1; H1

0 ; H
m Les espaces de Sobolev.

Lp(
) Lp(
) =

�
u : 
 �! R mesurable,

R



jujp dx < +1; 1 � p � 1
�
:

Lp
0
(
) Espace dual de Lp(
); p0 =

p

p� 1 :

L2(
) Espace des fonctions de carrées sommables.

L1loc(
) Espace des fonctions localement intégrables.

C1c (
) = C1(
) \ Cc(
) Ensemble des fonctions C1(
) a support compact.
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Chapitre 1

Notions de base et définitions

Dans ce chapitre, nous collectons plusieurs outils de base qui seront nécessaires tout au long de

ce mémoire. Le lien commun entre tous les résultats de ce chapitre, c’est qu’ils sont préparatoires

pour les résultats principaux, qui sont contenues dans les chapitres suivantes. Dans la suite 
 sera

un ouvert borné de Rn et nous utiliserons la mesure de Lebesgue.

1.1 Fonctions de carré sommable et dérivation faible

1.1.1 Quelques rappels d’intégration

Tous les résultats de cette section sont détaillés dans le cours de mathématique [2],[5].

Soit 
 un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue. On définit l’espace L2(
) des fonctions

mesurables dans 
.

L2(
) =

�
f : 
 �! R mesurable, définie p.p,

R



f 2 dx < +1
�

Muni d’un produit scalaire :

hf; gi =
R



f(x)g(x) dx

L’espace vectoriel muni d’un produit scalaire L2(
) est un espace de Hilbert, c’est-à-dire complet

pour la norme :

kfkL2(
) =
�R



jf(x)j2 dx
� 1

2

Rappelons que les fonctions mesurables dans 
 sont définies presque partout dans 
 : si on

change les valeurs d’une fonction mesurable f sur un sous-ensemble de 
 de mesure nulle, on ne

change pas la fonction mesurable f . Autrement dit, deux fonctions mesurables f; g seront dites

7



Chapitre 1. Notions de base et dé�nitions

égales si f(x) = g(x) presque partout dans 
, c’est-à-dire s’il existe E � 
 tel que la mesure de

Lebesgue de E est nulle et f(x) = g(x) pour tout x 2 (
 n E):

Théorème 1.1 L’espace C1c (
) est dense dans L2(
); c’est-à-dire que pour tout f 2 L2(
); il existe

une suite fn 2 C1c (
) telle que

lim
n�!+1

kf � fnkL2(
) = 0

Corollaire 1.1 Soit f 2 L2(
): Si pour toute fonction ' 2 C1c (
) on aR



f(x)'(x) dx = 0

Alors f(x) = 0 presque partout dans 
:

1.1.2 Dérivation faible

Définition 1.1 Soit v une fonction de L2(
): On dit que v est dérivable au sens faible dans L2(
) s’il

existe des fonctions wi 2 L2(
); pour i = f1; 2; :::; ng ; telles que pour toute fonction � 2 C1c (
):
On a Z




v(x)
@�

@xi
(x) dx = �

R



wi�(x) dx

Chaque wi est appelée la i-ème dérivée partielle faible de v et notée désormais
@v

@xi
:

Lemme 1.1 Soit v une fonction de L2(
); s’il existe une constante C > 0 telle que, pour toute

fonction � 2 C1c (
) et pour tout indice i = f1; 2; :::; ng ; on a������
Z



v(x)
@�

@xi
(x) dx

������ � C k�kL2(
)

Alors v est dérivable au sens faible.

1.2 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans l’étude des équations aux dérivées partielles ellip-

tiques. Il s’avère donc judicieux d’en faire une brève présentation avant d’aborder ces équations.

Nous reprenons dans cette section certains énoncés de H. Brezis [5] et O. Kavian [21] .

1.2. Les espaces de Sobolev 8



Chapitre 1. Notions de base et dé�nitions

1.2.1 Les espaces de Sobolev Wm;p(
)

Définition 1.2 Soient 
 � Rn un ouvert et 1 � i � n: Une fonction u 2 L1loc(
) a i-ème dérivée

faible dans L1loc(
) s’il existe fi 2 L1loc(
) telle que pour tout ' 2 C1c (
) on aitR



u(x)@i'(x) dx = �
R



fi(x)'(x) dx

Cela revient à dire que la i-ème dérivée au sens des distributions de u appartient à L1loc(
): Si fi est

donnée par la relation ci-dessus, on pose :

@iu =
@u

@xi
= fi

Définition 1.3 Soit � 2 Nn; on note j�j =
nP
i=1

�i la longueur de � et @�u = @�11 @
�2
2 :::@

�n
n u désigne

la dérivée faible d’une fonction u 2 L1loc(
). Pour 1 � p � 1; l’espace de Sobolev Wm;p(
) est définit

par

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
);8� 2 Nn; j�j � m; @�u 2 Lp(
)g

L’espace Lp(
) étant muni de la norme kukLp(
) = kukp (où pour 1 � p � 1 on note kukpp =R



ju(x) jp dx; on munit l’espace de Sobolev Wm;p(
) de la norme

kukm;p = kukWm;p(
) =

 P
j�j�m

k@�ukpp

! 1
p

Notons que par récurrence, on a

Wm;p(
) =

�
u 2 Wm�1;p(
);

@u

@xi
2 Wm�1;p(
) 8i = 1; 2; : : : ; n

�
Et si p =1 la norme de l’espace Wm;1(
) est

kukWm;1(
) = (sup j@�uj)

On pose Hm(
) = Wm;2(
); Hm(
) muni du produit scalaire

(u; v)Hm(
) =
P

0�j�j�m
(D�u;D�v)L2(
)

est un espace de Hilbert

1.2. Les espaces de Sobolev 9



Chapitre 1. Notions de base et dé�nitions

1.2.2 Les espaces W 1;p(
)

L’espace de Sobolev W 1;p(
) est défini par

W 1;p(
) =

8>><>>:
u 2 Lp(
); 9 g1; g2; : : : ; gn 2 Lp(
) tel queZ



u
@'

@xi
= �

R



gi' 8' 2 C1c (
) 8i = 1; 2; :::; n

9>>=>>;
On note

@u

@xi
= gi

L’espace W 1;p(
) est muni de la norme

kukW 1;p(
) =

 
kukLp(
) +

nP
i=1





 @u@xi





Lp(
)

! 1
p

Où parfois de la norme équivalente

kukW 1;p(
) =

�
kukpLp(
) +

nP
i=1




 @u@xi


pLp(
)
� 1

p

si 1 � p <1:

X Si p =1;on muni W 1;1(
) de la norme

kukW 1;1(
) = (supp juj+ supp jruj)

X Si p = 2; on note H1(
) =W 1;2(
)

Les espaces H1(
)

Soit 
 un ouvert de Rn: L’espace de Sobolev H1(
) est défini par

H1(
) =

�
v 2 L2(
) tel que 8i = f1; 2; :::; ng ; @v

@xi
2 L2(
)

�

où
@v

@xi
est la dérivée partielle faible de v

Muni du produit scalaire

(u; v)H1(
) = (u; v)L2(
) +
nP
i=1

�
@u

@xi
;
@v

@xi

�
L2(
)

et de la norme

kukH1(
) =

 
kuk

L2(
)

+
nP
i=1





 @u@xi




2
L2(
)

! 1
2

L’espace de sobolev H1(
) est un espace de Hilbert séparable (voir [5]).

1.2. Les espaces de Sobolev 10



Chapitre 1. Notions de base et dé�nitions

1.2.3 Les espaces W 1;p
0 (
)

Définition 1.4 Soit 1 � p � 1: W 1;p
0 (
) désigne la fermeture de C10(
) dans W 1;p(
); il est muni

de la norme induite par W 1;p(
) est un espace de Banach séparable.

Corollaire 1.2 Une autre caractérisation de W 1;p
0 (
); si u est de classe C1 et u 2 W 1;p

0 (
) \ C(
)
avec 1 � p � 1 alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u = 0 sur @
:

2) u 2 W 1;p
0 (
):

On désigne par W�1;p0(
) l’espace dual de W 1;p
0 (
); (1 � p � 1) avec

1

p
+
1

p0
= 1

On note H1
0 (
) =W 1;2

0 (
)

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de H1(
) et qui nous

sera trés utile pour les problèmes avec conditions aux limites de Dirichlet

L’espace H1
0 (
)

Soit C1c (
) l’espace des fonctions de classe C1 à support compact dans 
. L’espace de Sobolev

H1
0 (
) est défini comme l’adhérence de C1c (
) dans H1(
)

H1
0 (
) =

�
v 2 L2(
) tel que 8i = f1; 2; :::; ng ; @v

@xi
2 L2(
); u j@
 = 0

�
Muni d’un produit scalaire

hu; vi =
R



(u(x)v(x) +ru(x)rv(x)) dx

et de la norme

kukH1
0 (
)

=

�R



(jru(x)j2 + ju(x)j2) dx
� 1

2

L’espace de Sobolev H1
0 (
) est un espace de Hilbert et est le sous-espace de H1(
) constitué des

fonctions qui s’annulent sur le bord @
.

Corollaire 1.3 Soit 
 un ouvert de Rn borné dans au moins une direction de l’espace. Alors la semi-

norme

jvjH1
0 (
)

=

�R



jrv(x)j2 dx
� 1

2

est une norme sur H1
0 (
) équivalente à la norme usuelle induite par celle de H1(
)

1.2. Les espaces de Sobolev 11



Chapitre 1. Notions de base et dé�nitions

On note par H�1(
) le dual de H1
0 (
):

On peut identifier L2 et son dual, par conséquent on a les inclusions

H1
0 (
) ,! L2(
) ,! H�1(
)

avec injections continues.

1.3 Définitions et notions

1.3.1 Quelques inégalités fonctionnelles

Inégalité de Hölder

Théorème 1.2 [5]

Soient f 2 Lp(
) et g 2 Lp0(
) avec 1 � p � 1 et
1

p
+
1

p0
= 1

Alors

f; g 2 L1(
) et
R



jf(x)g(x)j dx �
�R



jf(x)jp dx
� 1

p
�R



jg(x)jp
0
dx

� 1
p0

Alors

kfgk1 � kfkp kgkp0

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théorème 1.3 [5]

Dans un espace pré-hilbertien H, on a :

8 x; y 2 H; j(x; y)j � kxk kyk

où

kxk = (x; x) 12

Inégalité de Poincaré

Théorème 1.4 [2]

Soit 
 un ouvert borné dans au moins une direction de l’espace. Alors il existe une constante C > 0

pour toute fonction v 2 H1
0 (
) telle queR




jv(x)j2 dx � C
R



jrv(x)j2 dx

1.3. Dé�nitions et notions 12



Chapitre 1. Notions de base et dé�nitions

La convergence dominée de Lebesgue

Théorème 1.5 [5]

Soit ffngn�1 une suite de fonctions de L1(
) convergent presque partout vers une fonction mesurable

f: On suppose qu’il existe g 2 L1(
) telle que pour tout n � 1; on ait

jfnj � g p.p sur 


Alors :

f 2 L1(
) et lim
n!+1

kfn � fkL1 = 0 et
R



f(x) dx = lim
n!+1

R



fn(x) dx

Formule de Green

Définition 1.5 [5]


 désigne un ouvert borné de Rn; �(x) est la normale extérieure au domaine 
; pour toute fonction

u de W 1;p(
); on a la formule de Green :R



u div' =
R
@


u':� �
R



'ru:

1.3.2 Quelques propriétés sur les opérateurs

Théorème 1.6 [8](Opérateur compact)

Soient E et F deux espaces de Banach, Une application linéaire continue T 2 L(E;F ) est dite com-

pacte si l’image T (BE) par l’application T de la boule unité fermée BE de l’espace E est relativement

compacte (en norme) dans F:

Proposition 1.1 Un opérateur linéaire T est compact si est seulement si pour toute suite bornée

fxngn2N de E; la suite des images fTxngn2N admet une sous-suite convergente.

Analyse spectrale [17]

Soit E un espace de Banach réel et T une application linéaire continue de E. On note :

� �(T ) = f� 2 R; T � �I est non bijectiveg l’ensemble des valeurs singulières de T:

� �(T ) = f� 2 R; T � �I est bijectiveg = Rn�(T ) l’ensemble des valeurs régulières de T:

� V P (T ) = f� 2 R; T � �I est non surjectiveg l’ensemble des valeurs propres de T:

Lorsque dim E < +1, on a V P (T ) = �(T ): On a un résultat similaire en dimension finie, à

condition que l’opérateur T soit linéaire continu et compact.
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Définition 1.6 [23](Opérateurs monotones)

Soit V un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de V dans V 0

A est monotone si :

8u; v 2 V; hA(u)� A(v); u� viV;V 0 � 0

Définition 1.7 [23](Opérateurs pseudo monotone)

Soit V un espace de Banach et V 0 son dual topologique. On dit que l’opérateur A; définit de V dans

V 0 est un pseudo monotone si :

1) A est borné.

2) lorsque uj ! u dans V faible et lim
j�!1

sup (A(uj); u� v) � (A(u); u� v) ; 8v 2 V:

Définition 1.8 [10](Injection continue)

Soient (E; k:kE) et (F; k:kF ) deux espaces de Banach.

On dit que F est s’injecte continûment dans E si F � E et si l’inclusion est contnue, c’est-à-dire s’il

existe C > 0 tel que, pour tout x 2 F :

kxkE � C kxkF

On note

F ,! E

Définition 1.9 [10](Injection compact)

Soient E and F deux espaces normés tels que F � E. On dit que F est s’injecte compactement dans

E; et on écrit F ,!,! E, si

i) Il existe une constante C telle que

kxkE � C kxkF ; 8x 2 F

ii) Chaque ensemble borné dans F est précompact dans E:

Et aussi on dit que l’injection F ,!,! E est compacte si, de plus, de toute suite bornée pour k:kF , on

peut en extraire une suite convergent dans (E; k:kE).

Définition 1.10 [17](Le Laplacien)

Soit A l’opérateur qui a une fonction u associe �u =
nP
i=1

@2i u: Afin que cet opérateur ait un sens, on

le définit sur son domaine D(A), c-à-d. l’ensemble

D(A) =
�
u 2 H1

0 (
); �u 2 L2(
)
	

et on défini alors A : D(A) � L2(
) �! L2(
); par Au = �u:
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Définition 1.11 Soient A;B deux opérateurs linéaires définis sur V tel que :

Au = �Bu (E)

Nous appelons valeur propre principale de (E), toute valeur propre réelle associée à une fonction

propre qui ne change pas de signe dans V . Si on a : A = ��; et B = I, on peut caractérisé la

première valeur propre �1 de ��:
Soit (

��u(x) = �u(x); x 2 

u(x) = 0; x 2 @


Le problème consiste à trouver le couple (�1; '1) tel que :(
��'1(x) = �1'1(x); '1 > 0; x 2 


'1(x) = 0; x 2 @


Et

�1 = inf

R



jru(x)j2 dxR



ju(x)j2 dx

Et on a : R



ru(x)r'1(x) dx = �1
R



u(x)'1(x) dx; 8u 2 V

De même pour le p-Laplacien, on a la caractérisation de la première valeur propre �1 suivante :(
��pu = �1 jujp�2 u; dans 


u = 0; sur @


Le problème consiste à trouver le couple (�1; '1) tel que :(
��p'1 = �1 j'1j

p�2 '1; '1 > 0; dans 


'1 = 0; sur @


et

�1 = inf

R



jrujp dxR



jujp dx

Proposition 1.2 [20]

Nous considérons deux ensembles ouverts définis tels que 
1 � 
2: Cette inclusion induit une injection

naturel H1
0 (
1) ,! H1

0 (
2) simplement en étendant par zéro fonctions dans H1
0 (
):
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En particulier, le principe de maximum implique la monotonie suivante pour l’inclusion de la première

valeur propre avec les conditions limies de Dirichlet.


1 � 
2 =) �1(1;
1) � �1(1;
2)

De plus, l’inégalité est stricte dès que 
2n
1 contient un ensemble de capacité positive (puisque la

première fonction propre ne peut pas disparâitre sur un tel ensemble).

D’autre part si �1(p;
) > 
 > 0, il existe certains 
 � e
 tel que

�1(p;
) > �1(p; e
) > 


Proposition 1.3 [16]

�1(p;
) dépend continûment par les C1�perturbations sur 
 :

Preuve. Soit e
 = �(
); où � = I +  est une petite perturbation de l’identité et  2 C1(e
):Pour

toute y = (I +  ) (x); x 2 
 on pose eu(y) = u(x); on obtient :

A(u) =

Z
e


 
i=nP
i=1

�
@u

@xi

�2! p
2

J�1 dy

B(u) =

Z



jujp dx =
Z
e

jeujp J�1 dy; avec J =

����det��ij + @ j
@yi

�����
Si k k1;1 �! 0; on obtient

A(eu) = Z
e


 
nP
i=1

�
@eu
@yi

�2! p
2

dy �! A(u); B(eu) = Z
e

jeujp dy �! B(u)

Par conséquent,

�1(p; e
) = inf � A(eu)
B(eu) : eu 2 W 1

0 (e
)� �! �1(p;
) = inf

�
A(u)

B(u)
: u 2 W 1

0 (
)

�

Théorème 1.7 [11](Point fixe de Schauder)

Soit X un espace de Banach et soit r un réel strictement positif.

Si T : B(x0; r) �! B(x0; r) est un opérateur complètement continu (c’est-à-dire continu et tel que,

pour toute partie bornée D de X; T (D) est compacte), alors T admet au moins un point fixe.
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1.3.3 Rappels et définitions

Soit H un espace de Hilbert muni de la norme usuelle :

kuk = (u; u) 12

Et soit L une forme linéaire définie sur H à valeur réelle, dire que L(:) est continue signifie qu’il

existe M > 0 tel que :

M = sup fjL(u)j ; u 2 H; kuk = 1g < +1

En particulier pour tout u 2 H on a :

jL(u)j �M kuk

De même nous disons que la forme bilinéaire a(:; :) définie sur V � V est continue s’il existe

M 0 > 0; 8u; v 2 V on a :

ja(u; v)j �M 0 kuk kvk

La forme a est dite coercive ou uniformément elliptique sur V s’il existe � > 0 telle que

8u 2 V ; a(u; u) � � kuk2

Lemme 1.2 [5](Lax-Milgram)

Soit a(u; v) une forme bilinéaire continue et coercive sur l’espace de Hilbert V . Soit L 2 V 0 (V 0 est le

dual de V ) est une forme linéaire continue sur V:

Le problème variationnelle : (
Trouver u dans V tel que :

a(u; v) = L(v); 8v 2 V

admet une solution unique dans V:

Définition 1.12 [33](fonction mesurable)

Soient E et F munis des tribus respectives � et F :
Une fonction f : E �! F est dite mesurable par rapport à � et F si pour tout A 2 F , f �1(A) 2 �.

Définition 1.13 [33]

Soit f une fonction mesurable. On note f + = max(0; f) sa partie positive et f � = max(0;�f) sa

partie négative.

Si
R



jf j d� < +1; c’est-à-dire si

R



f +d� < +1 et
R



f �d� < +1
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Alors f est dite intégrable et on pose R



fd� =
R



f +d��
R



f �d�

Définition 1.14 [27](fonction lipschitzienne)

Une fonction f : U � Rn �! Rn est une fonction lipschitzienne de rapport k sur U si

jf(x1)� f(x2)j � k jx1 � x2j pour tout x1 2 U et tout x2 2 U

Définition 1.15 [27](fonction localement lipschitzienne)

Une fonction f : U � Rn �! Rn est une fonction localemnt lipschitzienne sur U si, pour tout x0 2 U ,

il existe un voisinage Vx0 de x0 tel que f
��
Vx0

soit lipschitzienne sur Vx0 :

Définition 1.16 [25](condition de Carathéodory)

Soit 
� R �! R satisfaisant la condition suivante :

1) f(x; t) est mesurable par rapport à x 2 
 pour tout t 2 R:
2) f(x; t) est continue par rapport à t 2 
 pour tout x 2 
 .

f(x; t) est appelée fonction de Carathéodory.

1.3.4 Quelques définitions sur les matrices

Définition 1.17 [6](M-matrice)

M-matrice est une matrice carrée réelle, qui signifie que tous ces mineurs principaux sont strictement

positifs et que ses éléments extra-diagonaux sont négatifs.

Cette matrice intervient dans l’étude des problèmes de complémentarité linéaire et dans

certaines discrétisation d’opérateurs différentiels, en particulier ceux obéissant à un principe de

maximum, comme le Laplacien.

Définition 1.18 [22](M-matrice non singulière)

Soit A = (aij)1�i;j�n une matrice dont les composantes aij sont des réels. On dit que A est une M-

matrice non singulière si A est de la forme A = �I � B où � 2 R�+; B est une matrice positive telle

que � > �(B) où �(B) est le rayon spectral de B:

Proposition 1.4 [6]

SiA est une matrice avec des coefficients hors diagonal non positifs, les conditions (P0); (P1); (P2); (P3) et

(P4) sont équivalentes :

(P0) : A est une M-matrice non singulière.

(P1) : tous les mineurs principaux de A sont strictement positifs.
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(P2) : A est semi-positive (i.e) 9X � 0; tel que AX � 0; où X � 0 signifie pour tous i; Xi > 0 si

X = (X1; X2; :::; Xn):

(P3) : A a un inverse positif.

(P4) : il existe une matrice diagonal D; D > 0 telle que AD +DtA est définie positive.

Remarque 1.1 Si A est une M-matrice non singulière, alors At est aussi une M-matrice non singu-

lière. Alors condition (P4) est satisfaite si est seulement si (P5) est satisfaite où

(P5) : il existe une matrice diagonal D; D > 0 telle que AtD +DA est définie positive.

Définition 1.19 [24](Mineurs principaux d’une matrice)

Soit A = (aij)1�i;j�n une matrice carré symétrique de dimension (n; n). Un mineur principal d’ordre

k est le déterminant de la sous-matrice de A d’ordre k obtenue en supprimant (n � k) lignes et les

(n� k) colonnes correspondantes dans A:

Exemple 1.1 Soit A =

0BB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCA
Les trois mineurs principaux d’ordre 1 de A sont : a11; a22 et a33:

Les trois mineurs principaux d’ordre 2 de A sont :

����� a22 a23

a32 a33

����� ;
����� a11 a13

a31 a33

����� et

����� a11 a12

a21 a22

����� :
Le mineur principal d’ordre 3 de A est :

��������
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

�������� :
Définition 1.20 [24](Mineurs principaux diagonaux d’une matrice)

Soit A = (aij)1�i;j�n une matrice carré symétrique de dimension (n; n). Le mineur principal diagonal

d’ordre k ( noté Dk) de la matrice A est le déterminant de la taille (k; k) obtenue en éliminant (n�k)
dernières lignes et les (n� k) dernières colonnes de la matrice A. Une matrice carré d’ordre n admet

n Mineurs principaux diagonaux.

Remarque 1.2 Le mineur principal diagonal d’ordre k d’une matrice est l’un de ses mineurs princi-

paux d’ordre k:

Exemple 1.2 Soit A =

0BB@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CCA
Le mineur principal diagonal d’ordre 1 de A est : a11:
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Le mineur principal diagonal d’ordre 2 de A est :

����� a11 a12

a21 a22

����� :
Le mineur principal diagonal d’ordre 3 de A est :

��������
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

�������� :
Définition 1.21 [24](Matrice définie positive)

Soit A une matrice carrée symétrique et soit X un vecteur colonne quelconque. On note X 0 sa trans-

poée.

A est dite "définit positive" si est seulement si

X tAX > 0; 8X 6= 0
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L’étude de système elliptique intervenant le

Laplacien

Nous étudions ici quelques systèmes elliptiques linéaires cooperatifs définis sur un domaine

borné 
 dans Rn, nous considérons le problème suivant8><>: ��ui =
nX
j=1

aij uj + fi dans 


ui = 0 sur @


Où les coefficients aij sont constants et aij � 0 pour i 6= j le système est dite cooperatif.

Ici nous donnons une preuve alternative très simple à la condition nécessaire et suffisante pour

l’existence et l’unucité des solutions positives pour les systèmes linéaires coopératifs.

2.1 Système linéaire coopératif de deux équations

On défini l’espace de Sobolev H1
0 (
) par

H1
0 (
) =

�
u 2 L2(
) tq 8i 2 f1; 2; :::; ng ; @u

@xi
2 L2(
); u j@
 = 0

�
Muni de la norme :

kukH1
0 (
)

=

�R



�
jru(x)j2 + ju(x)j2

�
dx

� 1
2

Et elle est équivalente à cette norme :

kukm =
�R



�
jru(x)j2 +m ju(x)j2

�
dx

� 1
2

; m > 0

Et notons que H1
0 (
) = V:
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Nous définissons l’espace V 2 = V � V par la norme :

kUkV 2 = (kuk
2
V + kvk

2
V )

1
2 ; U =

 
u

v

!
2 V 2

elle est équivalente à la norme :

kUk = (kuk+ kvk); U =
 
u

v

!
2 V 2

Soit le problème : 8>><>>:
��u = au+ bv + f(x); dans 


��v = cu+ dv + g(x); dans 


u = v = 0; sur @


(SL)

Tel que :


 est un domaine borné sur Rn (2.1)

f; g 2 L2(
) (2.2)

Nous considérons ici la formulation variationnelle de ce système c’est-à-dire des solutions faibles

dans H1
0 (
): Nous soulignons que :

Les coefficients a; b; c; d sont des constantes réelles (2.3)

b > 0; c > 0 (2.4)

Sous l’hypothèse (2:4); le système (SL) s’appelle coopératif.

2.1.1 Le principe de maximum

Nous prouvons ici, par une méthode différente, un résultat qui a été prouvé dans [12] et qui est

une condition nécessaire et suffisante pour le principe de maximum.

Soit �1 la première valeur propre de �� positive et principale dans 
 et '1 la fonction propre

positive associé à �1 normalisée c’est-à-dire k'1k = 1:8<:
R



��'1 = �1'1; '1 > 0 dans 


'1 = 0 sur @
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Théorème 2.1 Le principe de maximum est vérifié pour le système (SL) sous les conditions (2:1) �
(2:4) si et seulement si :

a < �1 et d < �1 (2.5)

et

D =

����� �1 � a �b
�c �1 � d

����� = (�1 � a)(�1 � d)� bc > 0 (2.6)

sont satisfaites.

Preuve. Considérons f; g > 0 et u; v > 0

Miltipliant la première équation du système (SL) par '1 et intégrant sur 
 ; on obtient par l’utili-

sation de formule de GreenZ



��u'1 dx = �1

Z



u'1 dx = a

Z



u'1 dx+ b

Z



v'1 dx+

Z



f(x)'1 dx

donc Z



rur'1 dx = �1

Z



u'1 dx = a

Z



u'1 dx+ b

Z



v'1 dx+

Z



f(x)'1 dx

alors :

(�1 � a)

Z



u'1 dx = b

Z



v'1 dx+

Z



f(x)'1 dx

Alors

(�1 � a)

Z



u'1 dx� b

Z



v'1 dx =

Z



f(x)'1 dx

Le deuxième membre de cette équation est positif cela implique que : �1 > a:

De même façon pour la deuxième équation de (SL); on trouve :

(�1 � d)

Z



v'1 dx = c

Z



u'1 dx+

Z



g(x)'1 dx

Alors

(�1 � d)

Z



v'1 dx� c

Z



u'1 dx =

Z



g(x)'1 dx

Le deuxième membre de cette équation est positif cela implique que : �1 > d:

Par la formule de Cramer on obtient (2:6):

Inversement :

On suppose que f; g > 0 et (2:5) et (2:6) sont satisfaites :
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Multipliant la première équation de système (SL) par u� = max(0;�u) et la deuxième équation par

v� = max(0;�v) telles que : u�; v� 2 H1
0 (
) et intégrant sur 
, on obtient :Z




��uu� dx = a

Z



uu� dx+ b

Z



vu� dx+

Z



f(x)u� dx

par la formule de Green, on obtient :Z



ruru� dx = �
Z



��ru���2 dx = a

Z



uu� dx+ b

Z



vu� dx+

Z



f(x)u� dx

= �a
Z



��u���2 dx+ b

Z



vu� dx+

Z



f(x)u� dx

alors Z



��ru���2 dx = a

Z



��u���2 dx� b

Z



vu� dx�
Z



f(x)u� dx

= a

Z



��u���2 dx� b

Z



(v+ � v�)u� dx�
Z



f(x)u� dx

� a

Z



��u���2 dx+ b

Z



v�u� dx

et par la caractérisation de �1 , on trouve :

�1

Z



��u���2 dx � Z



��ru���2 dx � a

Z



��u���2 dx+ b

Z



v�u�dx

Alors

(�1 � a)

Z



��u���2 dx � b

Z



v�u�dx

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on a :

0 < (�1 � a)

Z



��u���2 dx � b

0@Z



��v���2 dx
1A 1

2
0@Z



��u���2 dx
1A 1

2

De même façon pour la deuxième équation :

0 < (�1 � d)

Z



��v���2 dx � c

0@Z



��v���2 dx
1A 1

2
0@Z



��u���2 dx
1A 1

2
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Par multipliant membre à membre on obtient :

0 < (�1 � a)(�1 � d)

0@Z



��u���2 dx
1A0@Z




��v���2 dx
1A � bc

0@Z



��u���2 dx
1A0@Z




��v���2 dx
1A

Donc :

0 < (�1 � a)(�1 � d)

0@Z



��u���2 dx
1A0@Z




��v���2 dx
1A� bc

0@Z



��u���2 dx
1A0@Z




��v���2 dx
1A � 0

Alors

((�1 � a)(�1 � d)� bc)

0@Z



��u���2 dx
1A0@Z




��v���2 dx
1A � 0

Ce implique que

u� = v� = 0; d’où u � 0; v � 0 sur 


2.1.2 L’unicité de solution positive

Nous prouvons ensuite que (2:5); (2:6) sont également conditions nécessaire et suffisantes pour

l’existence et l’unicité d’une solution de (SL)

Théorème 2.2 Le système (SL) sous les hypothèses (2:1) � (2:4) admet une seule solution positive

pour f; g � 0, si et seulement si (2:4) et (2:5) sont satisfaites.

Preuve. Si le système (SL) admet une solution positive, d’aprés le théorème précédent les condi-

tions (2:5) et (2:6) sont satisfaites.

Inversement :

Si (2:5) et (2:6) sont satisfaites, on utilise le lemme de Lax-Milgram pour prouver l’existence et

l’unicité de la solution du système (SL):

Tout d’abord on peut reécrire le système (SL) comme :8>><>>:
�b�1�u = b�1au+ v +�b�1f(x); dans 


�c�1�v = u+ c�1dv + c�1g(x); dans 


u = v = 0 sur @


Nous définissons la forme L : (H1
0 (
))

2 � (H1
0 (
))

2 �! R par :

L((u; v); (w; z)) =
1

b

Z



rurw dx� a

b

Z



uw dx�
Z



vw dx+
1

c

Z



rvrz dx�
Z



uz dx� d

c

Z



vz dx
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Et la forme F : H1
0 (
)�H1

0 (
) �! R par :

F (w; z) =
1

b

Z



f(x)w dx+
1

c

Z



g(x)z dx

Il est clair que L est une forme bilinéaire symétrique et F est une forme linéaire. On va montrer

que L est continue et coercive et F est continue.

La continuité de L :

jL((u; v); (w; z))j =

������1b
Z



rurw dx� a

b

Z



uw dx�
Z



vw dx+
1

c

Z



rvrz dx�
Z



uz dx� d

c

Z



vz dx

������
� 1

b

Z



jruj jrwj dx+ a

b

Z



juj jwj dx+
Z



jvj jwj dx+ 1
c

Z



jrvj jrzj dx

+

Z



juj jzj dx +
d

c

Z



jvj jzj dx

Et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

jL((u; v); (w; z))j � 1

b

0@Z



jruj dx

1A 1
2
0@Z



jrwj dx

1A 1
2

+
a

b

0@Z



juj dx

1A 1
2
0@Z



jwj dx

1A 1
2

+

0@Z



jvj dx

1A 1
2
0@Z



jwj dx

1A 1
2

+
1

c

0@Z



jrvj dx

1A 1
2
0@Z



jrzj dx

1A 1
2

+

0@Z



juj dx

1A 1
2
0@Z



jzj dx

1A 1
2

+
d

c

0@Z



jvj dx

1A 1
2
0@Z



jzj dx

1A
=

1

b
krukL2 krwkL2 +

a

b
kukL2 kwkL2 + kvkL2 kwkL2

+
1

c
krvkL2 krzkL2 + kukL2 kzkL2 +

d

c
kvkL2 kzkL2

�
�
1 + a

b

� �
kukH1

0
+ kwkH1

0

�
+

�
1 + d

c

� �
kvkH1

0
+ kzkH1

0

�
+
�
kvkH1

0
: kwkH1

0

�
+
�
kukH1

0
+ kzkH1

0

�
� kwkH1

0

�
1 + a

b
kukH1

0
+ kvkH1

0

�
+ kzkH1

0

�
1 + d

c
kvkH1

0
+ kukH1

0

�
� max

�
1 + a

b
;
1 + d

c
; 1

�h�
kukH1

0
+ kvkH1

0

�
kwkH1

0
+
�
kvkH1

0
+ kukH1

0

�
kzkH1

0

i
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Donc :

jL((u; v); (w; z))j � C
�
kukH1

0
+ kvkH1

0

��
kwkH1

0
+ kzkH1

0

�
D’où la continuité de L:

La coercivité de L :

Tout d’abord nous choisissons m � 0 telle que a +m > 0 et d +m > 0 et reécrivons le système

(SL) sous la forme :8>><>>:
�b�1�u = b�1au+ b�1mu� b�1mu+ v + b�1f(x); dans 


�c�1�v = u+ c�1mv � c�1mv + c�1dv + c�1g(x); dans 


u = v = 0 sur @


Alors 8>><>>:
�b�1(�u�mu) = b�1(a+m)u+ v + b�1f(x); dans 


�c�1(�v �mv) = c�1(d+m)v + u+ c�1g(x); dans 


u = v = 0 sur @


Donc

L((u; v); (u; v)) = �1
b

Z



(�u)u dx+
m

b

Z



u2 dx� 1
b
(a+m)

Z



u2 dx�
Z



vu dx

�1
c

Z



(�v)v dx +
m

c

Z



v2 dx� 1
c
(d+m)

Z



v2 dx�
Z



uv dx

Donc :

L((u; v); (u; v)) =
1

b

Z



(ru)2 dx+ m

b

Z



u2 dx� 1
b
(a+m)

Z



u2 dx�
Z



vu dx

�1
c

Z



(rv)2 dx +
m

c

Z



v2 dx� 1
c
(d+m)

Z



v2 dx�
Z



uv dx

Alors

L((u; v); (u; v)) =
1

b
kruk2L2 +

m

b
kuk2L2 �

1

b
(a+m) kuk2L2 � 2

Z



vu dx

+
1

c
krvk2L2 +

m

c
kvk2L2 �

1

c
(d+m) kvk2L2

L((u; v); (u; v)) � 1

b
kuk2m +

1

c
kvk2m �

1

b
(a+m) kuk2L2

�1
c
(d+m) kvk2L2 � 2

0@Z



u2 dx

1A 1
2
0@Z



v2 dx

1A 1
2
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Tel que :

kuk2m = kruk
2
L2 +m kuk2L2

Et par la caractérisation de �1;on a

kuk2m � �1 kuk2L2 +m kuk2L2 = (�1 +m) kuk2L2

Alors

kuk2L2 �
1

�1 +m
kuk2m

Donc :

L((u; v); (u; v)) � 1

b
kuk2m +

1

c
kvk2m �

1

b

(a+m)

�1 +m
kuk2m �

1

c

(d+m)

�1 +m
kvk2m � 2 kukL2 kvkL2

� 1

b

�
1� a+m

�1 +m

�
kuk2m +

1

c

�
1� d+m

�1 +m

�
kvk2m �

1

�1 +m

�
kuk2m + kvk

2
m

�
� 1

b

�
�1 +m

�1 +m
� a+m

�1 +m

�
kuk2m +

1

c

�
�1 +m

�1 +m
� d+m

�1 +m

�
kvk2m

� 1

�1 +m

�
kuk2m + kvk

2
m

�
� 1

�1 +m

�
�1 � a

b
kuk2m +

�1 � d

c
kvk2m �

�
kuk2m + kvk

2
m

��
� 1

�1 +m

��
�1 � a

b
� 1
�
kuk2m +

�
�1 � d

c
� 1
�
kvk2m

�
D’aprés les conditions (2:5), (2:6) on obtient

L((u; v); (u; v)) � min

�
1

�1 +m

���
�1 � a

b
� 1
�
;

�
�1 � d

c
� 1
�� �

kuk2m + kvk
2
m

�
� M

�
kuk2m + kvk

2
m

�
=M kUk2V 2

D’où la coercivité de L:

La continuité de F :

jF (w; z)j =

������1b
Z



f(x)w dx+
1

c

Z



g(x)z dx

������ � 1

b

Z



jf(x)j jwj dx+ 1
c

Z



jg(x)j jzj dx
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Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

jF (w; z)j � 1

b

0@Z



jf(x)j2 dx

1A 1
2
0@Z



jwj2 dx

1A 1
2

+
1

c

0@Z



jg(x)j2 dx

1A 1
2
0@Z



jzj2 dx

1A 1
2

� 1

b
kfkL2 kwkL2 +

1

c
kgkL2 kzkL2 � 1

b
kfkL2 kwkH1

0
+
1

b
kgkL2 kzkH1

0

� max

�
1

b
kfkL2 ;

1

c
kgkL2

��
kwkH1

0
+ kzkH1

0

�
� M

�
kwkH1

0
+ kzkH1

0

�

D’où la continuité de F:

Donc les conditions de lemme de Lax-Milgram sont vérifiées, alors le problème (SL) admet une

solution unique U = (u; v) n’importe que f � 0; g � 0 par le principe de maximum.

2.2 Généralisation à un système de n équations

Dans cette section, nous étudions le principe de maximum et l’existence des solutions positives

de système : (
��U = AU + F dans 


U = 0 sur @

(SGL)

Où


 est un ouvert borné de Rn (2.7)

Nous soulignons que :

A = (aij) est une matrice coopérative constante n� n (2.8)

telle que :

aij � 0 pour tout i 6= j (2.9)

F désigne une matrice colonne avec des éléments fi

Où

fi 2 L2(
) (2.10)

On peut caractérisé la première valeur propre principale simple �1 par :

�1

Z



juj2 dx �
Z



jruj2 dx (2.11)
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Définition 2.1 On dit que le principe de maximum est vérifié pour le système (SGL) si F � 0 et U

est une solution de (SGL), lorsque U � 0

Le système (SGL) s’écrit sous la forme :8><>: ��ui =
nX
j=1

aij uj + fi dans 


ui = 0 sur @


(S 0GL)

2.2.1 Le principe de maximum pour le cas général

Théorème 2.3 Le système (S 0GL) sous les hypothèses (2:7); (2:10) et fi � 0 satisfait le principe de

maximum si

la matrice (�1 � A) est une M-matrice non-singulière (2.12)

Où

�1 =

0BBBBB@
�1 0 � � � 0

0 �1 � � � 0
...

... . . . ...

0 0 � � � �1

1CCCCCA (2.13)

Preuve. Supposons tout d’abord que fi � 0 et (ui)ni=1 2 (H1
0 (
))

n est la solution de (S 0GL):

Multipliant (S 0GL) par u�i = max(0;�ui) et intégrant sur 
: Nous obtenons par la formule de

Green Z



(��ui)u�i dx =
nX
j=1

aij

Z



uju
�
i dx+

Z



fiu
�
i dx

Alors Z



ruru�i dx =
nX
j=1

aij

Z



uju
�
i dx+

Z



fiu
�
i dx

Donc Z



��ru�i ��2 dx = aii

Z



��u�i ��2 dx� nX
j 6=i

aij

Z



uju
�
i dx�

Z



fiu
�
i dx

Et ainsi, par (2:11) on trouve

�1

Z



��u�i ��2 dx � aii

Z



��u�i ��2 dx� nX
j 6=i

aij

Z



uju
�
i dx�

Z



fiu
�
i dx

Alors

(�1 � aii)

Z



��u�i ��2 dx � � nX
j 6=i

aij

Z



(u+j � u�j )u
�
i dx�

Z



fiu
�
i dx

2.2. Généralisation à un système de n équations 30



Chapitre 2. L�étude de système elliptique intervenant le Laplacien

Donc

(�1 � aii)

Z



��u�i ��2 dx � nX
j 6=i

aij

Z



u�j u
�
i dx

Et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

(�1 � aii)

0@Z



��u�i ��2 dx
1A 1

2

�
nX
j 6=i

aij

0@Z



jujj2 dx

1A 1
2

� 0

Qui peut être reécrit sous la forme

0BBBBB@
�1 � a11 �a12 � � � �a1n
�a21 �1 � a22 � � � �a2n

...
... . . . ...

�an1 �an2 � � � �1 � ann

1CCCCCA

0BBBBBBB@

(
R



��u�1 ��2 dx) 12
(
R



��u�2 ��2 dx) 12
...

(
R



ju�n j
2
dx)

1
2

1CCCCCCCA
� 0

Donc : u�1 = u�2 = � � � = u�n = 0; alors u1 � 0; u2 � 0; � � � ; un � 0:

2.2.2 L’exictence et l’unicité de solution positive

Théorème 2.4 Soient aij � 0; i 6= j: Le système (S 0GL) sous les hypothèses (2:7)� (2:10) et fi � 0 a

une solution positive unique si la condition (2:12) est satisfaite.

Preuve. On utilise le lemme de Lax-Milgram pour prouver l’existence et l’unicité de solution du

système (S 0GL):

Nous considérons la forme bilinéaire a : (H1
0 (
))

n � (H1
0 (
))

n ! R défini par

a(U; V ) = a((u1; u1; : : : ; un); (v1; v2; : : : ; vn)) =
nP
i=1

Z



ruirvi dx�
nP
i=1

aii

Z



uivi dx�
nX
j 6=i

aij

Z



ujvi dx

Et la forme linéaire F : (H1
0 (
))

n � (H1
0 (
))

n �! R par :

F (V ) =
nP
i=1

Z



fivi dx

La coercivité de a :

On peut choisir m � 0 tel que m+ aii > 0: Alors on obtientR



(��ui)ui dx+m
R



juij2 dx =
nP
j=1

aij
R



ujui dx+m
R



juij2 dx+
R



fiui dx
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Alors R



jruij2 dx+m
R



juij2 dx = aii
R



juij2 dx+
nP
j 6=i

aij
R



ujui dx+m
R



juij2 dx+
R



fiui dx

Donc R



jruij2 dx+m
R



juij2 dx� aii
R



juij2 dx�
nP
j 6=i

aij
R



ujui dx�m
R



juij2 dx =
R



fiui dx

Alors

a(U;U) =
nP
i=1

R



jruij2 dx+
nP
i=1

m
R



juij2 dx�
nP
i=1

aii
R



juij2 dx�
nP
j 6=i

aij
R



ujui dx �
nP
i=1

m

Z



juij2 dx

=
nP
i=1

R



jruij2 dx+
nP
i=1

m
R



juij2 dx�
nP
i=1

aii
R



juij2 dx�
nP
i=1

m
R



juij2 dx�
nP
j 6=i

aij

Z



ujui dx

=
nP
i=1

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx�

nP
i=1

(m+ aii)
R



juij2 dx�
nP
j 6=i

aij
R



ujui dx

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz on obtient

a(U;U) �
nP
i=1

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx�

nP
i=1

(m+ aii)
R



juij2 dx�
nP
j 6=i

aij

�R



jujj2
� 1

2
�R



juij2
� 1

2

dx

Et par la caractérisation de �1; on trouve

�1
R



juij2 dx+m
R



juij2 dx �
R



jruij2 dx+m
R



juij2 dx

Alors

(�1 +m)
R



juij2 dx �
R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

Donc R



juij2 dx �
1

�1 +m

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx (2.14)

Par conséquent

�
nP
i=1

(m+ aii)
R



juij2 dx � �
nP
i=1

(m+ aii)

(�1 +m)

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

Alors

a(U;U) �
nP
i=1

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx�

nP
j 6=i

aij

�R



jujj2
� 1

2
�R



juij2
� 1

2

dx

�
nP
i=1

(m+ aii)

(�1 +m)

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

�
nP
i=1

�
1� m+ aii

�1 +m

�R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

�
nP
j 6=i

aij

�R



jujj2
� 1

2
�R



juij2
� 1

2

dx

2.2. Généralisation à un système de n équations 32



Chapitre 2. L�étude de système elliptique intervenant le Laplacien

On a : R



juij2 dx �
1

�1 +m

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

Alors par (2:14) �R



juij2 dx
� 1

2

� 1p
�1 +m

�R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

� 1
2

Et �R



jujj2 dx
� 1

2

� 1p
�1 +m

�R



�
jrujj2 +m jujj2

�
dx

� 1
2

Alors

�
�R



juij2 dx
� 1

2
�R



jujj2 dx
� 1

2

� 1

�1 +m

�R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

� 1
2

�
�R



�
jrujj2 +m jujj2

�
dx

� 1
2

Alors

a(U;U) �
nP
i=1

�
1� m+ aii

�1 +m

�R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

�
nP
j 6=i

aij
�1 +m

�R



�
jruij2 +m juij2

�
dx

� 1
2

�
�R



�
jrujj2 +m jujj2

�
dx

� 1
2

Donc, en utilisant (2:12), il s’ensuit que

a(U;U) � C
nP
i=1

R



�
jruij2 +m juij2

�
dx = C

nP
i=1

kuik2m

Où C > 0.

La continuité de a :

a(U; V ) =
nP
i=1

Z



ruirvi dx�
nP
i=1

aii

Z



uividx�
nX
j 6=i

aij

Z



ujvi dx

Alors

ja(U; V )j �
nP
i=1

R



jruij jrvij dx+
nP
i=1

aii

Z



juij jvij dx+
nX
j 6=i

aij

Z



jujj jvij dx
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Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

ja(U; V )j �
nP
i=1

�R



jruij2 dx
� 1

2
�R



jrvij2 dx
� 1

2

+
nP
i=1

aii

0@Z



juij2 dx

1A 1
2
0@Z



jvij2 dx

1A 1
2

+
nX
j 6=i

aij

0@Z



jujj2 dx

1A 1
2
0@Z



jvij2 dx

1A 1
2

�
nP
i=1

kruik
L2(
)

krvik
L2(
)

+
nP
i=1

aii kuik
L2(
)

kvik
L2(
)

+
nX
j 6=i

aij kujk
L2(
)

kvik
L2(
)

=
nP
i=1

kruik
L2(
)

krvik
L2(
)

+

 
nP
i=1

aii kuik
L2(
)

+
nX
j 6=i

aij kujk
L2(
)

!
kvik

L2(
)

=
nP
i=1

kruik
L2(
)

krvik
L2(
)

+
nP
i=1

aij kuik
L2(
)

kvik
L2(
)

�
nP
i=1

(1 + aii) kuikH1
0 (
)

kvikH1
0 (
)

� C kUk
(H10(
))

n
kV k

(H10(
))
n

La continuité de F :

F (V ) =
nP
i=1

Z



fivi dx

Alors

jF (V )j �
nP
i=1

Z



jfij jvij dx

�
nP
i=1

0@Z



jfij2 dx

1A 1
2
0@Z



jvij2 dx

1A 1
2

�
nP
i=1

kfik
L2(
)

kvik
H10(
)

� C kV k
(H10(
))

n

D’où la continuité de F

Donc les conditions de lemme de Lax-Milgram sont vérifiées, alors le problème (S 0GL) admet une

solution unique non négative par le principe de maximum.
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2.3 L’insertion d’un système elliptique non coopératif dans un

système coopératif

Dans cette section, nous utiliserons les résultats de deux sections précédentes pour obte-

nir le principes de maximum pour une classe de systèmes non coopératifs avec des coefficients

constants.

Nous étudions ici un système non coopératif de n équations définies sur Rn que nous insérons

dans un système coopératif de (n+ 1) équations pour obtenir le principe de maximum

Nous considérons le système elliptique suivant :8<: pour 1 � i � n;

��ui =
nP
j=1

aijuj + fi dans 

(SNC)

Où

1: pour 1 � i; j � n; aij sont des constantes

2: pour 1 � i � n; fi 2 L2(
):

2.3.1 L’insertion d’un système non coopératif de deux équations dans un

système coopératif de trois équations

Nous rédéfinissons le système (SNC) pour n = 2:(
��u1 = a11u1 + a12u2 + f1 dans 


��u2 = a21u1 + a22u2 + f2 dans 

(S)

Où a11; a12; a21 et a22 sont des constantes réelles.

Hypothèses :

soient les hypothèses suivants :

(H1) a12 � 0 et a21 � 0.
(H2) �1 la première valeur propre de (��; H1

0 (
))

(H3) a11 < �1; a22 < �1

Commençant par le cas le plus simple lorsque a12 � 0 et a21 � 0:
Bien que le système non coopératif, il peut être transformé en un système coopératif pour les

inconnus u1 et (�u2) c’est-à-dire :(
��u1 = a11u1 + a12(�u2) + f1 dans 


��(�u2) = +a21u1 + a22(�u2) + f2 dans 
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Alors (
��u1 = a11u1 � a12u2 + f1 dans 


��u2 = �a21u1 + a22u2 � f2 dans 

(S 0)

Théorème 2.5 Sous les hypothèses (H1)� (H3) et si f1 � 0 et f2 � 0 dans 
; alors u1 � 0; u2 � 0

dans 
 tel que U =

 
u1

u2

!
la solution de (S 0):

Ensuite, nous considérons le cas difficile qui correspond à

a12 < 0; a21 � 0 (2.15)

Notre objectif principal est de trouver des conditions sur les coefficients du système (S) qui

nous donneront le principe de maximum.

Lidéé maintenant est d’inserer le système non coopératif 2 � 2 dans un système coopératif

3� 3
Ensuite, nous appliquons les résultats déja établis pour le système coopératif afin d’obtenir les

informations sur le système donné.

Nous introduisons un nouvel inconu u3 = �1u1 � �2u2 avec �1 6= 0; �2 6= 0 sont des nombres

positifs.

Et on a

�2 =
�a12
r

; s =
�a12 + a22�2

�2

Alors

��u3 = �1(��u1)� �2(��u2) = �1(a11 � r�1)u1 + �1(a12 + r�2)u2

+r�1u3 + �1f1 � �2(a21u1 + a22u2 + f2)

= �1a11u1 � r�21u1 + �1a12u2 � r�2�1u2 + r�1u3 + �1f1

��2a21u1 � �2a22u2 � �2f2

= (a11�1 � �2a21)u1 + (a12�1 � a22�2)u2 + �1f1 � �2f2 + r�1(��1u1 � �2u2 + u3)

Tel que (
��u1 = (a11 � r�1)u1 + (a12 + r�2)u2 + ru3 + f1

��u2 = a21u1 + a22u2 + f2

Alors8>><>>:
��u1 = (a11 � r�1)u1 + (a12 + r�2)u2 + r�1u3 + f1

��u2 = a21u1 + a22u2 + f2

��u3 = (a11�1 � �2a21)u1 + (a12�1 � a22�2)u2 + �1f1 � �2f2 + r�1(��1u1 � �2u2 + u3)
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et comme ��1u1 � �2u2 + u3 = 0

Alors 8>><>>:
��u1 = (a11 � r�1)u1 + (a12 + r�2)u2 + r�1u3 + f1

��u2 = a21u1 + a22u2 + f2

��u3 = (a11�1 � �2a21 � s�1)u1 + (a12�1 � a22�2 + s�2)u2 + su3 + (�1f1 � �2f2)

Nous pouvons, sans perte de généralité, prendre �1 = 1: Nous obtenons donc le système suivant :8>><>>:
��u1 = (a11 � r)u1 + (a12 + r�2)u2 + ru3 + f1

��u2 = a21u1 + a22u2 + f2

��u3 = b1u1 + b2u2 + su3 + f3

(S1)

Où f3 = f1 � �2f2; b1 = a11 � �2a21 � s; b2 = a12 � a22�2 + s�2

Le système (S1) satisfait le principe de maximum si

la matrice (�1I �N) est uneM-matrice non singulière (2.17a)

Où

N =

0BB@
a11 � r a12 + r�2 r

a21 a22 0

b1 b2 s

1CCA
Alors le système (S1) est coopératif si

r > 0; a12 + r�2 = 0 (2.17b)

b1 = 0; b2 = 0 (2.18)

Alors

a11 � r < �1����� �1 � a11 + r 0

�a21 �1 � a22

����� > 0��������
�1 � a11 + r 0 �r

�a21 �1 � a22 0

0 0 �1 � s

�������� > 0
Donc

�1 � a11 + r > 0; (�1 � a11 + r) (�1 � a22) > 0

(�1 � a11 + r) (�1 � a22) (�1 � s) > 0
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Ce implique que

�1 � a11 + r > 0; �1 � a22 > 0; �1 � s > 0

Il resulte de (2:18) que

s = r + a22

Et comme �1 > s; alors

�1 > r + a22 et r > a11 � �1

Théorème 2.6 Le système (S1) sous les conditions (2:15) ; (2:17a) et pour 0 � �2f2 � f1 satisfait le

principe de maximum si

a11 � �1 < r < a22 � �1

2.3.2 L’insertion d’un système non coopératif de n équations dans un sys-

tème coopératif de (n+ 1) équations

Pour système non coopératif (SNC), nous posons les conditions suivantes

a1j < 0 pour j = 2; 3; :::; n (2.19a)

aij � 0 pour i = 2; 3; :::; n; j = 1; 2; 3; :::; n ; i 6= j

De manière similaire à construire un système coopératif (n+ 1)�(n+ 1) ; nous présentons l’équa-

tion suivante d’une nouvelle variable

un+1 = u1 �
nP
i=2

�iui

Où �2; �3; :::; �n sont des nombres positifs et

�i = �
a1i
r
> 0; i = 1; :::; n (2.19b)

Alors

��un+1 = ��u1 �
nP
i=2

�i(��ui)

= (a11 � r)u1 + (a12 + r�2)u2 + � � �+ (a1n + r�n)un + run + f1

��2(a21u1 + a22u2 + � � �+ a2nun + f2)

� � � � � � �

��n(an1u1 + an2u2 + � � �+ annun + fn)

= (a11 � �2a21 � � � � � �nan1 � s)u1 + (a12 � �2a22 � � � � � �nan2 + s�2)u2

+ � � � � � �

+(a1n � �2a2n � � � � � �nann + s�n)un + sun+1 + (f1 � �2f2 � � � � � �nfn)
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Alors

��un+1 = b1u1 + b2u2 + � � � bnun + sun+1 + fn+1

Où

b1 = a11 � �2a21 � � � � � �nan1 � s

bi = a1i �
nP
j=2

�jaji + s�i

Et

fn+1 = f1 � �2f2 � � � � � �nfn

Alors le système (SNC) peut être transformé en système de la forme(
��U =MU + F dans 


U = 0 sur @

(S3)

Où

M =

0BBBBBBB@

a11 � r a12 + r�2 � � � a1n + r�n r

a21 a22 � � � a2n 0
...

... . . . ...
...

an1 an2 � � � ann 0

b1 b2 � � � bn s

1CCCCCCCA
Le système (S3) est coopératif si(

a1i + r�i = 0 tel que i = 2; ::; n

bi = 0 tel que i = 1; ::; n
(2.20)

Le système (S3) satisfait le principe de maximum si

la matrice (�1I �M)est une M-matrice non singulière (2.21)

Où

(�1I �M) =

0BBBBBBB@

�1 � a11 + r 0 � � � 0 �r
�a21 �1 � a22 � � � �a2n 0

...
... . . . ...

...

�an1 �an2 � � � �1 � ann 0

0 0 � � � 0 �1 � s

1CCCCCCCA
Théorème 2.7 Le système (S3) sous la condition (2:19a),(2:19b) et (2:21); et pour 0 � �nfn � � � � �
�2f2 � f1 satisfait le principe de maximum si

a11 � �1 < r < �1 � aii; pour tout i = 2; 3; :::; n
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2.4 Système semi-linéaires

Dans cette chapitre, nous adaptons la méthode des sous et sur solutions, pour prouver l’exis-

tence de solutions pour le système coopératif semi-linéaire.

2.4.1 Le principe de maximum pour les systèmes semi-linéaires et l’exis-

tence d’une solution positive

Considérons le système : 8>><>>:
��u = au+ bv + f(u; v); dans 


��v = cu+ dv + g(u; v); dans 


u = v = 0; sur @


(SSL)

Tels que : a; b; c; d sont des constantes et b > 0; c > 0 et f; g sont des fonctions localement

lipschitziennes telles qu’il existe M > 0 satisfaisant :

0 � f(u; v) �M; 0 � g(u; v) �M pour tout u et v (2.22)

Définition 2.2 (Sous et sur solutions)

On dit que (u0; v0); (u0; v0) 2 H sont respectivement sous solution et sur solution de (SSL) si :(
��u0 � au0 + bv0 + f(u0; v); v 2 (v0; v0)
��v0 � cu0 + dv0 + g(u; v0); u 2 (u0; u0)

Et : (
��u0 � au0 + bv0 + f(u0; v); v 2 (v0; v0)
��v0 � cu0 + dv0 + g(u; v0); u 2 (u0; u0)

Théorème 2.8 Sous les hypothèses (2:1)� (2:6) et (2:22) il existe au moins une solution positive de

système (SSL):

Preuve. Existence

Il provient de les propositions (1:2) et (1:3) qu’il existe un domaine 
 � e
 tel que e�1 = �1(1; e
)
satisfait :

a < e�1 < �1; d < e�1 < �1

(�1 � d)(�1 � a) > (e�1 � d)(e�1 � a) > bc (2.23)

Et e'1 est la fonction propre positive associée à e�1donc :(
��e'1 = e�1e'1; e'1 > 0 dans e
e'1 = 0 sur @e
 (2.24)
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On pose :

� = inf
ne'1(x) : x 2 e
o > 0 (2.25)

Considérons maintenant le système linéaire(
(e�1 � a)�� b� = ��1M = P > 0

�c�+ (e�1 � d)� = ��1M = P > 0
(2.26)

Il résulte que (2:26) a une solution unique. Par la formule de Cramer :

eD =

����� (e�1 � a) �b
�c (e�1 � d)

����� = (e�1 � a)(e�1 � d)� bc > 0

� = eD�1

����� P �b
P e�1 � d

����� = eD�1P
h
(e�1 � d) + b

i
> 0 (2.27)

� = eD�1

����� e�1 � a P

�c P

����� = eD�1P
h
(e�1 � a) + c

i
> 0 (2.28)

Soit ((u0; v0); (u0; v0)) = ((0; 0); (�e'1; �e'1)) avec �; � définie dans (2:27); (2:28) une sous-sur solu-

tion couplée.

Il est évident que (u0; v0) = (0; 0) est une sous solution de système (SSL):

Vérifiant maintenant que (u0; v0) = (�e'1; �e'1) une sur solution de système (SSL) :

On a : (u0; v0) = (�e'1; �e'1);
et

��u0 � au0 � bv0 = ��(�e'1)� a�e'1 � b�e'1
= �(��e'1 � a�e'1 � b�e'1

Et comme :

��e'1 = e�1e'1
Alors

��u0 � au0 � bv0 = e�1�e'1 � a�e'1 � b�e'1
=

h e(�1 � a)�� b�
i e'1

�
h e(�1 � a)�� b�

i
� =M � f(u0; v)

Alors

��u0 � au0 � bv0 � f(u0; v); 8v 2
�
0; v0

�
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De même façon pour la deuxième équation :

��v0 � cu0 � dv0 � g(u; v0); 8u 2
�
0; u0

�
Donc on a construit une sous et sur solutions tels que :

u0 = 0 < u0

v0 = 0 < v0

Alors il existe une solution positive (u; v) tel que :

u0 < u < u0

v0 < v < v0

Unicité :

L’unicité de la solution consiste à poser plus des conditions sur le non linéarité de f et g:

Nous supposons qu’il existe des fonctions concaves (u; v) 7�! H(u; v) tel que

f(u; v) = b
@H

@u
(u; v) et g(u; v) = c

@H

@v
(u; v) (2.29)

On suppose que (u1; v1) et (u2; v2) sont deux solutions de (SSL):

On pose w = u1 � u2 et z = v1 � v2:

Donc 8>><>>:
��u1 = au1 + bv1 + f(u1; v1); dans 


��v1 = cu1 + dv1 + g(u1; v1); dans 


u1 = v1 = 0; sur @


Et 8>><>>:
��u2 = au2 + bv2 + f(u2; v2); dans 


��v2 = cu2 + dv2 + g(u2; v2); dans 


u2 = v2 = 0; sur @


Donc : (
��u1 +�u2 = a(u1 � u2) + b(v1 � v2) + f(u1; v1)� f(u2; v2)

��v1 +�v2 = c(u1 � u2) + d(v1 � v2) + g(u1; v1)� g(u2; v2)

Alors 8>>>><>>>>:
��w = aw + bz + b

�
@H

@u1
(u1; v1)�

@H

@u2
(u2; v2)

�
dans 


��z = cw + dz + c

�
@H

@v1
(u1; v1)�

@H

@v2
(u2; v2)

�
dans 


w = z = 0; sur @
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Multipliant la première équation par
w

b
et le deuxième équation par

z

c
et intégrons par partie, on

obtient :

b�1
R



(��w) :w = b�1a
R



w2 +
R



wz +
R



w

�
@H

@u1
(u1; v1)�

@H

@u2
(u2; v2)

�
Et

c�1
R



(��z) :z = c�1d
R



z2 +
R



zw +
R



z

�
@H

@v1
(u1; v1)�

@H

@v2
(u2; v2)

�
Alors

b�1
R



jrwj2 + c�1
R



jrzj2 = b�1a
R



w2 + c�1d
R



z2 + 2
R



wz +
R



(u1 � u2)

�
@H

@u1
(u1; v1)�

@H

@u2
(u2; v2)

�
+
R



(v1 � v2)

�
@H

@v1
(u1; v1)�

@H

@v2
(u2; v2)

�
Et par la caractérisation de la première valeur propre, on a :

�1 kwk2 � krwk2

Donc :

b�1
R



jrwj2 + c�1
R



jrzj2 � b�1�1
R



w2 + c�1�1
R



z2

Et

b�1a
R



w2 + c�1d
R



z2 + 2
R



wz � b�1�1
R



w2 + c�1�1
R



z2

Alors

b�1(�1 � a)
R



w2 + c�1(�1 � d)
R



z2 � 2
R



wz (2.30)

On choisi � tel que :

c(�1 � d)�1 < �2 < b�1(�1 � a)

On a

�2 < b�1(�1 � a) ) �2
R



w2 < b�1(�1 � a)
R



w2

Et

c(�1 � d)�1 < �2 ) 1

�2
< c�1(�1 � d)

Donc
1

�2
R



z2 < c�1(�1 � d)
R



z2

Alors

�2
R



w2 +
1

�2
R



z2 < b�1(�1 � a)
R



w2 + c�1(�1 � d)
R



z2
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Par (2:30), on trouve :

b�1(�1 � a)
R



w2 + c�1(�1 � d)
R



z2 � �2
R



w2 +
1

�2
R



z2 < b�1(�1 � a)
R



w2 + c�1(�1 � d)
R



z2

Donc : w = z = 0:

D’où l’unicité de la solution.

Remarque 2.1 La condition (2:29) est satisfaite en particulier si f (resp g) dépend uniquement de u

(resp v) et décroissante pour u > 0 (resp v > 0)

Remarque 2.2 Si f(0; 0) = g(0; 0) = 0; le système (SSL) possède toujours la solution triviale u =

v = 0; le même pour (SSL) sous l’hypothèse (2:22): Donc des conditions f(0; 0) > 0; g(0; 0) > 0,

associées à (2:22) et (2:29) assurent l’existence et l’unicité d’une solution positive non triviale de (SSL)

2.5 Généralisation à un système de n équations

Nous utilisons la méthode de sous-sur solution, pour prouver l’existence de solutions pour le

système coopératif semi-linéaire à n équations.

Soit le système 8<: ��ui =
nP
j=1

aijuj + fi dans 


ui = 0 sur @

(S 0SL)

Hypothèses : on suppose que pour tout 1 � i � n il existe #i 2 L2(
); #i > 0; 9M > 0 tel que

(�1 � (A+MI)) est une M-matrice non singulière (2.31)

0 � fi(x; U) = fi(x; (u1; u2; :::; un)) �Mui + #i pour ui � 0 (2.32)

fi sont des fonctions Lipschitziennes (2.33)

Théorème 2.9 Le système (S 0SL) a aux moins une solution positive si les conditions (2:9); (2:31) �
(2:33) sont satisfaites

Où �1 est défini par la relation (2:13) et I la matrice d’identité.

Preuve. On ultilise la méthode de sous et sur solutions.
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Considérons maintenant le système :8><>:
(��+mI)ui = (m+ aii)ui +

nP
j 6=i

aijuj +Mui + #i dans 


ui = 0 sur @

(S 00SL)

Il résulte du théorème (2:4) que sous la condition (2:31) le système (S 00SL) a au moins une solution

positive

U0 = (u01; u
0
2; :::; u

0
n)

Par (2:32); U0 = (u01; u
0
2; :::; u

0
n) est une sur solution, (i.e)

��u0i � aiiu
0
i +

nP
j 6=i

aiju
0
j + fi(x; (u

0
1; u

0
2; :::; u

0
n)) dans 
; (2.34)

évidement par (2:32); U0 = (0; 0; :::; 0) est une sous solution, (i.e) :

��ui0 � aiiui0 +
nP
j 6=i

aijuj0 + fi(x; (u10; u20; :::; un0)) dans 
 (2.35)

On défini l’opérateur compact T tel que

T : [U0; U
0] �!

�
L2(
)

�n

T : U =

0BBBBB@
u1

u2
...

un

1CCCCCA 7�! V =

0BBBBB@
v1

v2
...

vn

1CCCCCA = TU (2.36)

Où V est la solution unique de système suivant :8><>:
(��+mI)vi = (m+ aii)ui +

nP
j 6=i

aijuj + fi(x; (u1; u2; :::; un)) dans 


vi = 0 sur @

(S�SL)

Où m � 0, m+ aii > 0:L’équation de système (S�SL) peut être réécrite comme

vi = (��+mI)�1

"
(m+ aii)ui +

nP
j 6=i

aijuj + fi(x; (u1; u2; :::; un))

#

Il résulte de (2:32) et par le cas scalaire que TU est bien défini

Nous prouvons maintenant que T est un opérateur continue et donc par (2:33) et par la compacité

des opérateurs (��+mI)�1; T est compact.

Soient (Uk)k2N des suites convergentes dans (L2(
))n : 8 1 � i � n; uik �! ui:
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On pose T (Uk) = Vk et T (U) = V

(��+mI)(vik � vi) = (m+ aii)(uik � ui)

+
nP
j 6=i

aij(ujk � uj) + fi(x; (u1k; u2k; :::; unk))� fi(x; (u1; u2; :::; un))

Nous multiplions chaque équation par (vik � vi) et intégrons sur 
, on obtient :R



(��+mI)(vik � vi)(vik � vi) = (m+ aii)
R



(uik � ui)(vik � vi)

+
nP
j 6=i

aij
R



(ujk � uj)(vik � vi)

+
R



[fi(x; (u1k; u2k; :::; unk))� fi(x; (u1; u2; :::; un))] (vik � vi)

Par l’inégalité de Cauchy Schwatz on obtient :

R



jr(vik � vi)j2 +m
R



jvik � vij2 = (m+ aii)

�R



(vik � vi)
2

� 1
2
�R



(uik � ui)
2

� 1
2

+
nP
j 6=i

aij

�R



(ujk � uj)
2

� 1
2
�R



(vik � vi)
2

� 1
2

+

�R



[fi(x; (u1k; u2k; :::; unk))� fi(x; (u1; u2; :::; un))]
2

� 1
2

�
�R



(vik � vi)
2

� 1
2

Alors

kvik � vik2m � kvik � vikL2(
)

264 (m+ aii) kuik � uikL2(
) +
nP
j 6=i

aij kujk � ujkL2(
)

+ kfi(x; (u1k; u2k; :::; unk))� fi(x; (u1; u2; :::; un))kL2(
)

375
Par (2:33)

kvik � vik2m � C
nP
j=1

kujk � ujkL2(
) �! 0 si k �! +1

[U0; U
0] est un intérvalle invariant par T : T ([U0; U0]) � [U0; U0]

Il résulte de (2:32) que 1 � i � n; fi(x; (u1; u2; :::; un)) � 0 pour tout ui � 0; donc pour U � U0 on

obtient "
(m+ aii)ui +

nP
j 6=i

aijuj + fi(x; (u1; u2; :::; un))

#
� 0

Puis appliquer le principe de maximum, on obtient

TU � U0 = (0; 0; :::; 0)
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Nous montrons que 0 � U � U0 implique que TU � U0:

Nous soustrayons (2:35) de l’équation de système (S�SL) :

(��+mI)(u0i � vi) = (m+ aii)(u
0
i � ui) +

nP
j 6=i

aij(u
0
j � uj) +Mu0i + #i � fi(x; (u1; u2; :::; un))

Bien sur

(m+ aii)(u
0
i � ui) +

nP
j 6=i

aij(u
0
j � uj) � 0

Par (2:32)

0 � fi(x; (u1; u2; :::; un)) �Mui + #i

Donc

(��+mI)(u0i � vi) � 0

Par le cas scalaire u0i � vi � 0; alors [U0; U0] est un intérvalle invariant par T

Puisque [U0; U0] est convex, borné et fermé dans (L2(
))n ; on peut appliquer le théorème de point

fixe de Schauder qui donne l’existence d’au moins une solution dans [U0; U0]

Pour prouver l’unicité, nous supposons qu’il existe une fonction concave

(u1; u2; :::; un) �! H(x; u1; u2; :::; un)

telle que

fi(x; (u1; u2; :::; un)) =
@H

@ui
(x; u1; u2; :::; un) (2.37)

Théorème 2.10 le système (S 0L) a une solution unique si les conditions (2; 3); (2:31)�(2:33) et (2:37)

sont satisfaites

Preuve. Si (�1I � (A+MI)) est une M-matrice non singulière, (�1I �A) est aussi une M-matrice

non singulière alors nous considérons une matrice diagonale D telle que (�1I�A)tD +D(�1I�A)
est définie positive

Supposons que U = (u1; u2; :::; un) et V = (v1; v2; :::; vn) sont solutions de (S 0L) ; on poseW = U�V
alors

��wi = aiiwi +
nP
j 6=i

aijwj +

�
@H

@ui
(u1; u2; :::; un)�

@H

@vi
(u1; u2; :::; un)

�
multipliant chaque équation par diwi et ajoutant les n équations, on obtient

i=nP
i=1

di
R



jrwij2 =
i=nP
i=1

diaii
R



w2i +
nP
j 6=i

diaij
R



wiwj +
i=nP
i=1

di
R



�
@H

@ui
(u1; u2; :::; un)�

@H

@vi
(u1; u2; :::; un)

�
wi

Par (2:37) on obtient :

i=nP
i=1

di(�1 � aii)
R



w2i �
nP
j 6=i

diaij
R



wiwj �
nP
j 6=i

diaij
R



w2i
R



w2j
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On pose X = (xi)1�i�n avec xi =
R



w2i ; on prend

X tD(�1I � A)X � 0

ou équivalent

X t((�1I � A)tD +D(�1I � A))X � 0

Donc (�1I � A)tD +D(�1I � A) est définie positive, ça suit X = 0 (wi = 0 8 1 � i � n)
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Chapitre 3

L’étude des systèmes elliptiques intervenant

le p-Laplacien

3.1 Le principe de maximum et l’existence d’une solution po-

sitive pour une seule équation

Dans cette partie par donner p > 1, nous étudions l’équation non-linéaire (SNL):(
��pu = � div(jrujp�2ru) = a p(u) + f dans 


u = 0 sur @

(SNL)

Où a est une constante, �pu = div(jrujp�2ru) ,  p(u) = juj
p�2 u et f 2 Lp�(
) avec

1

p
+
1

p0
= 1

On indique par '1 la fonction propre associée à la valeur propre �1(p;
) normalisée par :

k'1k = 1

Alors (
��p'1 = �1 p('1) = �1(p;
):'1

p�1; '1 > 0

'1 = 0 sur @

(3:1)

Rappelons que �1(p;
) est positive et simple, et par la caractérisation variationnelle de la pre-

mière valeur propre �1(p;
), on obtient :

�1 kukp � krukp (3.2)

Et l’inégalité est satisfait si et seulement si :

u = k'1 (3.3)
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3.1.1 Le principe de maximum

Nous prouvons le principe de maximum pour le p-Laplacien, qui est une extension naturelle de

celui où p = 2:

Nous nous intéressons à la forme suivante du principe de maximum, l’hypothèse f � 0 sur 


implique u � 0 pour toute solution u de (SNL)

Théorème 3.1 Pour f 2 Lp
0
(
), le principe de maximum est vérifié pour le système (SNL) si est

seulement si

a < �1(p;
)

Preuve. Supposons que a > �1(p;
) et �'1 � 0:
On a

�p'1 = ��1 p('1) = �a p('1) + f

Donc : f = (a � �) p('1) est non négative et jamais (�'1) satisfait (3:1) et aussi le principe de

maximum n’est pas satisfait.

Inversement :

Supposons que a < �1(p;
)

Multiplions l’équation de système (SNL) par u� et intégrons sur 
; on obtient :R



(��pu)u
� =

R



jrujp�2ruru� = a jujp�2 uu� +
R



fu�

Et comme u� = max(0;�u); alors

�
R



��ru���2 = �a ��u���p + R



fu�

et d’après (3:2)

�1


u�

p � a

��u���p � R



fu� � a
��u���p

Alors

(�1 � a)


u�

p � 0

Alors u� = 0; u � 0

3.1.2 L’existence et l’unicité de la solution

Nous établissons maintenant que la même condition a < �1(p;
) est aussi suffisante pour l’exis-

tence d’une solution positive de l’équation quasi-linéaire(
��pu = � div(jrujp�2ru) = a p(u) + f(x; u) dans 


u = 0 sur @

(S 0NL)
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Où

f est une fonction Carathéodory (3.4)

Il existe M > 0 et 0 � � < 1 satisfait la condition

0 � f(x; u) �M(1 + juj�(p�1))pour tout x 2 
 et u � 0 (3.5)

Corollaire 3.1 Si �1(p;
) > 
 > 0;il existe certains 
 � e
 tel que


 < �1(p; e
) < �1(p;
)

Il résulte de les propositions (1:1) et (1:2), qu’il existe un domaine e
 � 
 = 
 [ @
 tel que e�1 =
�1(p; e
) satisfait

a < e�1 = �1(p; e
) < �1(p;
) (3.6)

Si e'1 la fonction propre associée à e�1 et normalisée par ke'1k1 = 1, alors comme (S 0NL), e'1
satisfait : (

��pe'1 = e�1 p(e'1) = e�1(p; e
):e'1p�1; e'1 > 0 dans e
e'1 = 0 sur @e
 (3:7)

et elle sera borné sur e
 par le nombre positif :

� = inf
ne'1(x); x 2 e
o > 0 (3.8)

m et � sont des nombres donné satisfaisants

a+m > 0 (3.9)

(��)p�1(e�1 � a) �M(1 + juj�(p�1))

alors

(��)p�1 � (e�1 � a)�1M(1 + juj�(p�1)) (3.10)

On défini l’opérateur T par

T : u �! (��p +m p)
�1 �(a+m) p(u) + f(x; u)

�
(3.11)

T est bien défini en LP (
):

Théorème 3.2 Le système (S 0NL) a une solution positive faible sous les conditions (3:5) � (3:11), et

la proposition précédente et du corollaire (3:1) si

�1(p; e
) > a
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Preuve. Nous procédons en trois étapes :

1) Construction de sous -sur solution pour (S 0NL)

Soient (u0; u0) = (0; �e'1) sous-sur solution couplée.

En effet par (3:5) on a u0 = 0 est une sous solution de (S 0NL):

On prouve que u0 = �e'1 est une sur solution de (S 0NL); c’est-à-dire

��pu
0 � a p(u

0)� f(x; u0) � 0 (3.12)

Par (S 0NL); (3:5)� (3:10) et on obtient :

��pu
0 � a p(u

0)� f(x; u0) = ��p(�e'1)� a p(�e'1)� f(x; �e'1)
� e�1 p(�e'1)� a p(�e'1)�M(1 + juj�(p�1))
= (e�1 � a) p(�e'1)�M(1 + j�j�(p�1))
� (e�1 � a) p(��)�M(1 + j�j�(p�1))
= (e�1 � a) j��jp�1 �M(1 + j�j�(p�1))

Et on a par (3:10) on trouve

(e�1 � a)(��)p�1 �M(1 + j�j�(p�1)) � 0

2) L’opérateur T défini en (3:11) envoie l’intérvalle [0; �e'1] en lui même (i.e) :

T ([0; �e'1]) � [0; �e'1]
Pour prouver cela : soit u 2 [0; �e'1] et v = Tu ; de la monotonie du pseudo-Laplacien et par (3:8)

et (3:9); et comme (v � �e'1)+ = max(v � �e'1; 0) on obtient :�R



��p(v) +m p(v) + �p(�e'1)�m p(�e'1)� (v � �e'1)+
= m

R



�
 p(v)�  p(�e'1)� (v � �e'1)+

�
R



�
(a+m) p(u) + f(x; u)� (e�1 +m) p(�e'1)� � (v � �e'1)+

�
R



�
(a+m) p(u) +M(1 + j�j�(p�1))� (e�1 +m) p(�e'1)� (v � �e'1)+

De la monotonie de  p, on en déduit

v � �e'1
De même (ou par le principe de maximum) v � 0:
3) T est compact
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L’injection compact de W 1
0 (
) dans Lp(
) est compact.

Par conséquent, il résulte du théorème de points fixes de Schauder qu’il existe au moins une

solution positive.

De plus; u > 0 dans 
 et la dérivée normale est négative sur @


Pour montrer l’unicité, nous avons besoin d’une autre hypothèse :

u �! f(x; u)

up�1
est une fonction décroissante (3.13)

Supposons que u1 > 0; u2 > 0 sont deux solutions de (SNL), alors par (3:10) on obtientZ



�
��p(u1)

up�11

+
�p(u2)

up�12

�
(up1 � up2) =

Z



�
f(x; u1)

up�11

+
f(x; u2)

up�12

�
(up1 � up2)

Mais, par Diaz et Saa (voir [14])

=(u1; u2) =
Z



�
��p(u1)

up�11

+
�p(u2)

up�12

�
(up1 � up2) > 0; si u1 > 0; u2 > 0; u1 6= ku2

De sorte que nécessairement, k = 1; remplacement en (S 0NL), on trouve

k = 1; ou u1 = u2

3.2 Le principe de maximum et l’existence d’une solution po-

sitive pour le p-Laplacien

Soit le système 8<: ��pui =
nP
j=1

aij jujjp�2 uj + fi(x; u1; u2; : : : ; un) dans 


ui = 0 sur @

(SPL)

qui est peut aussi être écrit sous la forme :(
��pU = A p(U) + F dans 


U = 0 sur @

(S 0PL)

Où U (resp F ) désigne une matrice de colonne avec des éléments ui(resp fi);  p(U) une matrice

colonne avec des éléments  p(uj) = jujj
p�2 uj et A = (aij) 2Mn�n: Comme si-dessus, p > 1:

De plus, nous supposons que les coefficients aij sont constants et

aij � 0 pour i 6= j (3.14)

fi 2 LP
�
(
) (3.15)
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3.2.1 Le principe de maximum

Théorème 3.3 Le principe de maximum est vérifié pour le système (SPL) sous les conditions (3:14); (3:15)

si et seulement si la matrice carré (�1I � A) est une M-matrice non singulière avec �1 = �1(p;
)

Introduisons d’abord quelques notations et préliminaires techniques.

Pour 1 � k � n; nous désignons par Bk a la matrice obtenue en prenant les (n � k) dernières

lignes et colonnes hors de la matrice B = (�1I � A)

On dit qu’une matrice non singulière B = (bij) est une M-matrice si bij � 0 pour i 6= j; bii > 0 et

detBk > 0 pour 1 � k � n:

Lemme 3.1 Soit Bn = �I � A; supposons que tous les mineurs principaux d’ordre j � k extraits

de Bn sont positifs si detBk+1 < 0; alors pour tous Y 2 RK+1; Y > 0; la solution X 2 RK+1 de

l’équation Bk+1X = Y est négative

Lemme 3.2 Si Bn est une M-matrice non singulière, alors pour tous Y 2 Rn; Y � 0 (resp � 0), la

solution X 2 Rn de BnX = Y est non positive (resp non négative).

Preuve. de théorème (3:3)

1) La condition nécessaire :

Nous supposons que le principe de maximum est satisfait, on prouve par induction sur k que tous

les mineurs principaux d’ordre k extraits de Bn sont positifs. Il résulte du cas scalaire dans section

précédent que le résultat est valable pour k = 1:

Supposons maintenant qu’il satisfait pour k:

i) Si det Bk+1 < 0; on choisi Y 2 Rn avec les composants Yi = 1 pour 1 � i � k + 1; de Y et de

X 2 Rn avec les composants Xi; nous dérivons X 0 2 Rk+1 (resp Y 0 2 Rk+1) avec les composants

Xi (resp Yi), 1 � i � k + 1:

On peut choisi Xi = 0 pour k + 2 � i � n alors Bk+1X 0 = Y 0: Par lemme (1); Xi < 0 pour

1 � i � k + 1:

De plus on peut choisi Y tel que Y = BnX avec Yi � 0 pour 1 � i � n puisque le système est

coopératif.

Alors U =  p(X)� satisfait

��pU = �1X p(�) = (AX + Y ) p(U) = A p(U) + F

Avec F = Y  p(�) � 0 qui est en contradiction avec le principe de maximum.

ii) Si det Bk+1 = 0; nous considérons avec les mêmes notations que ci-dessus,X 0 tel queBk+1X 0 =

0:Comme det Bk 6= 0; Xk+1 6= 0 nous pouvons prendre Xk+1 = �1; alors BkX 0 � 0:
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Par lemme (1), Xi � 0; et nous contredisons le principe de maximum

Il résulte de (i) et (ii) que tous les principaux mineurs d’ordre k + 1 extraits de Bn sont positifs.

Par conséquent �I � A est une M-matrice non singulière.

2) La condition suffisante :

Soit U 2 (W 1
0 (
))

n satisfait (SPL) pour F � 0:
Multipliant l’équation de (SPL) par u�i et intégrant sur 
, on obtient :

R



(��pui)u
�
i =

nP
j=1

aij
R



jujjp�2 uju�i +
R



fiu
�
i

AlorsR



��ru�i ��p = �
nP
j=1

aij
R



jujjp�2 uju�i �
R



fiu
�
i

= �
nP
j=1

aij
R



��u+j ��p�2 (u+j � u�j )u
�
i �

R



fiu
�
i

= �
nP
j=1

aij
R



��u+j ��p�2 u+j u�i + nP
j=1

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i � R



fiu
�
i

= �aii
R



��u+i ��p�2 u+i u�i � nP
j 6=i

aij
R



��u+j ��p�2 u+j u�i + nP
j=1

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i � R



fiu
�
i

Et comme
R



��u+j ��p�2 u+j u�i = 0 et par (3:14)

R



��ru�i ��p = �
nP
j 6=i

aij
R



��u+j ��p�2 u+j u�i + nP
j=1

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i � R



fiu
�
i

�
nP
j=1

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i = aii
R



��u�i ��p + nP
j 6=i

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i
Par (3:2) et l’inégalité de Holder :

�1
R



��u�i ��p � aii
R



��u�i ��p + nP
j 6=i

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i
Alors

(�1 � aii)
R



��u�i ��p �
nP
j 6=i

aij
R



��u�j ��p�2 u�j u�i
�

nP
j 6=i

aij

 �R



��u�j ��p�2 u�j �p�
! 1

p� �R



��u�i ��p� 1
p

Comme
1

p0
+
1

p
= 1) p

0
=

p

p� 1

3.2. Le principe de maximum et l�existence d�une solution positive pour le p-Laplacien 55



Chapitre 3. L�étude des systèmes elliptiques intervenant le p-Laplacien

Alors

(�1 � aii)
R



��u�i ��p �
nP
j 6=i

aij

 �R



��u�j ��p�2 u�j � p
p�1
! 1

p0 �R



��u�i ��p� 1
p

�
nP
j 6=i

aij

�R



��u�j ��p� 1
p0
�R



��u�i ��p� 1
p

Si
R



��u�i ��p 6= 0, on obtient :

(�1 � aii)

�R



��u�i ��p��R



��u�i ��p��1
p

�
nP
j 6=i

aij

�R



��u�j ��p� 1
p0

Alors

(�1 � aii)

�R



��u�i ��p�1� 1
p

�
nP
j 6=i

aij

�R



��u�j ��p� 1
p0

Donc

(�1 � aii)

�R



��u�i ��p� 1
p0

�
nP
j 6=i

aij

�R



��u�j ��p� 1
p0

Donc la matrice colonne Z avec les éléments
�R



��u�i ��p� 1
p0

satisfait (�1I � A)Z = F où F � 0:

Comme (�1I � A) est une M-matrice non singulière et par lemme (2) cela implique que Z � 0 et

donc U � 0:

3.2.2 L’existence des solutions positives

Dans cette partie, nous démontrons l’existence de solutions faibles positives pour le système

(SPL):

fi(x; U); 1 � i � n sont des fonctions Carathéodory (3.16)

Et il existe M > 0 et 0 � � < 1 satisfaisant

0 < fi(x; U) �M(1 + juj�(p�1))N; pour tout x 2 
 et tout u � 0: (3.17)

Pour prouver le théorème de l’existence, nous utilisons le théorème de point fixe de Schauder.

Définition 3.1 Soit A = D + E où D est une matrice diagonal et E est une matrice de diagonal 0:

On dit que (U0; U0) 2
�
W 1;p
0 (
)

�2n
est une sous-sur solution de (SNL) si

U0 � U0 sur 
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Pour tout U 2
�
W 1;p
0 (
)

�n
; tel que U0 � U � U0; nous avons dans le sens de distribution

��pU0�D p(U0)�E p(U)�F (x; (U [U0)) � 0 � ��pU
0�D p(U0)�E p(U)�F (x; (U [U0))

(3.18)

U0 � 0 � U0 sur @


Où, pour tout U; V 2
�
W 1;p
0 (
)

�n
; la composante k de F (x; (U [ V )) est

F (x; (U [ V ))k = fk(x; u1; u2; : : : ; uk�1; vk; uk+1; : : : ; un):

Nous exigons maintenant

Théorème 3.4 Sous les hypothèses aij � 0 pour i 6= j et (�1I�A) est une M-matrice non singulière,

alors pour tout F 2 LP �(
);le système (SPL) admet une solution non négative

Preuve. Nous procédons en trois étapes :

1) Construction de sous-sur solution pour (SPL):Par hypothèse (�1I � A) est une M-matrice non

singulière, par conséquent

�1 > r

Où r est la plus grande valeur propre de A:Alors, nous utilisons les propositions (1:1) et (1:2); on

peut choisir e
 � 
 [ @
 = 
 tel que �1(p;
) > �1(p; e
) > r:

Donc

(�1(p; e
)I � A) est une M-matrice non singulière

Nous désignons par e'1 la fonction propre positive associée à �1(p; e
) normalisée : ke'1k = 1 et par

� sa limite inférieure sur 
:

On peut choisi 0 < Y <
M

�
(1 + j�j�(p�1))(1; 1; : : : ; 1) 2 Rn

La solution X 2 Rn de

(�1(p; e
)I � A)X = Y (3.19)

est positive par le lemme (3:2):

Soit U0 = 0 et U0 =  p(X)e'1:
Par (3:14); (3:17) et (3:19); pour tout U 2 [U0; U0] on obtient

��pU
0 �D p(U

0)� E p(U)� F (x; (U [ U0)) � ��pU
0 �D p(U

0)� E p(U)� �Y

� (�1(p; e
)I �D) p(U
0)� E p(U

0)

+E
�
 p(U

0)�  p(U
0)
�
� �Y

� (�1(p; e
)I � A) p(e'1)X � �Y � 0
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Par conséquent (U0; U0) satisfait (3:18):

2) Construction d’un ensemble invariant. En veut d’appliquer le théorème de point fixe de Schau-

der.

Soient � = [Lp(
)]n et K = [0; U0]

Considérons m > 0 tel que m+ aii > 0 pour tout 1 � i � n:

Ensuite, nous définissons l’opérateur non linéaire T : K �! � de la manière suivante : pour tout

U 2 K;V = TU est la solution unique du système(
��pV +m p(V ) = (mI + A) (U) + F (x; U) dans 


V = 0 sur @

(S 0NL)

En effet, l’existence et l’unicité pour la solution de (S 0PL) sont bien connues, de sorte que T est

bien défini, de plus pour tout 1 � i � n la composante Vi de V est dans W 1
0 (
) \ L1(
) est

positive

En outre

T (K) � K

Comme U 2 [0; U0] ; par (3:16); (3:18)

0 � ��pV +mI p(V )� (mI + A) p(U) + F (x; U) (3.20)

+�pU
0 �m p(U

0) + (mI +D) p(U
0) + E p(U) + �Y

� ��pV +�pU
0 +mI

�
 p(V )�  p(U

0)
�
� (mI +D)

�
 p(U)�  p(U

0)
�

+�Y � F (x; U)

� ��pV +�pU
0 +mI

�
 p(V )�  p(U

0)
�

Multiplions (3:20) par (V � U0)+ et intégrons sur 
; on obtient :R



�
 p(rV )�  p(rU0)

� �
r(V � U0)+

�
+m

R



�
 p(V )�  p(U

0)
� �
(V � U0)+

�
� 0

Comme  p est une fonction décroissante, (V � U0)+ = 0 et 0 � V � U0

3) T est complètement continue.

D’abord nous prouvons que T est compact

Soit (Uj) une suite bornée dans
�
LP (
)

�n
; par conséquent  p(Uj) est bornée dans

�
LP

0
(
)
�n

Multiplions l’équation de système (S 0NL) par Vj + TUj on obtient

R



jrVjjp +m
R



jVjjp =
R



(mI + A) p(Uj)Vj + F (x; Uj)Vj � C

�R



jVjjp
� 1
p

Donc, Vj est bornée dans (W 1;p(
))n et elle possède une sous-suite convergente dans (Lp(
))n
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Maintenant, nous prouvons la continuité.

Soit Uj �! U dans Lp(
); par théorème de la convergence dominé on obtient

F (x; Uj) �! F (x; U) dans (Lp
0
(
))n (3.21)

(mI + A) p(Uj) �! (mI + A) p(U) dans (Lp
�
(
))n (3.22)

Multiplions (3:20) par (Vj � V ) et intégrons sur 
 on obtientR



�
 p(rVj)�  p(rV )

�
[r(Vj � V )] +m

R



�
 p(Vj)�  p(V )

�
[(Vj � V )] (3.23)

=
R



(mI + A)
�
 p(Uj)�  p(U)

�
(Vj � V ) +

R



[F (x; Uj)� F (x; U)] (Vj � V )

Il résulte de (3:21); (3:22) que le coté droit de (3:23) tend vers zéro lorsque j tend vers +1
C’est bien connu que l’inégalité suivante satisfaite

8�; �0 2 Rn; j� � �0jp � C
�h
j�jp�2 � � j�0jp�2 �0

i
(� � �0)

��
2 �j�jp + j�0jp�1��

2 (3.24)

Où (
� = p si 1 � p � 2
� = 2 si p > 2:

Par (3:24) et l’inégalité de Holder, appliquée à la partie gauche de (3:24) on obtientR



[rVj �rV ]p +m
R



jVj � V jp �! 0 si j �! +1

Comme K est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de �, nous pouvons appliquer le théo-

rème de point fixe de Schauder et obtenir l’existence d’un point fixe de T qui donne l’existence

d’au moins une solution de (SPL):

.

3.2. Le principe de maximum et l�existence d�une solution positive pour le p-Laplacien 59



Chapitre 3. L�étude des systèmes elliptiques intervenant le p-Laplacien

Conclusion

Le chois des méthodes de résolutions des problèmes des équations différentielles partielle est

étroitement lié aux opérateurs démentielles et les contraintes imposées sur les non linéarités. Par

exemple les problèmes elliptiques linéaires sont résolubles par le lemme de Lax-Milgram, mais les

problèmes semi-linéaires exigent d’autres méthodes comme la méthode de comparaison ou les

théorèmes de points fixe du types différents.

Et la vérification du principe de maximum permet d’étudier l’unicité des solutions, et des proprié-

tés qualitatives comme la positivité des solutions.
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