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ܹ݁ۛݧ

اܳٴأڎ أ༡؇دي ሒᇃًިزو ࠍ੊ފࡗࡲ اܳྡྷފྟ٭۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟا دراݿ۰ ۰༡ޗݠو৙৑ا ۱ڍه ོྥٷ؇ول
(FV-٠)، ڣލٴ؇خ-ڣ٭ఈఃرز َިع ݆݁ اܳྡྷފྟ٭۰ ۰༚؇اܳݱ٭ ً؇ݿٺ༱ڎام ዻዧوذ ݁أڎوم، ඔ൹ݿٴ ذو
۱ڍا ዛኗڎف દઊఈ႙၍-ؗިردون. ᄭᄟأ؇دৎ৊ ඔ൹ݠ܋ٴٺஓ୾و ሌᇿو৙৑ا ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ۰༚؇ݬ٭ إ༟؇دة ሒሃو
اܳٺگܹ٭ڎل۰، દઊఈ႙၍-ؗިردون ᄭᄟ݁أ؇د إޗ؇ر ሒᇭ ل۰ ଫଃاܳٺڰފ ا৕৑ނ৖৑Ⴄၽت ۰੊݁أ؇ࠍ ሌᇿإ اܳأ݄ܭ
FV-٠ ዛዊ݁۠٭۰ ݆݁ ا৖৑ݿٺڰ؇دة ఈః༠ل ݆݁ ا৖৑ۋٺ݄؇ܳ٭۰، اൠശܳ؇ڣ۰ ۰ਃಸ؇෠ຬإ ༟ڎم ᄭᄟ؊݁ފ ً ༠؇ݬ۰
݁ྥފگً؇. اۋٺ݄؇ܳ٭ً؇ ّڰފଫଃاً وّިڣݠ واܳފ؇ܳٴ۰ اৎ৊ިۏٴ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ༡ߺࠊل ඔ൹ً ༃اܳިاࡵ اܳڰݱܭ ོྥ٭ں มฆܳا
-દઊఈ႙၍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ ሒᇃި݁٭ܹٺ؇ୖ୒ا اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ّگڎم ،ً৖৑أو ر྘ཬފ٭۰. أඹජاء ۰ٔఈఃٔ ሌᇿإ ۰༡ޗݠو৙৑ا ྾ཏگ਍ಾ
ݿިاء اܳݱڰݠي، ඔ൹اܳފٴ ذات ࠯࠵࠾ފ٭݄؇ت ڣލٴ؇خ-ڣ٭ఈఃرز ዛዊ݁۠٭۰ ๤ཇح ሒᇭ وّڰݱܭ ؗިردون
ሒᇃި݁۱؇ر ݁ڍࢻࣕب আॻ༟ FV-٠ ዛዊ݁۠٭۰ ّޚٴ٭ݑ لࡤࡲ ،ዻዧذ ًأڎ ࢻࣖوَ۬. أو اܳٺڰ؇༟ܭ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
اৎ৊ިۏ٭۰ واᄴᄟوال اܳޚ؇ڢ٭۰ ا৙৑ޗ٭؇ف اނٺگ؇ق لࡤࡲ ۋ٭ت اܳٴ٭ިن، ذرة আॻ༟و ม฀૭૙ ሒᇧިᆇᅒ
દઊఈ႙၍-ؗިردون ل۰ َޙݠ ؕ݁ ݁ٺިاڣگ۰ ༇຀؇ਐ಻ ّأޚ޶ FV-٠ ዛዊ݁۠٭۰ أن اܳٺ༲؇ܳ٭ܭ ّޙ۳ݠ اৎ৊ިاڣگ۰.
۰༡ޗݠو৙৑ا ّگڎم أଫଃ༠اً، واܳٺ٭؇ر. ا৖৑ۋٺ݄؇ل ൠശܳ؇ڣ۰ ڢިة ଫ଒أ܋ ّڰފଫଃاً ّگڎم ؇ዛዊܳـܝ اܳٺگܹ٭ڎل۰،
وଫଊّز اܳݱڰݠي، ඔ൹اܳފٴ ذات اܳྡྷފྟ٭۰ ࠯࠵࠾ފ٭݄؇ت ๤ཇود෠ຶݠ َިع ݆݁ ᄭᄥࢻࣖل ዛዊ݁۠٭۰ وّگُ؇رن
ࠍ৖৑؇੆ت ۰ොຬ๤ཡܳا ۰੊أ؇ࠍৎ৊؇ً ੯੩أਐಱ ڣ٭݄؇ ༡ڎود۱؇ ሌᇿإ ا৕৑ނ؇رة ؕ݁ ႟၍؇ލৎ৊ا ܳٴأݥ ؇ዛውڣأ؇ܳ٭
أن اᄴᄟراݿ۰ ۱ڍه ᄕცّޝ اৎ৊گ؇رن، واܳٺ༲ܹ٭ܭ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اࠍ੆ߺࠊل ఈః༠ل ݆݁ اৎ৊ݯ؇د. اࠍ੊ފࡗࡲ
اܳྡྷފྟ٭۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ ا৙৑َޙ۰݄ ܳިݬژ ሒᆶ؇ل ଩ଃڣ ปฃ݁أ وذا ؇ً࿌ިڢ إޗ؇راً ஓ஄ټܭ FV-٠ ዛዊ݁۠٭۰
اৎ৊أ؇د৖৑ت ྲྀྡྷ٭۰ ۋިل ༥ڎࢴࣖة رؤى ༇຀؇اܳٷٺ وّިڣݠ اܳݱڰݠي. ඔ൹اܳފٴ ذات ይዧٴިزوَ؇ت
ᄭᄥ݄ٺො੼ وّޚٴ٭گ؇ت ّأگ٭ڎاً ଫ଒أ܋ أَޙ۰݄ ۋިل ݁ފٺگٴܹ٭۰ ොຳ৙৑؇ث آڣ؇ڢً؇ وّڰٺں اܳྡྷފྟ٭۰ اৎ৊ިۏ٭۰

اᆇᅀܳި݁٭۰. واৎ৊أߺࠊ݁؇ت اܳأ؇ܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ؇ت ل؇ء ଩ଃڣ ሒᇭ
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Abstract

This memory investigates the relativistic quantum dynamics of a one-dimensional spin-0 bosonic
particle using the Feshbach-Villars (FV-0) formalism, a first-order two-component reformulation of the
Klein-Gordon equation. The work aims to address the interpretational challenges of the standard Klein-
Gordon framework—particularly the issue of non-positive-definite probability density—by leveraging
the FV-0 approach, which enables a clear separation of positive and negative energy solutions and
provides a consistent probabilistic interpretation.

The memory is structured in three main parts. First, it presents the Hamiltonian representation of
the Klein-Gordon equation and details the Feshbach-Villars formalism for spin-0 particles, both with
and without interactions. Next, it applies the FV-0 formalism to the relativistic quantum harmonic
oscillator and the pion atom, deriving the corresponding energy spectra and wave functions. The
analysis demonstrates that the FV-0 formalism yields results consistent with the standard Klein-Gordon
theory but offers a more robust interpretation of probability density and current. Finally, the thesis
introduces and compares an alternative, Schrödinger-type approach for relativistic spin-0 particles,
showing its effectiveness for certain problems while highlighting its limitations regarding the explicit
treatment of antiparticle states.

Through analytical solutions and comparative analysis, this work confirms the FV-0 formalism as
a powerful and physically meaningful framework for describing relativistic quantum systems of spin-0
bosons. The results provide new insights into the structure of relativistic wave equations and open
perspectives for further research on more complex systems and potential applications in high-energy
and quantum information physics.
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Résumé

Ce mémoire étudie la dynamique quantique relativiste d’une particule bosonique de spin zéro en
une dimension à l’aide du formalisme de Feshbach-Villars (FV-0), une reformulation à deux compo-
santes et du premier ordre de l’équation de Klein-Gordon. Ce travail vise à résoudre les difficultés
d’interprétation du cadre standard de Klein-Gordon, notamment la question de la densité de probabi-
lité non définie positive, en exploitant l’approche FV-0 qui permet une séparation claire des solutions
à énergie positive et négative et offre une interprétation probabiliste cohérente.

Le mémoire est structuré en trois parties principales. D’abord la représentation hamiltonienne
de l’équation de Klein-Gordon et détaille le formalisme de Feshbach-Villars pour les particules de
spin zéro, avec ou sans interaction. Ensuite, il applique le formalisme FV-0 à l’oscillateur harmonique
quantique relativiste et à l’atome pionique, en obtenant les spectres d’énergie et les fonctions d’onde
correspondants. L’analyse montre que le formalisme FV-0 fournit des résultats compatibles avec la
théorie standard de Klein-Gordon, tout en proposant une interprétation plus robuste de la densité et
du courant de probabilité. Enfin, le mémoire introduit et compare une approche alternative de type
Schrödinger pour les particules relativistes de spin zéro, mettant en évidence son efficacité pour certains
problèmes tout en soulignant ses limites concernant le traitement explicite des états d’antiparticules.

À travers des solutions analytiques et une analyse comparative, ce travail confirme que le formalisme
FV-0 constitue un cadre puissant et physiquement pertinent pour la description des systèmes quantiques
relativistes de bosons de spin zéro. Les résultats obtenus offrent un nouvel éclairage sur la structure des
équations d’onde relativistes et ouvrent des perspectives pour des recherches futures sur des systèmes
plus complexes et des applications potentielles en physique des hautes énergies et en information
quantique.
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Introduction
La mécanique quantique relativiste vise à décrire les particules à des vitesses proches de celle de la
lumière. Pour les particules de spin zéro, l’équation de référence est l’équation de Klein-Gordon.
Cependant, cette équation pose des difficultés d’interprétation, notamment parce que la densité de
probabilité qu’elle définit n’est pas toujours positive, ce qui rend problématique son interprétation
comme une vraie probabilité de présence. Pour pallier cette limite, le formalisme de Feshbach-Villars
(FV) reformule l’équation de Klein-Gordon sous une forme à deux composantes, séparant explicitement
les solutions à énergie positive et négative, et permettant d’obtenir une densité de probabilité mieux
définie et compatible avec les principes de la mécanique quantique.

Ce formalisme met aussi en lumière la symétrie de charge et la dualité particule-antiparticule, ce qui
est fondamental pour comprendre des phénomènes comme le paradoxe de Klein, où la création de paires
particule-antiparticule devient possible en présence de potentiels très élevés. En outre, la structure
à deux composantes rapproche le traitement mathématique de celui de l’équation de Schrödinger,
facilitant l’utilisation de méthodes familières de la mécanique quantique non relativiste pour aborder
des problèmes relativistes.

Outre la reformulation de l’équation de Klein-Gordon via le formalisme de Feshbach-Villars, ce
mémoire propose également une seconde approche basée sur un formalisme de type Schrödinger spé-
cifiquement adapté aux particules de spin zéro en mécanique quantique relativiste. Cette méthode
alternative, présentée dans le chapitre 1 et développée au chapitre 3, consiste à exploiter la struc-
ture de l’équation de Schrödinger tout en incorporant les corrections relativistes issues de la relation
énergie-impulsion de la relativité restreinte.

Dans ce cadre, l’équation d’onde relativiste est construite à partir d’un Hamiltonien effectif, obtenu
en isolant l’énergie dans la relation fondamentale E2−p2c2 = m2c4 et en tenant compte de l’influence
d’un potentiel extérieur. L’équation obtenue prend la forme :

ih̄
∂

∂τ
ψ(r, τ) =

[
− h̄2

2m
∇2 + Veff

]
ψ(r, τ)

où le temps propre τ est relié au temps coordonné par dt = γdτ , et où le potentiel effectif Veff contient
les corrections relativistes. Cette formulation présente l’avantage de conserver une densité de prob-
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abilité toujours positive, facilitant ainsi son interprétation physique et la conservation du courant de
probabilité. L’approche de type Schrödinger permet d’aborder des problèmes standards de mécanique
quantique relativiste (oscillateur harmonique relativiste, atome pionique, potentiel de marche) en util-
isant des outils familiers de la mécanique quantique non relativiste, tout en assurant la cohérence avec
la théorie de Klein-Gordon. Elle se distingue notamment par sa simplicité d’application et sa capacité
à fournir des solutions analytiques pour des systèmes complexes, tout en évitant les difficultés liées à
la non-positivité de la densité de probabilité dans la formulation standard de Klein-Gordon.

En intégrant cette seconde approche, le mémoire offre ainsi une vision comparative et complémen-
taire des différentes formulations de l’équation de Klein-Gordon pour les particules de spin zéro, et met
en lumière les avantages conceptuels et pratiques de chaque méthode dans la résolution de problèmes
quantiques relativistes.

Le mémoire vise à étudier l’oscillateur harmonique relativiste unidimensionnel pour une particule
de spin zéro à travers le formalisme de Feshbach-Villars (FV-0). Les objectifs sont :

• Établir la forme hamiltonienne de l’équation de Klein-Gordon et expliciter la structure à deux
composantes du formalisme FV, en détaillant comment la séparation des solutions à énergie
positive et négative permet d’interpréter correctement la densité de probabilité et le courant
associés à la fonction d’onde.

• Appliquer le formalisme FV à l’oscillateur harmonique relativiste unidimensionnel, en dérivant
le spectre d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes. Cette analyse permet de comparer
le spectre obtenu à celui de l’oscillateur harmonique quantique classique et de mettre en évidence
les corrections relativistes apportées par la théorie.

• Étendre l’étude au cas de l’atome pionique, un système où un pion (particule de spin zéro) est
lié à un noyau atomique par une interaction coulombienne. Ce système est un modèle idéal
pour tester l’impact des effets relativistes et quantiques sur les niveaux d’énergie et les fonctions
d’onde, et pour comparer les résultats obtenus avec ceux de la théorie de Klein-Gordon standard.

• Comparer les résultats issus du formalisme FV avec ceux obtenus par d’autres méthodes, no-
tamment le formalisme de type Schrödinger, afin de discuter les avantages, les limites et les
implications physiques de chaque approche pour la description des systèmes quantiques rela-
tivistes de spin zéro.

Le mémoire est structuré en trois grands chapitres, chacun abordant un aspect clé de la problématique
:

Chapitre 1, présente la formulation hamiltonienne de l’équation de Klein-Gordon, introduit le
formalisme FV pour les particules de spin zéro, et expose le formalisme de type Schrödinger pour
Mouhammdi, Zerfaoui – 2 – ˝˟ǔРي , زرƮǙوي



la dynamique quantique relativiste. Ce chapitre détaille la structure mathématique des équations, la
définition des densités de probabilité et de courant, ainsi que la formalisation lagrangienne adaptée à
la mécanique quantique relativiste.

Chapitre 2 : Applique le formalisme FV-0 à l’oscillateur harmonique relativiste unidimensionnel,
en explicitant les équations différentielles, les conditions de quantification et le spectre d’énergie. Ce
chapitre traite aussi le cas de l’atome pionique, en développant la résolution des équations radiales et
l’obtention des niveaux d’énergie, tout en discutant la question de la densité de probabilité et de sa
positivité.

Chapitre 3 Présente une approche alternative basée sur l’équation de Schrödinger relativiste, en
appliquant cette méthode à des problèmes classiques comme le potentiel de marche unidimensionnel et
l’atome pionique. Ce chapitre permet de mettre en perspective les résultats obtenus avec le formalisme
FV et d’en discuter la cohérence et la portée physique.

La conclusion du mémoire synthétise les résultats obtenus, en soulignant que le formalisme de
Feshbach-Villars permet d’obtenir une description cohérente et physiquement interprétable des sys-
tèmes quantiques relativistes de spin zéro. Il offre une alternative robuste à la théorie de Klein-Gordon,
notamment pour l’interprétation de la densité de probabilité et l’analyse des phénomènes où la dis-
tinction entre particule et antiparticule est essentielle. Le mémoire ouvre également des perspectives
pour des recherches futures, comme l’application du formalisme FV à d’autres systèmes (potentiels plus
complexes, dimensions supérieures, effets de champ magnétique, etc.) et l’étude des implications en
information quantique (paramètres de Fisher et d’entropie de Shannon).
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Chapitre 1
Forme hamiltonienne de l’équation de
Klein-Gordon
1.1 L’équation de Klein-Gordon

Nous commençons par étudier la relation entre l’énergie et la quantité de mouvement pour des
particules libres à l’aide de la mécanique relativiste [1–7] :

E2 = c2p2 +m2c4 (1.1)
En utilisant la relation de correspondance :

E → ih̄
∂

∂t
, p→ −ih̄∇ (1.2)

où ∇ est l’opérateur nabla, défini comme :
∇ =

∂

∂x
+

∂

∂y
+

∂

∂z
(1.3)

En substituant ces correspondances dans l’équation (1.1), on obtient :

−h̄2 ∂
2

∂t2
= −h̄2c2∇2 +m2c4 (1.4)

En multipliant cette équation par la fonction d’ondeΨ(r, t), nous arrivons à l’équation de Klein-Gordon
(K-G) pour les particules relativistes de spin 0 :

−h̄2∂
2ψ(r, t)

∂t2
=
(
−c2h̄2∇2 +m2c4

)
ψ(r, t) (1.5)

où ∇2 = ∆ représente le laplacien, défini par :

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(1.6)

4



L’équation de Klein-Gordon

Les unités naturelles sont choisies de sorte que les constantes fondamentales, telles que la constante
de Planck et la vitesse de la lumière, soient égales à 1. Ces unités sont particulièrement utiles dans
les systèmes physiques qui combinent relativité et quantification. Dans ces unités, l’équation (1.5) se
simplifie ainsi :

−∂
2ψ(r, t)

∂t2
=
(
−∇2 +m2

)
ψ(r, t) (1.7)

L’équation de Klein-Gordon pour les particules relativistes de spin 0 peut alors s’écrire :(
∂2

∂t2
−∆+m2

)
ψ(r, t) = 0 (1.8)

ou encore : (
□+m2

)
ψ(r, t) = 0 (1.9)

où
□ =

∂2

∂t2
−∆ (1.10)

C’est l’opérateur d’Alembert, également noté :
□ = gµν∂µ∂ν (1.11)

Dans un espace unidimensionnel, l’équation de Klein-Gordon devient :(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
+m2

)
ψ(r, t) = 0 (1.12)

Il est possible de calculer la densité de probabilité et la densité de courant de la manière suivante :

ρ(r, t) =
i

2m

(
ψ∗∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)
(1.13)

J(r, t) =
i

2m
(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ) (1.14)

Pour déterminer la densité de probabilité et la densité de courant à partir de l’équation de Klein-
Gordon, nous partons de l’équation (1.14) de Klein-Gordon pour des particules sans spin, dans les
unités naturelles (h̄ = c = 1) : (

□+m2
)
Ψ = 0 (1.15)

Pour la démonstration, nous avons besoin de l’équation de Klein-Gordon et de son conjugué complexe :
(
□+m2

)
ψ = 0 (1.16)

(
□+m2

)
ψ∗ = 0 (1.17)
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L’équation de Klein-Gordon

Nous multiplions la première équation par ψ∗ et la seconde par ψ, puis nous soustrayons la seconde
de la première :

ψ∗ (□+m2
)
ψ − ψ

(
□+m2

)
ψ∗ = 0 (1.18)

Ce qui donne :
ψ∗□ψ +m2ψ∗ψ − ψ□ψ∗ −m2ψψ∗ = 0 (1.19)

Les termes de masse m2 se simplifient, d’où :
ψ∗□ψ − ψ□ψ∗ = 0 (1.20)

En développant □, on obtient :

ψ∗
(
∂2ψ

∂t2
−∇2ψ

)
− ψ

(
∂2ψ∗

∂t2
−∇2ψ∗

)
= 0 (1.21)

Ce qui s’écrit :
ψ∗∂

2ψ

∂t2
− ψ

∂2ψ∗

∂t2
− ψ∗∇2ψ + ψ∇2ψ∗ = 0 (1.22)

En réorganisant les termes :

ψ∗∂
2ψ

∂t2
− ψ

∂2ψ∗

∂t2
= ∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (1.23)

On reconnaît que le membre de droite est une divergence :
∂

∂t

(
ψ∗∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)
= ∇ · (ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (1.24)

On définit alors :
ρ =

i

2m

(
ψ∗∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)
(1.25)

J =
i

2m
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (1.26)

En utilisant ces définitions, on obtient l’équation de continuité :
∂ρ

∂t
+∇ · J = 0 (1.27)

Cette équation exprime le principe de conservation de la probabilité, où ρ est la densité de probabilité
et J la densité de courant associée à la fonction d’onde ψ.
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Formalisme de Feshbach-Villars pour les particules de spin 0

1.2 Formalisme de Feshbach-Villars pour les particules de spin
0

Le formalisme de Feshbach-Villars (FV) constitue une reformulation puissante de l’équation de
Klein-Gordon pour les particules de spin 0. Il permet de traiter de manière explicite la structure
particule-antiparticule de la théorie relativiste et facilite la séparation des solutions à énergie positive et
négative. Ce formalisme met en avant la symétrie fondamentale de charge et fournit une interprétation
plus claire de la densité de probabilité et du courant associés à la fonction d’onde. L’approche FV est
particulièrement utile pour l’analyse de phénomènes relativistes tels que le paradoxe de Klein, où la
création de paires particule-antiparticule devient possible en présence de potentiels élevés. En outre,
la structure à deux composantes de la fonction d’onde permet de relier naturellement les propriétés
de charge et de normalisation des états propres, tout en conservant la cohérence avec la physique
relativiste [8–13].

1.2.1 Sans interaction
En l’absence d’interaction, l’équation de Klein-Gordon peut être reformulée sous forme hamilto-

nienne en décomposant ψ de la manière suivante (1.27) :
ψ = φ+ χ (1.28)(

i
∂

∂t
− V

)
ψ = m (φ− χ) (1.29)

Les deux composantes φ et χ s’expriment alors comme :

φ =
1

2

[(
1− V

m

)
ψ +

i

m

∂

∂t
ψ

]
(1.30)

χ =
1

2

[(
1 +

V

m

)
ψ − i

m

∂

∂t
ψ

]
(1.31)

Lorsque φ et χ sont insérés dans l’équation de Klein-Gordon, on obtient :(
i
∂

∂t
− V

)
(φ+ χ) = m (φ− χ) (1.32)

(
i
∂

∂t
− V

)
(φ− χ) =

[
P 2

m
+m

]
(φ+ χ) (1.33)

En réarrangeant ces équations, on obtient un système exprimé sous forme de dérivées temporelles du
premier ordre :

i
∂φ

∂t
=
P 2

2m
(φ− χ) + (m+ V )φ (1.34)
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Formalisme de Feshbach-Villars pour les particules de spin 0

i
∂χ

∂t
= − p2

2m
(φ+ χ)− (m− V )χ (1.35)

Ces équations, connues sous le nom d’équations de Feshbach-Villars pour les particules de spin 0 (FV-0),
mettent en évidence une structure hamiltonienne accentuée avec un vecteur à deux composantes :

ψ =

(
φ

χ

)
(1.36)

L’équation (1.36) prend alors la forme suivante :

HFV 0 = (τ3 + iτ2)
p2

2m
+ τ3m+ V (1.37)

où τi (i = 1, 2, 3) représentent les matrices de Pauli usuelles 2× 2 :

τ1 =

(
0 1

1 0

)
, τ2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ3 =

(
1 0

0 −1

)
(1.38)

Finalement, la densité de probabilité et le courant s’écrivent :
ρ(r, t) = φφ∗ − χχ∗ = ψτ3ψ

† (1.39)
J(r, t) =

i

2m
(ψ∗τ3(τ3 + iτ2)∇ψ − (∇ψ∗)τ3(τ3 + iτ2)ψ) (1.40)

1.2.2 Avec interaction
Dans le cas d’une particule de spin 0 évoluant dans l’espace-temps de Minkowski, l’équation de

Klein-Gordon covariante pour un champ scalaire massif Φ de masse m > 0 s’écrit :
(
ηµνDµDν +m2

)
ψ(x, t) = 0 (1.41)

où la dérivée covariante à couplage minimal est Dµ = −i(Pµ − eAµ), avec Pµ = (E,−P ) et Aµ =

(A0, A).
L’équation peut être reformulée sous forme hamiltonienne, analogue à une équation de Schrödinger :

Hψ(x, t) = i
∂

∂t
ψ(x, t) (1.42)

L’Hamiltonien H est défini via la linéarisation de Feshbach-Villars :
ψ(x, t) =

(
φ(x, t)

χ(x, t)

)
=

1√
2

(
1 + i

m
D

1− i
m
D

)
ψ(x, t) (1.43)
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Formalisme de Feshbach-Villars pour les particules de spin 0

avec D = ∂
∂t
+ ieA0(x). Les composantes sont alors :

φ =
1

2m

[
m+ i

∂

∂t
− eA0

]
ψ (1.44)

χ =
1

2m

[
m− i

∂

∂t
− eA0

]
ψ (1.45)

L’équation (1.41) devient : [
i
∂

∂t
− eA0

]
(φ+ χ) = m(φ− χ) (1.46)[

i
∂

∂t
− eA0

]
(φ+ χ) =

[
(Pi − eAi)

2

m
+m

]
(φ+ χ) (1.47)

En combinant ces équations, on obtient un système différentiel couplé du premier ordre :

i
∂φ

∂t
=

1

2m

(
1

i
∇− eA

)2

(φ+ χ) + (eV0 +m)φ (1.48)

i
∂χ

∂t
= − 1

2m

(
1

i
∇− eA

)2

(φ+ χ) + (eV0 +m)χ (1.49)
L’Hamiltonien FV pour une particule scalaire sous interaction électromagnétique est alors :

HFV = (τ3 + iτ2)
(Pi − eAi)

2

2m
+mτ3 + eA0(x) (1.50)

Cet Hamiltonien respecte la généralisation hermitienne :
HFV = τ3H†

FV τ3, H†
FV = τ3HFV τ3 (1.51)

Pour une particule libre (Aµ = 0), l’Hamiltonien se réduit à :

H0 = (τ3 + iτ2)
P 2

2m
+mτ3 (1.52)

Les solutions stationnaires de l’Hamiltonien libre correspondent à :
H0ψ(x) = Eψ(x) (1.53)

La densité de probabilité et le courant sont donnés par :
ρ(r, t) = φφ∗ − χχ∗ = ψτ3ψ

† (1.54)
J(r, t) =

i

2m
(ψ∗τ3(τ3 + iτ2)∇ψ − (∇ψ∗)τ3(τ3 + iτ2)ψ)−

e

m
Aψ∗τ3(τ3 + iτ2)ψ (1.55)
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Formalisme de type Schrödinger pour les particules de spin zéro en théorie quantique relativiste

1.3 Formalisme de type Schrödinger pour les particules de spin
zéro en théorie quantique relativiste

En théorie quantique relativiste, l’équation de Dirac constitue le cadre fondamental pour la descrip-
tion des particules de spin 1/2, tandis que l’équation de Klein-Gordon s’applique aux particules de spin
zéro. Cette section introduit un formalisme de type Schrödinger spécifiquement adapté à la dynamique
quantique relativiste des particules de spin zéro. Il est démontré que cette approche offre une méthode
simple et intuitive pour traiter les problèmes quantiques relativistes, en s’inspirant de la méthodologie
de l’équation d’onde de Schrödinger et de la formulation conventionnelle de Klein-Gordon, tout en
mettant en évidence leurs spécificités et domaines d’application respectifs [14–16].

1.3.1 Formalisme de type Schrödinger pour la théorie quantique relativiste
Selon la relativité restreinte, l’énergie totale E et l’impulsion p d’une particule libre sont données

par :
E = γmc2, p = γmv (1.56)

où m est la masse au repos, c la vitesse de la lumière, et γ = (1− v2/c2)−1/2 le facteur de Lorentz. La
relation énergie-impulsion s’écrit alors :

E2 − p2c2 = m2c4 (1.57)
On en déduit :

Heff =
p2

2m
(1.58)

En définissant :
Heff ≡ E2 −m2c4

2mc2
(1.59)

le Hamiltonien effectif pour une particule libre est :
Heff =

1

2
mu2, avec u = γv (1.60)

Pour obtenir l’équation d’onde du système, on remplace les grandeurs classiques par leurs opérateurs
quantiques :

p→ ih̄∇, Heff → ih̄
∂

∂τ
(1.61)

et l’équation opératorielle s’applique à la fonction d’onde ψ(r, τ), ce qui donne :

ih̄
∂

∂τ
ψ(r, τ) = − h̄2

2m
∇2ψ(r, τ) (1.62)
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Formalisme de type Schrödinger pour les particules de spin zéro en théorie quantique relativiste

Ici, τ représente le temps propre, relié au temps coordonné t par t = γτ . L’équation d’onde de type
Schrödinger (1.62) admet une solution plane :

ψ(r, τ) = A exp
[
− i
h̄
(Heffτ − p · r)

]
(1.63)

Grâce à la linéarité de l’équation, un paquet d’ondes planes de la forme

ψ(r, τ) = (2πh̄)−3/2

∫
A(p) exp

[
− i
h̄
(Heff (p)τ ∓ p · r)

]
d3p (1.64)

est également solution. Pour généraliser, considérons une particule relativiste dans un potentiel V (r).
Selon la relativité restreinte :

(E − V )2 − p2c2 = m2c4 (1.65)
En reformulant (1.59) et en utilisant (1.65), on obtient :

Heff =
p2

2m
+ Veff , Veff =

2EV − V 2

2mc2
(1.66)

Ici, Heff représente la somme de l’énergie cinétique relativiste et de l’énergie potentielle effective. En
appliquant les substitutions opératorielle à ψ(r, τ), on obtient l’équation d’onde de type Schrödinger :

ih̄
∂

∂τ
ψ(r, τ) =

(
− h̄2

2m
∇2 + Veff

)
ψ(r, τ) (1.67)

Comme en mécanique quantique non relativiste, la densité de probabilité est :
ϱ = ψ∗(r, τ)ψ(r, τ) (1.68)

et elle satisfait l’équation de continuité :
∂

∂τ
ϱ+∇ · J = 0 (1.69)

avec
J =

h̄

2mi
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (1.70)

La densité de probabilité est positive et sa conservation est assurée par l’équation de continuité.
Si ψ(r, τ) est normalisée, l’espérance d’un opérateur dynamique Ô s’écrit :

⟨O⟩ =
∫
ψ∗(r, t)Ôψ(r, t)d3r, Ô = O(r,−ih̄∇) (1.71)

Le taux de variation de l’espérance du vecteur position donne :
d⟨r⟩
dτ

=
⟨p⟩
m

(1.72)
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Formalisme de type Schrödinger pour les particules de spin zéro en théorie quantique relativiste

ce qui correspond à la version quantique de la relation classique p = γmv.
Dans la théorie de Klein-Gordon, pour une particule libre de spin 0, l’Hamiltonien sous forme de

Schrödinger est :
Ĥ = (σ̂3 + iσ̂2)

p̂2

2m
+mc2σ̂3 (1.73)

où σ̂2 et σ̂3 sont des matrices de Pauli :

σ̂1 =

(
0 1

1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0

0 −1

)
(1.74)

L’opérateur vitesse pour une particule libre de spin 0 s’écrit :
dr̂

dt
=

1

ih̄
[r̂, Ĥ] = (σ̂3 + iσ̂2)

p̂

m
(1.75)

Les valeurs propres de σ̂3 + iσ̂2 étant nulles, la valeur moyenne de la vitesse est donc toujours nulle.
L’opérateur de position est défini par :

r̂(t) = r̂(0) +
p̂

H
t+

e2iHt − 1

2iH

(
V̂ (0)− p̂

H

)
(1.76)

Le dernier terme décrit le phénomène de “Zitterbewegung”, une oscillation rapide même sans interac-
tion externe.

La théorie de Klein-Gordon ne satisfait pas pleinement le théorème d’Ehrenfest, contrairement au
formalisme de type Schrödinger présenté ici. Pour une particule de charge e dans un champ électro-
magnétique externe, la relation énergie-impulsion relativiste devient :

(E − eΦ)2 − (p− e

c
A)2c2 = m2c4 (1.77)

où P = p− e
c
A est l’impulsion généralisée, Φ(r, t) le potentiel scalaire et A(r, t) le potentiel vecteur.

Cette équation se reformule :

Heff =
(P − e

c
A)2

2m
+ Veff , Veff =

2EV − V 2

2mc2
, V = eφ (1.78)

L’équation d’onde correspondante est :

ih̄
∂

∂τ
ψ(r, τ) =

[
(−ih̄∇− e

c
A)2

2m
+ Veff

]
ψ(r, τ) (1.79)

Cette équation conserve sa forme dans tous les référentiels inertiels grâce à la covariance de Lorentz
de la relation énergie-impulsion.
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1.4 Formalisation Lagrangienne d’une équation d’onde relativiste
de type Schrödinger

1.4.1 Formalisme Lagrangien relativiste
Considérons le lagrangien L(x, x′) d’une particule relativiste, où x′ est la dérivée de x par rapport

au temps scalaire ξ, relié au temps coordonné par dt = σdξ.
Selon le principe de Hamilton , la variation d’action s’écrit :

δ

∫ 2

1

L(x, x′)dξ = 0 (1.80)
En introduisant une variation infinitésimale du chemin, on obtient :

δxj(ξ), δx′j =
d

dξ
(δxj) (1.81)

Après intégration par parties et application des conditions aux limites (Dirichlet homogènes), on arrive
à :

∂L

∂xj
− d

dξ

(
∂L

∂x′j

)
= 0 (1.82)

Soit, en termes d’impulsion canonique pcj = ∂L
∂x′

j
:

ṗcj =
∂L

∂xj
(1.83)

Le Hamiltonien H s’obtient par transformation de Legendre :
H(xj, p

c
j) =

∑
j

pcjx
′
j − L(xj, x

′
j) (1.84)

Sa différentielle totale est :
dH =

∑
j

(
∂H

∂xj
dxj +

∂H

∂pcj
dpcj

)
(1.85)

Les équations du mouvement prennent alors la forme hamiltonienne :
dxj
dξ

=
∂H

∂pcj
,

dpcj
dξ

= −∂H
∂xj

(1.86)

La dérivation temporelle d’une fonction arbitraireM(xj, p
c
j) s’exprime à l’aide du crochet de Poisson :

dM

dt
= {M,H} (1.87)
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avec
{M,N} =

∑
j

(
∂M

∂xj

∂N

∂pcj
− ∂M

∂pcj

∂N

∂xj

)
(1.88)

Les équations hamiltoniennes du mouvement s’écrivent donc :
dxj
dξ

= {xj, H},
dpcj
dξ

= {pcj, H} (1.89)

1.4.2 Application a une particule de spin-0
Considérons une particule évoluant dans un champ de potentiel scalaire de Lorentz S(x, t). Bien

que la signification physique précise de ce potentiel ne soit pas complètement établie, il est généralement
admis qu’il se couple à la masse au repos de la particule, ce qui conduit à la relation énergie-impulsion
relativiste suivante   :

E2 − p2c2 =

(
m+

S(x, t)

c2

)2

c4 (1.90)
Dans ce cadre, l’énergie totale de la particule s’exprime  :

E = γ

(
m+

S(x, t)

c2

)
c2 (1.91)

et l’impulsion relativiste  :
p = γ

(
m+

S(x, t)

c2

)
v (1.92)

Conformément à la littérature, nous limitons ici l’analyse aux potentiels scalaires de Lorentz ne dé-
pendant que de la position. Cette hypothèse permet d’obtenir l’équation du mouvement en dérivant
temporellement la relation fondamentale (1.90), tout en considérant la conservation de l’énergie totale
E. On obtient alors  :

γ2
(
m+

S(x)

c2

)
dv

dt
= −∇S(x) (1.93)

En adoptant une approche analogue à la mécanique lagrangienne relativiste classique, où le temps
propre est utilisé comme paramètre d’évolution (8), nous introduisons un lagrangien L(x, x̊) pour une
particule relativiste soumise à un potentiel scalaire de Lorentz.

Dans ce contexte, un temps redimensionné t est utilisé comme paramètre d’évolution, avec x̊ = dx
dt

la dérivée spatiale par rapport à ce temps modifié. La relation entre ce temps redimensionné et le temps
coordonné est donnée par  :

dt = s dt (1.94)
où le facteur de redimensionnement est  :

s =
E

mc2
(1.95)
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On définit également  :
K =

E2 −m2c4

2mc2
(1.96)

et
Seff ≡ 2mc2S(x) + S(x)2

2mc2
(1.97)

L’équation fondamentale (1.90) peut alors se réécrire  :

K =
p2

2m
+ Seff (1.98)

Le lagrangien relativiste associé prend la forme  :
L(x, x̊) =

1

2
mu2 − Seff (1.99)

où u = x̊ = dx
dt
. L’impulsion canonique pcj associée à la coordonnée x s’exprime  :

pcj =
∂L

∂uj
= σmvj, j = 1, 2, 3 (1.100)

L’application du formalisme lagrangien relativiste conduit aux équations fondamentales du mouve-
ment  :

∂L

∂xj
− d

dξ

∂L

∂x̊j
= 0, j = 1, 2, 3 (1.101)

L’équation du mouvement (1.101) est obtenue sous la condition fondamentale  :

E = γ

[
m+

S(x)

c2

]
c2 (1.102)

avec γ =
(
1− v2

c2

)−1/2 le facteur de Lorentz. Cette condition implique  :
• L’égalité entre l’impulsion canonique pc et l’impulsion physique p  :

pc ≡ p = γ

[
m+

S(x)

c2

]
v (1.103)

• La validité de la relation énergie-impulsion relativiste (1.90).
Ces résultats découlent directement des équations de Lagrange relativistes (1.101), spécifiées par l’équa-
tion (1.99), ce qui confirme la cohérence du formalisme proposé.

Selon les principes de la mécanique analytique relativiste, l’hamiltonien s’obtient par transformation
de Legendre du lagrangien  :

H(xj, p
c
j) =

∑
j

pcjx̊j − L(xj, x̊j) (1.104)
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Formalisation Lagrangienne d’une équation d’onde relativiste de type Schrödinger

On obtient alors  :
H =

p2

2m
+ Seff (1.105)

Il convient de souligner que dans ce cadre, l’hamiltonien relativiste H ne correspond pas à l’énergie
totale E , mais s’exprime plutôt  :

K =
E2 −m2c4

2mc2
(1.106)

où K représente l’énergie cinétique effective. La quantification canonique de cette équation suit deux
étapes  :

• Premièrement, on remplace les grandeurs physiques pc et H par leurs opérateurs quantiques
respectifs  :

pc → −ih̄∇, H → ih̄
∂

∂t
(1.107)

où h̄ est la constante de Planck réduite.
• Deuxièmement, l’application de cette équation opératorielle à la fonction d’onde ψ(x, t) permet
d’obtenir l’équation dynamique complète. Cette démarche, conforme aux prescriptions standards
de la théorie quantique (1.107), établit une correspondance rigoureuse entre la description ha-
miltonienne classique et son analogue quantique, tout en préservant les invariants relativistes
fondamentaux  :

ih̄
∂

∂ξ
ψ(x, ξ) =

[
−h̄

2∇2

2m
+ Seff

]
ψ(x, ξ) (1.108)

Ce formalisme ondulatoire relativiste, inspiré de l’approche de Schrödinger, ouvre la voie à l’exploration
de phénomènes quantiques avancés dans le cadre des potentiels scalaires de Lorentz.
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Chapitre 2
Application du Formalisme de
Feshbach-Villars (FV-0)
2.1 Oscillateur de Feshbach-Villars (FV-0) d’une particule sca-

laire de spin-0 dans un espace-temps de Minkowski
2.1.1 L’équation de KG sous forme de Schrödinger

Dans cette section, nous traitons la description quantique relativiste d’une particule de spin 0 se
propageant dans l’espace-temps de Minkowski avec le tenseur métrique ηµν = diag(1,−1,−1,−1).
Pour une particule scalaire massive Φ de massem > 0, l’équation covariante standard de Klein-Gordon
s’écrit [1, 2] : (

ηµvDµDv +m2
)
Φ(x, t) = 0 (2.1)

où
Dµ = i (pµ − eAµ) (2.2)

désigne la dérivée covariante couplée de façon minimale, avec e qui représente la magnitude de la charge
de la particule. Ici, pµ = (E,−pi) est le quadri-vecteur impulsion canonique et Aµ = (A0,−Ai) est le
quadri-potentiel électromagnétique.

À ce stade, il convient de souligner que l’équation (2.1) peut être réécrite sous une forme hamilto-
nienne avec la dérivée première par rapport au temps, c’est-à-dire, une équation de Schrödinger :

HΦ(x, t) = i
∂

∂t
Φ(x, t) (2.3)

L’hamiltonien H peut être défini en utilisant la procédure de linéarisation de Feshbach-Villars (FV)
[8, 10, 11, 17], c’est-à-dire, en transformant l’équation (2.1) en une équation différentielle du premier
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Oscillateur de Feshbach-Villars (FV-0) d’une particule scalaire de spin-0 dans un espace-temps de Minkowski

ordre par rapport au temps. Nous introduisons la fonction d’onde à deux composantes :

Φ(x, t) =

(
ϕ1(x, t)

ϕ2(x, t)

)
=

1√
2

(
1 + i

m
D

1− i
m
D

)
ψ(x, t) (2.4)

où ψ(x, t) obéit à l’équation d’onde de Klein-Gordon, et nous avons défini D tel que
D =

∂

∂t
+ ieA0(x) (2.5)

La transformation ci-dessus (2.4) consiste à introduire des fonctions d’onde satisfaisant les conditions
ψ = ϕ1 + ϕ2, iDψ = m (ϕ1 − ϕ2) . (2.6)

Pour notre revue ultérieure, il est pratique d’écrire

ϕ1 =
1

2m

[
m+ i

∂

∂t
− eA0

]
ψ

ϕ2 =
1

2m

[
m− i

∂

∂t
+ eA0

]
ψ.

(2.7)

De façon équivalente, (2.7) devient[
i
∂

∂t
− eA0

]
(ϕ1 + ϕ2) = m (ϕ1 − ϕ2)[

i
∂

∂t
− eA0

]
(ϕ1 − ϕ2) =

[
(pi − eAi)

2

m
+m

]
(ϕ1 + ϕ2)

(2.8)

L’addition et la soustraction de ces deux équations conduisent à un système d’équations différentielles
couplées du premier ordre par rapport au temps,

(pi − eAi)
2

2m
(ϕ1 + ϕ2) + (m+ eA0)ϕ1 = i

∂ϕ1

∂t
− (pi − eAi)

2

2m
(ϕ1 + ϕ2)− (m− eA0)ϕ2 = i

∂ϕ2

∂t

(2.9)

À l’aide de l’équation (2.6), l’Hamiltonien de Feshbach-Villars d’une particule scalaire en présence d’in-
teraction électromagnétique peut s’écrire comme

HFV = (τz + iτy)
(pi − eAi)

2

2m
+mτz + eA0(x) (2.10)

où τi(i = x, y, z) sont les matrices de Pauli conventionnelles 2× 2 données par

τx =

(
0 1

1 0

)
, τy =

(
0 −i
i 0

)
, τz =

(
1 0

0 −1

)
(2.11)
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Oscillateur de Feshbach-Villars (FV-0) d’une particule scalaire de spin-0 dans un espace-temps de Minkowski

Il est à noter que l’Hamiltonien (2.6) satisfait la condition d’hermiticité généralisée,
HFV = τzH†FVτz, H†FV = τzHFVτz. (2.12)

Pour la propagation d’une particule libre, c’est-à-dire sans interaction considérée (Aµ = 0), l’Hamilto-
nien unidimensionnel de FV se simplifie en

(HFV)0 = (τz + iτy)
p2x
2m

+mτz (2.13)
Les solutions de l’Hamiltonien libre (qui est indépendant du temps) sont simplement des états station-
naires. En supposant une solution de la forme ,

Φ(x, t) = Φ(x)e−iEt =

(
ϕ1(x)

ϕ2(x)

)
e−iEt, (2.14)

avec E étant l’énergie du système. Dans ce cas, (2.3) peut alors s’écrire
(HFV)0 Φ(x) = EΦ(x) (2.15)

qui est l’équation FV unidimensionnelle de la particule relativiste libre de spin-0 et est établie dans le
but d’avoir une alternative de type Schrödinger à l’équation de Klein-Gordon.

2.1.2 Oscillateur de FV-0 unidimensionnel
Pour la discussion suivante, il est préférable d’analyser l’oscillateur de Klein-Gordon (OKG) dans

l’espace-temps de Minkowski en utilisant la méthode décrite ci-dessus. Pour examiner l’oscillateur
de Klein-Gordon dans la représentation de Feshbach-Villars (FV), nous commençons par la substi-
tution minimale p −→ p − imωx de l’opérateur d’impulsion. Ici, ω est la fréquence d’oscillation et
xµ = (0, x, 0, 0). Ainsi, en généralisant l’opérateur d’impulsion, l’Hamiltonien FV unidimensionnel
(2.3) devient

HFVO =
1

2m
(τz + iτy) (px + imωx) (px − imωx) +mτz (2.16)

De cette façon, la formulation de Schrödinger de l’OKG en une dimension est obtenue en remplaçant
l’ansatz (2.3) dans (2.3) avec ce qui suit :

1

2m

[
d2

dx2
−m2ω2x2 +mω

]
(ϕ1 + ϕ2) +mϕ1 = Eϕ1

− 1

2m

[
d2

dx2
−m2ω2x2 +mω

]
(ϕ1 + ϕ2)−mϕ2 = Eϕ2

(2.17)
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Solutions de FV-0 pour le cas de l’atome pionique

Après avoir effectué un calcul similaire à celui qui a été fait dans l’équation précédente du FVO, il
s’ensuit que [

d2

dx2
−m2ω2x2 +

(
E2 −m2 +mω

)]
ψ(x) = 0 (2.18)

ou, [
d2

dx2
− λ1x

2 + λ2

]
ψ(x) = 0 (2.19)

où nous avons posé,
λ1 = m2ω2, λ2 = E2 −m2 +mω (2.20)

L’équation (2.3) est une équation différentielle du second ordre pour le champ ψ décrivant la dynamique
du FVO dans l’espace-temps de Minkowski unidimensionnel. La solution de l’équation ci-dessus peut
être trouvée dans la littérature, et une condition de quantification de l’énergie résulte de cette solution,
donnant

E2 −m2 +mω

2m
=

(
n+

1

2

)
ω, n = 0, 1, 2, . . . (2.21)

Après avoir arrangé et simplifié la condition (2.21), nous trouvons l’expression suivante du spectre
d’énergie

E = ±
√
2mωn+m2 (2.22)

L’équation (2.22) montre le spectre d’énergie relativiste du FVO dans l’espace-temps de Minkowski, qui
est le même que celui obtenu pour l’OKG dans l’espace-temps plat (voir Réf. [18] ). Nous voyons que
ce résultat est attendu car le spectre d’énergie est observable et n’est pas affecté par la représentation
que nous avons utilisée.

2.2 Solutions de FV-0 pour le cas de l’atome pionique
L’atome pionique est un système formé par un pion lié à un noyau atomique, où les effets relativistes

et quantiques jouent un rôle crucial. Son étude en trois dimensions permet de mieux comprendre les
interactions coulombiennes et les corrections relativistes qui influencent ses niveaux d’énergie. Ce
modèle est essentiel pour décrire précisément les spectres et les propriétés dynamiques de ces atomes
exotiques. Considérons un atome pionique composé d’un noyau de charge +Ze et d’un pion de masse
m et de charge −e, interagissant par le biais du potentiel coulombien

V (r) = − Ze2

4πε0r
(2.23)

, où r est la distance entre le noyau et le pion [14].
Soit maintenant l’Hamiltonien à trois dimensions du formalisme de Feshbach-Villars (FV) donné
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Solutions de FV-0 pour le cas de l’atome pionique

par :
HFV 0 = (τz + iτy)

(
p− eA0

2m

)2

+mτz + eA0 (2.24)
avec A = 0, V = eA0, et où

τz =

(
1 0

0 −1

)
, τy =

(
0 −i
i 0

)
, τz + τy =

(
1 1

−1 −1

)
. (2.25)

L’Hamiltonien HFV 0 s’écrit alors :

HFV 0 =
1

2m

(
1 1

−1 −1

)
p2 +m

(
1 0

0 −1

)
+ V

(
1 0

0 1

)
=

(
p2

2m
+m+ V p2

2m

− p2

2m
− p2

2m
−m+ V

)
.

(2.26)
Ainsi, l’équation propre associée est :

HFV 0Ψ =

(
p2

2m
+m+ V p2

2m

− p2

2m
− p2

2m
−m+ V

)(
ϕ1

ϕ2

)
= E

(
ϕ1

ϕ2

)
, (2.27)

avec
Ψ =

(
ϕ1

ϕ2

)
(2.28)

Le produit matriciel conduit au système d’équations :(
p2

2m
+m+ V

)
ϕ1 +

p2

2m
ϕ2 = Eϕ1, (2.29)

− p2

2m
ϕ1 +

(
− p2

2m
−m+ V

)
ϕ2 = Eϕ2. (2.30)

En additionnant ces deux équations, on obtient :(
p2

2m
+m+ V

)
(ϕ1 + ϕ2) = E(ϕ1 + ϕ2), (2.31)

et en les soustrayant :
p2

2m
(ϕ1 + ϕ2) = E(ϕ1 − ϕ2). (2.32)

En partant des hypothèses du modèle FV, posons
ψ = ϕ1 + ϕ2 (2.33)

En définissant l’opérateur
iDψ = i

∂

∂t
ψ − ieA0ψ = i

∂

∂t
ψ − V ψ = Eψ, (2.34)
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Solutions de FV-0 pour le cas de l’atome pionique

on a également
(E − V )ψ = m(ϕ1 − ϕ2). (2.35)

Ainsi, (
p2

2m
+m

)
ψ = (E − V )(ϕ1 − ϕ2), (2.36)

ce qui conduit à (
p2

2m
+m

)
ψ = (E − V )2ψ, (2.37)

et donc à l’équation différentielle fondamentale :
(
p2 +m2 − (E − V )2

)
ψ = 0. (2.38)

Dans les coordonnees spheriques, cette equation devient(
− ∂2

∂r2
− 2

r

∂

∂r
+
L2

r2
+m2 − E2 +

EZe2

2π2ϵ0

1

r
−
(

Ze2

4π2π2ϵ0

)2
1

r2

)
ψ = 0. (2.39)

avec L2 le carré du moment angulaire orbital et L̂ ≡ −ih̄(r×∇). Comme les harmoniques sphériques
Ylm(θ, ϕ) sont des fonctions propres simultanées de L̂2 et L̂z , les solutions de l’équation sont attendues
sous la forme

ψE,l,m(r) = RE,l(r)Ylm(θ, ϕ), (2.40)
Ainsi [

− 1

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
+ V

]
ψE,l,m(r) =

(
−m2 + E2

2m

)
ψE,l,m(r). (2.41)

dont
V = − EZe2

2mπ2ϵ0

1

r
−+

(
Ze2

4π2π2ϵ0

)
1

2mr2
(2.42)

L2Y m
l = l (l + 1)Y m

l (2.43)
où l = 0, 1, 2, . . . et m = −l,−l + 1, . . . , l. En substituant ψE,l,m(r) dans l’équation (29), on obtient
l’équation différentielle radiale suivante :[
− 1

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+
l(l + 1)

2mr2
− E

m

(
Ze2

4πε0

)
1

r
− 1

2m

(
Ze2

4πε0

)2
1

r2

]
R(r) =

(
E2 −m2

2m

)
R(r).

(2.44)
Ici, pour simplifier, on pose R(r) ≡ RE,l(r). On définit u(r) = rR(r) En termes des grandeurs sans
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dimension

α ≡ e2

4πε0
, λ ≡ Ze2

4πε0

(
−E2

2mc2Ē

)1/2

= Zα

(
−E2

2mc2Ē

)1/2

, Ē =
E2 −m2

2m
(2.45)

et
ϱ ≡

(
−8mĒ

h̄2

)1/2

r, (2.46)
l’équation (2.44) devient alors [

d2

dϱ2
− 1

4
+
λ

ϱ
− β(β + 1)

ϱ2

]
u(ϱ) = 0, (2.47)

où
β(β + 1) = l(l + 1)− (Zα)2 (2.48)

En posant
u(ϱ) = e−ϱ/2ϱβ+1f(ϱ) (2.49)

on obtient l’équation différentielle pour f(ϱ) :[
ϱ
d2

dϱ2
+ (2β + 2− ϱ)

d

dϱ
+ (λ− β − 1)

]
f(ϱ) = 0. (2.50)

Cette équation admet pour solution le polynôme de Laguerre généralisé L2β+1
λ−β−1, à condition que

n′ ≡ λ− β − 1 soit un entier positif ou nul.
Ainsi, les solutions de l’équation (2.50) sont

u(ϱ) ∼ e−ϱ/2ϱβ+1L2β+1
λ−β−1(ϱ). (2.51)

En définissant le nombre quantique principal par n ≡ n′ + l + 1, on obtient λ = n + β − l. Par
conséquent, les solutions normalisées de l’équation (2.50) s’écrivent

Rnl(r) =

[
Z3

a30

4

λ4

(
1 +

(Zα)2

λ2

)−3/2
Γ(λ− β)

Γ(λ+ β + 1)

]1/2
e−ϱ/2ϱβL2β+1

λ−β−1(ϱ), (2.52)

où a0 = 4πε0h̄
2

me2
, n = 1, 2, 3, . . ., et l = 0, 1, 2, . . . , (n− 1).

À partir de l’équation (3) et de la définition de λ, les valeurs propres d’énergie des états liés s’ob-
tiennent comme suit :

Enl = ±mc2

1 + (Zα)2(
n− l − 1

2
+
√(

l + 1
2

)2 − (Zα)2
)2


−1/2

(2.53)
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Solutions de FV-0 pour le cas de l’atome pionique

Ces valeurs propres d’énergie des états liés sont les mêmes que celles prédites par la théorie de Klein-
Gordon. De plus,

|ψnlm(r, θ, ϕ)|2 d3r = |Rnl(r)|2|Ylm(θ, ϕ)|2 d3r (2.54)
représente la probabilité de trouver le pion dans un élément de volume d3r.

En revanche, la densité de probabilité telle que définie dans la théorie de Klein-Gordon n’est pas
positive définie ; elle ne peut donc pas représenter la distribution de probabilité du pionique. Le pro-
blème de densité de probabilité négative remet sérieusement en question l’adéquation de l’équation de
Klein-Gordon comme équation d’onde pour les particules de spin 0, dans le cadre de l’interprétation
mono-particule.

Mouhammdi, Zerfaoui – 24 – ˝˟ǔРي , زرƮǙوي



Chapitre 3
Application du formalisme de Schrödinger
relativiste
3.1 Potentiel de marche unidimensionnel (step potentiel)

En appliquant une démarche analogue à celle décrite précédemment, l’équation permet de dériver
l’équation d’onde décrivant la dynamique du système [3–5,14,15,19,20] :

ih̄
∂

∂τ
ψ (r, τ) =

[(
−ih̄∇− e

c
A
)2

2m
+ Veff

]
ψ (r, τ) . (3.1)

On considère une particule quantique incidente sur une particule quantique incidente sur une discon-
tinuité de potentiel décrite par la forme suivante :

Nous avons :
V (x) =

{
0,

V = const,

x < 0.

x > 0.
(3.2)

Cette formulation présente le cas standard d’une particule rencontrant un saut de potentiel abrupt dans
le cadre de la mécanique quantique unidimensionnelle. Ici, on distingue trois cas

Fig. 3.1: Potentiel de marche unidimensionnel (Step potentiel)
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Potentiel de marche unidimensionnel (step potentiel)

3.1.1 cas ou V < E −mc2.

Dans le domaine x > 0 , l’énergie cinétique de la particule est strictement positive. L’équation
([eq :145c3]) conduit alors à l’équation stationnaire de propagation ondulatoire. Nous partons de l’équa-
tion effective de Schrödinger ([eq :145c3]) décrivant le système quantique sous l’influence d’un potentiel
externe :

Heffψ(x) = Eψ(x) avec Heff =
p2

2m
+ Veff. (3.3)

On écrit cette équation dans les deux zones distinctes :
• Pour x < 0, où V = 0, on a :

− h̄2

2m

d2ψ

dx2
= (E − Veff(0))ψ(x). (3.4)

En posant
k =

√
2m (E − Veff(0))

h̄2
, (3.5)

’équation devient
d2ψ

dx2
+ k2ψ(x) = 0, (3.6)

dont les solutions générales sont

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx. (3.7)
• Pour x > 0, où V (x) = V0, l’équation est

(
p2

2m
+ Veff(V0)

)
ψ(x) = Eψ(x), (3.8)

soit, explicitement,
− h̄2

2m

d2ψ

dx2
+ Veff(V0)ψ(x) = Eψ(x). (3.9)

On définit
k′ =

√
2m (E − Veff(V0))

h̄2
, (3.10)

ce qui donne l’équation
d2ψ

dx2
+ k′2ψ(x) = 0, (3.11)

dont la solution est
ψ(x) = Ceik

′x. (3.12)
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On applique les conditions de continuité au point x = 0 :
Continuité de ψ : ψ1(0) = ψ2(0) =⇒ A+B = C, (3.13)

Continuité de dψ
dx

:
dψ1

dx

∣∣∣∣
x=0

=
dψ2

dx

∣∣∣∣
x=0

=⇒ ik(A− B) = ik′C. (3.14)
À partir de ces deux relations, on a :

A+B = C, (3.15)
k(A− B) = k′C. (3.16)

En substituant C = A+B dans la deuxième équation, on obtient :
k(A− B) = k′(A+B). (3.17)

On exprime alors B et C en fonction de A :
B =

k − k′

k + k′
A, C =

2k

k + k′
A. (3.18)

Ainsi, la fonction d’onde s’écrit

ψ(x) =

{
Aeikx +Be−ikx, x < 0,

Ceik
′x, x > 0,

(3.19)

où A,B,C sont des constantes d’intégration. La nature incidente de la particule venant du domaine
x ≤ 0 implique qu’il n’y ait pas de terme exponentiel décroissant dans la région x ≥ 0.

Pour l’étude de la densité de courant de probabilité J , la substitution de la fonction d’onde dans
l’expression donne :

J =


h̄k

m

(
|A|2 − |B|2

)
, x < 0,

h̄k′

m
|C|2, x > 0.

(3.20)

Calcul détaillé dans la région x < 0 :
ψ(x) = Aeikx +Be−ikx,

dψ

dx
= ikAeikx − ikBe−ikx, (3.21)

ψ∗ = A∗e−ikx +B∗eikx, (3.22)
ψ∗dψ

dx
= ik|A|2 − ikA∗Be−2ikx + ikB∗Ae2ikx − ik|B|2. (3.23)

En prenant la partie imaginaire,

Im
(
ψ∗dψ

dx

)
= k(|A|2 − |B|2), (3.24)
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d’où
J =

h̄

m
k(|A|2 − |B|2). (3.25)

Dans la région x > 0 :
ψ(x) = Ceik

′x,
dψ

dx
= ik′Ceik

′x, (3.26)
ψ∗dψ

dx
= ik′|C|2, (3.27)

et donc
J =

h̄

m
k′|C|2. (3.28)

La condition de continuité du courant en x = 0 impose :
Jx<0 = Jx>0 =⇒ h̄k

m

(
|A|2 − |B|2

)
=
h̄k′

m
|C|2, (3.29)

ou, simplifiée,
k
(
|A|2 − |B|2

)
= k′|C|2. (3.30)

En divisant par |A|2,
k

(
1− |B|2

|A|2

)
= k′

|C|2

|A|2
. (3.31)

On obtient donc la relation fondamentale exprimant la conservation du flux de probabilité.
Le coefficient de réflexion R est défini par

R =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 = (k − k′

k + k′

)2

. (3.32)
En posant

k =

√
E2 −m2c4

h̄c
, k′ =

√
(E − V )2 −m2c4

h̄c
, (3.33)

on obtient explicitement

R =

(√
E2 −m2c4 −

√
(E − V )2 −m2c4

)2
(√

E2 −m2c4 +
√

(E − V )2 −m2c4
)2 . (3.34)

Le coefficient de transmission s’écrit
T =

k′

k

∣∣∣∣CA
∣∣∣∣2 . (3.35)

En utilisant
C

A
=

2k

k + k′
, (3.36)
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on obtient
T =

k′

k

(
2k

k + k′

)2

=
4kk′

(k + k′)2
=

4
√
(E2 −m2c4)((E − V )2 −m2c4)(√

E2 −m2c4 +
√

(E − V )2 −m2c4
)2 . (3.37)

’analyse systématique montre, conformément aux principes fondamentaux de la mécanique quantique,
la conservation du flux de probabilité :

R + T = 1. (3.38)
En mécanique quantique, cette égalité représente la conservation de la probabilité dans un phénomène
de diffusion ou de transmission d’une particule (comme un électron) face à une barrière ou un potentiel.
Ici,

• R est le coefficient de réflexion : la probabilité que la particule incidente soit réfléchie par la
barrière.

• T est le coefficient de transmission : la probabilité que la particule traverse la barrière (soit
transmise).

Comme la particule doit soit être réfléchie, soit être transmise (dans le cas d’un système sans perte ni
absorption), la somme des probabilités doit être égale à 1, c’est-à-dire à 100 % :

R + T = 1 (3.39)
Cela traduit la conservation du flux de probabilité, un principe fondamental de la mécanique quantique
lié à la conservation de la charge et de la matière.

En termes physiques
• Le flux de probabilité est analogue au flux d’une quantité conservée (par exemple, l’intensité d’un
courant).

• L’égalité garantit que la particule n’est ni créée ni détruite pendant la diffusion ou la transmission.
• Elle est essentielle pour que la description quantique soit cohérente et conserve la norme de la
fonction d’onde.

3.1.2 cas ou E −mc2 < V < E +mc2.
• Dans la région x ≤ 0, l’énergie cinétique de la particule est négative mais reste supérieure à
2mc2. Par conséquent, l’équation du mouvement s’écrit :

R + T =

(
k − k′

k + k′

)2

+
4kk′

(k + k′)2
=
k2 − 2kk′ + k′2 + 4kk′

(k + k′)2
. (3.40)
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Fig. 3.2: Coefficients de réflexion R, de transmission T et leur somme en fonction de l’énergie, avec
un potentiel V0 = 2.

Pour −mc2 < E − V < mc2, avec{
Veff = 0 pour x > 0,

Veff = V0 pour x < 0,
(3.41)

l’équation de Schrödinger s’écrit :[
− h̄2

2m

d2

dx2
+ Veff(x)

]
ψ(x) = Eψ(x). (3.42)

• Résolution dans la région x ≥ 0 où Veff = 0 : on a

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x), (3.43)

ce qui donne
d2ψ(x)

dx2
+

2mE

h̄2
ψ(x) = 0. (3.44)

Lorsque E est négative, on pose
k =

√
2mE

h̄2
, (3.45)

donnant l’équation
d2ψ(x)

dx2
+ k2ψ(x) = 0, (3.46)
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avec
k =

(
2mHeff
h̄2

)1/2

, pour x < 0. (3.47)
La solution générale est une combinaison exponentielle représentant les ondes incidente et réfléchie :

ψ(x) = Aeikx +Be−ikx. (3.48)
• Résolution dans la région x < 0, avec Veff = V0 et E < V0 : L’équation de Schrödinger est

− h̄2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ V0ψ(x) = Eψ(x), (3.49)

que l’on réarrange en
d2ψ(x)

dx2
− 2m(V0 − E)

h̄2
ψ(x) = 0. (3.50)

On pose
k̄ =

√
2m(V0 − E)

h̄2
, (3.51)

donnant l’équation canonique
d2ψ(x)

dx2
− k̄2ψ(x) = 0, pour x > 0. (3.52)

La solution est
ψ(x) = De−k̄x. (3.53)

• Conditions de continuité au point x = 0 :Continuité de la fonction d’onde donne
ψ(0−) = ψ(0+) =⇒ A+B = D. (3.54)

Continuité de la dérivée :
dψ

dx

∣∣∣
0−

=
dψ

dx

∣∣∣
0+

=⇒ ik(A− B) = −k̄D. (3.55)
La fonction d’onde complète s’écrit alors

ψ(x) =

{
Aeikx +Be−ikx, x < 0,

De−k̄x, x > 0,
(3.56)

avec
k =

√
2mE

h̄2
, k̄ =

√
2m(V0 − E)

h̄2
. (3.57)

La solution exponentielle croissante ek̄x est éliminée pour x > 0 afin d’assurer la normalisabilité de la
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fonction d’onde. L’application des conditions de continuité conduit au système d’équations :{
A+B = D,

ik(A− B) = −k̄D,
(3.58)

dont la résolution analytique donne les rapports d’amplitude :
B

A
=

1− ik
k̄

1 + ik
k̄

≡ eiα, (3.59)

et
D

A
=

2

1 + ik
k̄

, (3.60)
avec la phase

α = 2 tan−1

(
−k
k̄

)
. (3.61)

Cette analyse démontre que le coefficient de réflexion

R =
|B|2

|A|2
= 1, (3.62)

conforme aux principes de la mécanique quantique, correspond à une réflexion totale des particules
incidents sur la barrière lorsque E < V0.

3.1.3 cas ou V > E +mc2.

Dans cette configuration spécifique, l’analyse montre que l’énergie cinétique de la particule dans
la région x < 0 est inférieure au seuil critique de −2mc2. Le formalisme hamiltonien appliqué à ce
système indique que la condition

Heff − Veff < 0 (3.63)
est satisfaite, ce qui implique que la dynamique du système est gouvernée par l’équation (3.39) établie
précédemment pour le cas 1.

Il en résulte que les coefficients de réflexion R et de transmission T , respectivement définis par les
équations (3.30) et 3.37) dans le cas 1, vérifient les contraintes suivantes :

0 ≤ R ≤ 1, 0 ≤ T ≤ 1, (3.64)
ainsi que la relation de conservation fondamentale

R + T = 1. (3.65)
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Une étude comparative approfondie établit une parfaite cohérence de ces résultats avec les prédictions
fondamentales de la théorie de Klein-Gordon, à condition d’adopter une convention de signe positive
pour l’impulsion p dans la relation relativiste

p2c4 = (E − V )2 −m2c4 (3.66)
En revanche, l’adoption d’une impulsion négative conduit la théorie de Klein-Gordon, dans cette confi-
guration particulière (Cas 3), à prédire des valeurs extrêmes :

R = 1 et T = 0, (3.67)
ce qui constitue une manifestation directe du célèbre paradoxe de Klein. Le paradoxe de Klein met en
lumière une propriété non triviale des équations relativistes : lorsqu’une particule fait face à une barrière
de potentiel très élevée (supérieure à 2mc2), la probabilité de transmission peut devenir non nulle, voire
totale, ce qui contredit la mécanique classique où la barrière serait insurmontable. Cette contre-intuition
suggère l’apparition d’effets liés à la création de paires particule-antiparticule à l’interface du potentiel,
phénomène inhérent à la physique quantique relativiste.

Malgré son importance théorique, ce paradoxe n’a pas encore été confirmé de manière concluante
par des expériences. Les conditions nécessaires, notamment l’existence de potentiels extrêmement in-
tenses et les effets relativistes précis, rendent sa validation expérimentale très délicate à réaliser à ce
jour.

3.2 Les solutions propres de l’atome pionique
Considérons un système atomique pionique constitué d’un noyau de charge +Ze et d’un pion

chargé négativement π− de masse m, interagissant via un potentiel coulombien attractif donné par

V (r) = − Ze2

4πε0r
, (3.68)

où r désigne la distance entre le noyau et le pion. L’équation stationnaire décrivant cet état lié s’écrit
sous la forme générale

Ĥeffψ(r) =
(√

−h̄2c2∇2 +m2c4 + Veff(r)
)
ψ(r) = Eψ(r), (3.69)

avec ∇2 l’opérateur Laplacien.
En coordonnées sphériques, le Laplacien prend la forme [3–5]

∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2

∂ϕ2
. (3.70)
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Ce dernier peut aussi s’écrire sous la forme

∇2 =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
− L̂2

h̄2r2
, (3.71)

où L̂2 est l’opérateur du carré du moment angulaire orbital, défini par

L̂2 = −h̄2
[

1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ
∂2

∂ϕ2

]
. (3.72)

La fonction d’onde est supposée séparable selon la forme
ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ylm(θ, ϕ), (3.73)

où Ylm(θ, ϕ) sont les harmoniques sphériques, vecteurs propres de L̂2 avec
L̂2Ylm = h̄2l(l + 1)Ylm, l = 0, 1, 2, . . . , m = −l, . . . , l. (3.74)

En appliquant la séparation des variables, l’équation radiale devient[√
−h̄2c2

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
+m2c4 + Veff(r)

]
R(r) = ER(r). (3.75)

Pour simplifier l’opérateur racine, on applique une approximation valide dans les régimes relativistes
et non relativistes : √

−h̄2c2∇2 +m2c4 ≈ mc2 − h̄2

2m
∇2 − h̄4

8m3c2
∇4 + · · · . (3.76)

La substitution explicite de Veff s’effectue via

Veff(r) =
E

mc2
V (r) +

V 2(r)

2mc2
= − EZe2

mc24πε0r
+

Z2e4

32π2ε20mc
2r2

. (3.77)
L’équation radiale complète en coordonnées sphériques s’écrit alors[

− h̄2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+
h̄2l(l + 1)

2mr2
− EZe2

mc24πε0r
+

Z2e4

32π2ε20mc
2r2

]
R(r) = (E−mc2)R(r). (3.78)

En posant la fonction u(r) = rR(r), et en introduisant la variable adimensionnelle

ϱ =

(
−8mHeff
h̄2

)1/2

r, avec Heff = Veff +mc2 − E, (3.79)
ainsi que les constantes

α =
e2

4πε0h̄c
(constante de structure fine), λ = Zα

(
−E2

2mc2Heff

)1/2

, (3.80)
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l’équation radiale se réduit à la forme standard [21–24]
d2u

dϱ2
+

[
−1

4
+

λ

2ϱ
− l(l + 1)− (Zα)2

ϱ2

]
u = 0. (3.81)

Ici, la constante de structure fine, notée α, est une constante fondamentale de la physique. Elle carac-
térise l’intensité de l’interaction électromagnétique entre particules chargées, sans dimension, et joue
un rôle clé dans la structure fine des raies spectrales atomiques.

En définissant
β(β + 1) = l(l + 1)− (Zα)2, (3.82)

la fonction u(ϱ) peut s’écrire sous la forme
u(ϱ) = e−ϱ/2ϱβ+1f(ϱ), (3.83)

où f(ϱ) satisfait l’équation différentielle de Laguerre généralisée

ϱ
d2f

dϱ2
+ [2(β + 1)− ϱ]

df

dϱ
+

(
λ

2
− β − 1

)
f = 0. (3.84)

La condition de quantification est que n′ ≡ λ − β − 1 soit un entier naturel, ce qui donne pour les
solutions normalisées

u(ϱ) = Ae−ϱ/2ϱβ+1L2β+1
n′ (ϱ), (3.85)

avec Lk
n′ les polynômes de Laguerre généralisés. Le nombre quantique principal s’écrit

n = nr + β + 1, (3.86)
et l’énergie associée aux états liés s’exprime sous la forme relativiste

Enl = mc2

1 + (Zα)2(
nr +

√(
l + 1

2

)2 − (Zα)2
)2


−1/2

. (3.87)

Les coefficients de normalisation A sont déterminés par la condition∫ ∞

0

|Rnl(r)|2r2dr = 1, (3.88)
en utilisant l’orthogonalité des polynômes de Laguerre.

Dans la limite non relativiste, on obtient
β ≈ l, n ≈ nr + l + 1, (3.89)
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et les fonctions d’onde radiales deviennent
Rnl(r) = Ae−λr/2(λr)βL2β+1

n−β−1(λr). (3.90)
Le spectre d’énergie ainsi obtenu coïncide exactement avec les prédictions de la théorie de Klein-Gordon
[1,2]. Cependant, la théorie de Klein-Gordon souffre d’une densité de probabilité non positive définie,
ce qui rend son interprétation physique en termes de probabilité problématique. Ce défaut conceptuel
questionne la validité de l’équation de Klein-Gordon comme description ondulatoire cohérente des
particules à spin nul.

Ces résultats illustrent que des méthodes issues de la mécanique quantique non relativiste peuvent
être exploitées efficacement pour résoudre certains problèmes relativistes, en particulier par le biais
d’approximations appropriées.

3.3 L’oscillateur de Schrödinger relativiste
3.3.1 L’oscillateur de Klein-Gordon

L’équation de mouvement libre de Klein-Gordon (K-G) en une dimension spatiale s’écrit :
(
p2x − E2 +m2

)
ψKG = 0. (3.91)

L’introduction d’une interaction de type oscillateur de Dirac se fait par la substitution de l’opérateur
impulsion

px → px − imωx. (3.92)
Ainsi, l’équation devient [10,18,25–47]

((px + imωx)(px − imωx))ψKG = (E2 −m2)ψKG. (3.93)
En utilisant la relation canonique de commutation [x, px] = i, un calcul élémentaire conduit à

(
p2x +m2ω2x2

)
ψKG =

(
E2 −m2 +mω

)
ψKG. (3.94)

En divisant par 2m et en posant
Ē =

E2 −m2

2m
+
ω

2
, (3.95)

on obtient la forme canonique (
p2x
2m

+
1

2
mω2x2

)
ψKG = ĒψKG. (3.96)
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Cette équation constitue une généralisation non triviale de l’oscillateur harmonique quantique unidi-
mensionnel standard. Par analogie avec ses solutions bien connues, les valeurs propres s’écrivent

Ē = ω

(
n+

1

2

)
, (3.97)

d’où le spectre d’énergie relativiste
En = ±

√
m2 + 2ωmn. (3.98)

La fonction d’onde stationnaire correspondante s’exprime sous la forme

ψKG(x) =
1√
2nn!

(mω
π

) 1
4
Hn

(√
mωx

)
e−

mω
2

x2

, (3.99)
où Hn sont les polynômes d’Hermite [3, 6].

3.3.2 L’oscillateur de Schrödinger relativiste
On considère l’équation de Schrödinger

ih̄
∂

∂τ
ψ(x, τ ) =

[
p2

2m
+ Veff

]
ψ(x, τ), (3.100)

avec
Veff =

2EV − V 2

2mc2
. (3.101)

L’interaction de type oscillateur de Dirac est introduite par la substitution px → px − imωx, transfor-
mant l’équation en

i
∂

∂τ
ψ(x, τ) =

(px + imωx)(px − imωx)

2m
ψ(x, τ). (3.102)

Pour V = 0, on a
(px + imωx)(px − imωx) = p2x +m2ω2x2 −mω. (3.103)

Dès lors,
Heffϕ(x) =

[
p2x +m2ω2x2 −mω

2m

]
ϕ(x), (3.104)

où
ψ(x, τ) = e−iHeffτϕ(x) (3.105)

avec
Heff =

E2 −m2c4

2mc2
. (3.106)
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Cette dernière équation correspond à l’oscillateur harmonique quantique standard(
p2x
2m

+
1

2
mω2x2

)
ϕ(x) = ϵϕ(x), (3.107)

avec
ϵ =

E2 −m2c4

2mc2
+
ω

2
= ω

(
n+

1

2

)
. (3.108)

On obtient alors le spectre d’énergie
En = ±

√
m2c4 + 2ωmc2n, (3.109)

et la fonction d’onde
ϕ(x) =

1√
2nn!

(mω
π

) 1
4
Hn

(√
mωx

)
e−

mω
2

x2

. (3.110)

3.4 Comparaison technique entre l’oscillateur de Klein-Gordon
et l’oscillateur de Schrödinger relativiste

L’équation de Klein-Gordon est une équation fondamentale relativiste du second ordre en temps,
décrivant des particules scalaires de spin nul. Elle s’écrit sous la forme

(
p̂µp̂µ −m2c2

)
ψ = 0, (3.111)

où p̂µ représente l’opérateur quadrivecteur impulsion-énergie.
En revanche, le formalisme de la Schrödinger relativiste reformule cette équation de Klein-Gordon

comme une équation de Schrödinger avec un hamiltonien effectif qui intègre les corrections relativistes.
L’oscillateur de Klein-Gordon est obtenu par une substitution directe sur l’opérateur impulsion,

px → px − imωx, transformant l’équation initiale en une forme comportant des termes quadratiques
en x et px. Cette substitution préserve la nature intrinsèquement relativiste de l’équation. Dans ce
cadre, l’interaction est introduite dans l’hamiltonien effectif par la même substitution, mais la nouvelle
équation prend la forme d’une équation de Schrödinger standard avec un potentiel harmonique modifié,
où l’énergie relativiste est incorporée de manière effective dans les paramètres.

Concernant l’oscillateur de Klein-Gordon, il s’agit d’une équation aux dérivées partielles du second
ordre en temps, qui soulève des difficultés conceptuelles, notamment sur la définition de la densité de
probabilité et l’existence de solutions à énergie négative. Les solutions exactes fournissent un spectre
d’énergie relativiste présentant une structure riche et complexe.

À l’inverse, l’oscillateur de Schrödinger relativiste correspond à une équation de Schrödinger uni-
taire du premier ordre en temps, avec un hamiltonien modifié. Cette formulation permet d’appliquer
directement les outils classiques de la mécanique quantique non relativiste — telles que les fonctions
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d’onde, la quantification et l’orthogonalité — tout en incorporant les corrections relativistes essentielles
au spectre énergétique.

La théorie de Klein-Gordon est pleinement relativiste, mais présente des ambiguïtés physiques,
en particulier dans l’interprétation quantique de la probabilité. Elle décrit fidèlement les particules
scalaires, mais requiert souvent un formalisme de champ quantique pour une interprétation complète.

En revanche, l’équation de Schrödinger relativiste constitue une approche plus pragmatique, adaptée
aux situations où les effets relativistes sont non négligeables tout en conservant une interprétation
probabiliste standard. Elle facilite l’analyse spectrale et la modélisation d’interactions complexes dans
un cadre quantique effectif.

En conclusion, l’oscillateur de Klein-Gordon offre une approche rigoureuse et fondamentale, mais
formellement plus abstraite et complexe, tandis que l’oscillateur de Schrödinger relativiste propose une
méthode plus accessible et intuitive, particulièrement adaptée à l’étude des systèmes relativistes sous
approximations effectives. Le choix entre ces deux approches dépend du contexte physique et du degré
de précision souhaité.
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Conclusion
Dans ce mémoire, l’étude de l’oscillateur de Feshbach-Villars FV-0 pour une particule bosonique uni-
dimensionnelle s’appuie principalement sur la reformulation de l’équation de Klein-Gordon (KG) selon
deux approches complémentaires : le formalisme de Feshbach-Villars (FV) et une approche alternative
de type Schrödinger pour les particules de spin zéro en théorie quantique relativiste.

Après avoir exposé la formulation standard de l’équation de Klein-Gordon et son reformulation à
deux composantes via le formalisme FV, le mémoire introduit un second cadre : une équation d’onde
de type Schrödinger adaptée à la dynamique relativiste des particules de spin zéro.

Cette approche s’inspire de la structure de l’équation de Schrödinger non relativiste, mais en y
intégrant les corrections relativistes issues de la relation énergie-impulsion :

E2 − p2c2 = m2c4 (3.112)
En isolant l’énergie, on définit un Hamiltonien effectif :

Heff =
p2

2m
+ Veff (3.113)

avec
Veff =

2EV − V 2

2mc2
(3.114)

L’équation d’onde correspondante, pour une particule dans un potentiel V (r), devient alors :

ih̄
∂

∂τ
ψ(r, τ) =

[
− h̄2

2m
∇2 + Veff

]
ψ(r, τ) (3.115)

où τ est le temps propre, lié au temps coordonné par dt = γdτ , et γ est le facteur de Lorentz. Cette
équation admet une densité de probabilité positive et conserve la structure de l’équation de continuité,
ce qui facilite son interprétation physique. Cette formulation permet d’aborder des problèmes classiques
de la mécanique quantique relativiste, tels que le potentiel de marche unidimensionnel, l’atome pionique
et l’oscillateur harmonique relativiste, en utilisant des méthodes familières de la mécanique quantique
non relativiste, mais adaptées au contexte relativiste.

Pour l’oscillateur de Klein-Gordon, l’équation de type Schrödinger permet de retrouver le spectre
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d’énergie relativiste :
En = ±

√
m2 + 2ωmn (3.116)

et les fonctions d’onde associées, qui conservent la forme générale des solutions de l’oscillateur quan-
tique standard, mais avec des corrections relativistes explicites.

L’équation de type Schrödinger relativiste permet d’obtenir les niveaux d’énergie liés du pion dans
un champ coulombien, avec une densité de probabilité bien définie et positive, contrairement à la densité
parfois négative de la théorie KG standard. Le formalisme de type Schrödinger offre une densité
de probabilité toujours positive, ce qui facilite son interprétation probabiliste et évite les difficultés
rencontrées dans la théorie de Klein-Gordon standard.

Les spectres d’énergie obtenus par cette approche coïncident avec ceux issus du formalisme FV et
de la théorie de Klein-Gordon, ce qui valide la robustesse de la méthode.

Toutefois, cette approche ne permet pas de séparer explicitement les composantes particule et
antiparticule comme le fait le formalisme FV. Elle est donc moins adaptée à l’analyse des phénomènes
où la distinction entre états à énergie positive et négative est essentielle (par exemple, la création de
paires).

L’intégration de la deuxième approche, de type Schrödinger, enrichit considérablement l’analyse
du mémoire. Elle permet d’aborder la dynamique quantique relativiste des particules de spin zéro
avec des outils alternatifs, tout en validant la cohérence des résultats obtenus via le formalisme FV.
Cette complémentarité offre une vision globale et nuancée des différentes formulations de l’équation de
Klein-Gordon, leurs avantages respectifs et leurs domaines d’application privilégiés. Les deux exemples
précédents illustrent que le formalisme alternatif exploite des techniques familières de la mécanique
quantique non relativiste pour résoudre des problèmes quantiques relativistes.

Ainsi, la prise en compte de cette deuxième approche permet d’assurer la solidité des conclusions
du mémoire et d’ouvrir la voie à l’utilisation de méthodes hybrides pour l’étude de systèmes quantiques
relativistes complexes.
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