Table des matiéres

1 Préliminaires 4
1.1 Eléments d’analyse convexe : . . . . . . .. ... ... o 4
1.1.1 Ensemble, Fonction : . . . . . . . . . . ... ... 4

1.1.2  Programmation mathématique : . . . . . . . ... .. ... 6

1.1.3 Existence et Unicité d'une solution : . . . . . .. .. .. ... ... .... 7

1.1.4 la Conditions d’optimalité : . . . . . . . .. . ... ... .. ... ... .. 8

1.2 Théorie du contrdle optimale . . . . .. .. ... ... .. ........... 11
1.2.1  Chronologie de la théorie du controle : . . . . . . ... .. ... ... ... 11

1.2.2  Quelques éléments du controle linéaire :
1.2.3 Probléme de controle optimal : . . . . .. ... oL 15

1.2.4  Controéle optimale (Cas sans contraintes sur le controle) : . . . . . ... .. 18

2 Application des méthodes de trajectoire centrale sur le probléme de controle

optimal (cas égalité) 23
2.1 Méthode de la trajectoire centrale non réalisable pour la (CQP): . ... 23
2.2 Méthode de la trajectoire centrale réalisable pour(CQP) : . . . . . . . .. 26

3 Application des méthodes de trajectoire centrale sur le probléme de contréle
optimal (cas égalité et inégalité) 32
3.1 L’algorithme de méthode de trajectoire centrale pour les programma-

tions convexes quadratiques : . . . . .. ... L L Lo 32



Table des matiéres

3.2 Forme Bolza d’un probléme du contrdle optimal avec les contraintes
MIXEES . . . . e
3.3 Application de méthode de trajectoire centrale sur le probléme de

contrdle optimal : . . . . . .. ...




Introduction

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systémes commandés, ¢’est-a-
dire des systémes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou controle).
Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné & un certain état final, en respectant
éventuellement certains critéres. Les systémes abordés sont multiples systémes différentiels, sys-
temes discrets, systémes avec bruit, avec retard... Leurs origines sont trés diverses : mécanique,
électrique, électronique, biologique, chimique, économique... L’objectif peut étre de stabiliser
le systéme pour le rendre insensible a certaines perturbations (stabilisation), ou encore de dé-
terminer des solutions optimales pour un certain critére d’optimisation (contrdle optimal, ou
commande optimale.

Les méthodes de trajectoires centrales joues un role important a I’étude pour rechercher le
controle optimale. Beaucoup des scientifiques essayer s’appuyant sur nombreuses méthodes nu-
mériques parmi eux les méthodes de points intérieurs (méthode de trajectoire centrale réalisable,
non réalisable)

Ce mémoire est organisé en trois chapitres et s’inscrit dans cette probléematique.

Dans le premier chapitre On trouve trois sections, & savoir :

1 Etude de la relation entre I’analyse convexe et la théorie de controle optimale.

2 Rappelant quelques définitions pour ’analyse convexe et donner un apercu de la partie
théorique du contréle optimale.

Dans le deuxiéme chapitre Mettez en évidence les méthode de trajectoire en mettant
I’accent sur les méthode suivant :

-Méthode de la trajectoire centrale non réalisable pour le (CQP)

- Méthode de la trajectoire centrale non réalisable pour le (CQP)

- Un exemple appliqué a un probléme du controle optimale de forme Bolza

Dans le troisiéme chapitre Application des méthodes de trajectoire centrale sur le pro-
bleme de controle optimale avec contrainte mixte.

Qui s’écrit a la forme de Bolza.



Chapitre 1

Préliminaires

Grace a cette recherche, nous avons parlé de I'existence d’une relation entre I'analyse convexe
et la théorie de controle optimale. Il a beaucoup cherchien de scientifiques pour certaines mé-
thodes numériques parmi aux (Newton, Gauss, Cramer, Gradient conjugué...) dans les champs
mentionné ci-dessus ol nous avons étudié cette relation. Dans ce chapitre on va donner quelques
définitions pour 'analyse convexe, Ensemble convexe, Fonction convexe ...ect, on donnée une

idée générale de partie théorique de controle optimale.

1.1 Eléments d’analyse convexe :

Dans ce que suit nous rappelons quelques notions d’analyse convexe

1.1.1 Ensemble, Fonction :

Ensemble convexe :

Définition 1.1 On dit que ’ensemble D C H est conveze si :

V(ry)eDxDVEE[0,]] tz+(1-t)yeD |
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Définition 1.2 Autrement dit D est convexe s’il contient tout “segment “radiant deux quel-
conques de ses point.

Un ensemble est dit affine si pour toute paire de point x ety appartenant a

DiteR:te+(1-t)ye D,

Un ensemble D est un polyédre s’il s’écrit comme suite :

D={zeR": Pla <aji=1,...,m},

ou P; est un vecteur non nul de R™ et ay; est un scalaire pourt =1, ...,m.

Fonction convexe :

Définition 1.3 On dit que la fonction convexe J : D C H — R U {400} est conveze si D est

convexe et st

V(z,y) €D x DVte [0,1] J(tz+(1—t)y) <tJ(z)+(1—1)J(y).

Définition 1.4 On dit que la fonction J : D C H — R U {+o0} est strictement conveze et si

V(z,y) € DX D avecx #yvt € 0,1]: J(tx + (1 —t)y) <tJ(x)+ (1 —1t) J (y).

Définition 1.5 On dit que la fonction J strictement concave sur un ensemble convexe D si (—.J)

est strictement convexe sur D.

Définition 1.6 Soit J : H — R U {+00} une fonction convexe on appelle domaine de J l’en-

semble

dom J{zx € H |/ J(z) < +o0},

cet ensemble est convexe lorsque le domaine de J est dite propre
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1.1.2 Programmation mathématique :

Dans cette partie on va présenter la formule de programmation mathématique (PM) d’un

probléme d’optimisation

min J (z)

S.C

D={xeQCR"/g(z)<0,i=1.neth;(x)=0,j=1.m},

(PM)

ou J, g;, h; sont des fonctions définies de R" dans R.

Le tableau suivante contient les propriété de classification de probléme d’optimisation d’aprés

les contrainte de programmation mathématique.

Classifiction des problémes d’optimisation :

Il existe beaucoup d’algorithmes d’optimisation dans différentes application scientifique. Ce-

pendant beaucoup de méthodes ne sont valables que pour certains types de problémes le but

est trouver la permutation optimale des variables d’optimisation (T'ableau ). ces problémes sont

connus sous le nom de probleme d’optimisation combinatoire :

Caractéristiques

Propiété

Classi fication

Nombre de variables

-Une seule variable

-Plus une variable

-Mon variable

-Multi variable

-Non linéaire en fonction des variables

-Réelles -Continue
. -Entiéres -Discréte
Type de variables
-Reéelles et entiéres -Mixte
-Entiéres avec permution -Combinatoire
-Linéaire en fonction des variables -Linéaire
Type de fonction objectif | -Quadratique en fonction de variables -Quadratique

-Non linéaire

Formulation du probléeme

- Soumis & des limitations

-Pas des limitations

-Avec contraintes

-Sans contrainte

Définition 1.7 On dit que le probléme (PM) est un probléme de programmation conveze quand
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les fonctions J, g;,1 = 1,...,n sont conveze et les fonctions J, hj,j =1,....,m sont affines.

Définition 1.8 On dit que le probléme (PM) est un probléme de programmation linéaire quand

les fonctions J,g;,1 =1,...,n ,hj(z),j = 1..m sont affines

Définition 1.9 Etant donne le probléme non linéaire suivant

inf {J(z):2z € D},

avec

D={zeR":g(x)<0,h(x)=0},

ot g : R" — R™ et h: R" — RPon notera

D={reR":g(x)<0,h(z)=0}.

L (IL', /\7 ILL) =J (x) + Z:il )‘iilgi ('I> + Z?:l Mj:lhj (l’) ) A Z 0.

D et D sont appelés ensembles des solution réalisables et stricement réalisables,L est le la-

grangien associé au probléme.

1.1.3 Existence et Unicité d’une solution :

Théoréme 1.1 Weierstrass : [2]

Si D est compact non vide de R" et si f est continue sur D alors (PM) admet au moins une
solution optimale globale x*.

Si D est non vide et fermé de R™, f est continue et coércive sur D, (¢’est-a-dire : lim f (z) = +00),

alors (PM) admet au moins une solution optimale globale.

Définition 1.10 Une solution x* € D est un minimum globale de (PM) si

f(z*) < f(zx)Ve e R™ |
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la valeur optimale est f (x*).

Définition 1.11 Une solution x* € D est un minimum locale de (PM) si

f(z*) < f(zx)Vx € DN B. (z*),

ou

B.(x*)={z e R": ||z — a*|| < e},

est une boule ouvert de rayon € (¢ > 0) centrée un x*.
Notons que le minimum globale n’est pas nécessairement unique, mais la valeur optimale [’est,

par exemple si x posséde une infinité de minimum globauz.

1.1.4 la Conditions d’optimalité :

Afin d’analyser ou de résoudre d’'une maniére efficace un probléme d’optimisation, il est fon-
damental de pouvoir disposer des conditions d’optimalité. En effet, celles-ci nous servent non
seulement & vérifier la validité des solutions obtenues, mais I’étude de ces conditions aboutit au
développement des algorithmes de résolution eux-mémes. L’approche considérée ici pour ’obten-
tion de conditions est basée sur les notions de descente et de direction admissible. Le développe-
ment des conditions d’optimalité en présence des contraintes est basé sur la méme intuition que
dans le cas sans contraintes : il est impossible de descendre a partir d’un minimum.

On consideére le programme mathématique(PM), ou J, g;, h;, sont des fonctions définies de
R™ dans R, et g;, h; linéaires.

Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre :

soit H un espace de Hilbert réel et J : H — R une fonctionnelle Gateaux-différentiable sur
H. Si z*réalise un minimum (global ou local)de J sur H alors V.J (z*) = 0.

Condition nécessaire d’optimalité du second ordre :

on suppose que z*est un minimum (local) de j et que J est deux fois dérivable sur H. Alors

a-VJ (z*) =0 et

b-Vee H (D*J(z*)x,z)>0
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Condition suffisante d’optimalité du second ordre :

soit J deux fois dérivable sur H vérifiant V.J (z*) = 0 et Ja > 0, tel que
Vvee H (D*J(z*)z,2) >« Iz

Alors la fonction J admet un minimum local strict en x*

D “érivabilité-notion de gradient

Sif:R™— R.Si f est différentiable, alors on définit le gradient de f en x par % (), .y % (x)
On le note Vf (z) .

Si f: R" — R est classe C? alors on définit la matrice Hessienne de f en x par

d2f d>f
d_m% (ZL’) —d$1d$n (.I)
2
Hy(z) = T (2) =
d? d?
—dﬁﬂné;l (.CU) Wéﬁ (1')

Théoréme 1.2 Karush-kuhn-Tucker : [2]

Soit f : R" — R une fonction différentiable sur D. Si x* un minimum local du probléme

(PM), alors, il existe un vecteur y € R™ et A € R} tel que :

V(x*) + 300 AV (2%) + 3000, y;Vhj (27) = 0
hi(z*)=0,7=1,....,m.

Méthode de Newton pour résoudre un systéme non linéaire :

La résolution du (PM) revient a résoudre le systéme d’équation non linéaire suivant :

V(@) + 20 AV () + 3250 y;Vhy (2) = 0
)\'ng (QC*) = 0,2 = 1, ., N
hj(z*)=0,7=1,...,m.

Posons
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Vi@ + X AVei(r)+ Y5y Vhi(r)= 0
F(z,\y) = | Ngi(z) = 0 i = Loon |,
h; (z) = 0 Jj= 1,...m

ou F : R2ntm _, R2n+m

(w0 9) = (VF (@) + S0 AV (2) + X7 4,V hy (2) g (2°) 1 by ()

Les méthodes les plus populaires appliquées pour la résolution d’un systéme non linéaire est

la méthode de Newton, dans ce qui suit décrivons son principe.

Soit f : R™ — R™ une fonction continue, différentiable et soit J () est la matrice jacobéenne

de la fonction f. Alors nous considérons le systéme non linéaire suivant :

f(z)=0.

A partir d’'un vecteur z° de R” et I'utilisation de la formule suivante :

on construit une suite de point définie par

oF = gk 4 gk

ot d* est le vecteur de direction, avec

10
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1.2 Théorie du contréle optimale

1.2.1 Chronologie de la théorie du controéle :

300 avant J.C : la premiére mise en oeuvre d’'un systéme de commande & contre-réaction
(feedback) est 1'oeuvre des grecs dans I'antiquité avec des régulations de niveau par flotteur afin
de mesurer précisément le temps,

800 — 1200 : différents ingénieurs Arabes (Al-Jazari, les trois fréres Musa et Ibn al Sa’ati)
utilisent des régulateurs a flotteur pour des horloges a eau et autres applications,

1600 — 1900 : la révolution industrielle débute réellement avec I’avénement des procédés de
commande & contre-réaction. En effet, 'invention de nouveaux mécanismes (moulins & grains de
commande perfectionnés allant au-dela de la régulation manuelle.

- Régulation de température (Drebbel-1624, Becher-1680,...).

- Régulation de niveaux (Salmon-1746,Crapper-1775,...).

- Régulation de pression (Papin-1707, Delap-1799, Murray-1803).

- Régulation a gouverme contrifuge (Watt-1788, Siemens-1846, Porter-1858, Hartnell-1872).

1800 — 1935 : Cette période préclassique de la théorie de la commande fat celle pendant
laquelle les principales contributions furent d’ordre mathématique.

On peut parler de mathématisation de la théorie de la régulation.

- Introduction des équations différentielles pour ’étude des systémes & contre-réaction et mise
en évidence du probléme de la stabilité des systémes bouclés (Lagrange), (Hamilton), (Poncelet),
(Airy-1840), (Hermite-1854), (Maxwell-1868), (Routh-1877), (Vyshnegradsky-1877), (Hurwitz-
1895), (Lyapounove-1892).

- Développement de l’analyse des systémes dans le domaine fréquentiel (Minorsky-1922),
(Black-1927), (Nyquist-1932), (Hazen-1934).

1940 — 1960 : La deuxieme guerre mondiale a joué le role de stimulant intellectuel primordial
pour le développement des systémes de commande et a donné naissance a la période dite classique.

- Développement de la théorie des servomécanismes dans le domaine fréquentiel aux labo-

ratoire des radiations do MIT (Hall-1940), (Nichols-1947) et au laboratoire de Bell Telephone

11
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(Bode-1988).

- Développement de I'analyse stochastique (Kolmogorov-1941), (Wiener et Bigelow-1942).

- Développement de la théorie de I'information (Shannon-1948) et de cybernétique (Wiener-
1949).

- Période classique de développement de la théorie des servomécanismes (Smith-1942), (McCall-
1945), (Evans-1948), (Ziegler-Nichols-1942), (Truxall-1955).

1960 — 1980 : Période moderne avec de développement de I'industrie aéronautique et spatiale.
Les techniques fréquentielles classiques ne suffisent plus et des techniques temporelles appropriées
doivent étre proposées pour faire face aux problémes non linéaires, temps variant et de commande
optimale rencontrés en particulier dans le domaine spatial.

- Théorie de la commande non linéaire (Hamel-1949), (Tsypkui-1955), (Popov-1961), (Yakubovich-
1962), (Sandberg-1964), (Narendra-1964), (Dessor-1965), (Zames-1966).

V.M.Popov propose le critére de stabilité (dite de Popov) pour I’étude du probléme de sta-
bilité absolue proposé initialement par Lur’e et Postnikov en 1944. Ce travail est prolongé par
Yakubovich qui relie les travaux de Popov et ceux de Lur’e. Ces problémes de stabilité absolue
sont & bordés a travers la théorie de la stabilité de Lyapounov alors que les problémes de sta-
bilité entrée-sortie sont ensentiellement étudiés par Sandberg et Zames donnant naissance aux
théorémes du faible gain, au critére du cercle et de la passivité.

- Théorie de la commande optimale et théorie de I'estimation, introduction du formalisme
d’état (Bellman-1957), (Pontryagin-1958), (Kalman-1960).

R.Bellman établit le principe d’optimalité et développe la programmation dynamique pour
résoudre les problémes de commande optimale en temps discret. De son coté L.S. Pontryagin pose
les bases de la commande optimale avec le principe du maximum qui généralise I’approche d’Ha-
milton. R. Kalman introduit les conceptes d’observabilité et de commandabilité (controlabilité)

insistant, ainsi sur I'importance de la représentation d’état.

Exemple 1.1 stabilisation de véhicule

12
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O )

0 P(t)

Figurel.1:Véhicule

Se probléme revient a ’étude d’une équation différentielle de la forme

St on peut imaginer que le mobile ne poura attiendre l’origine : on décide alors de s’en rapprocher

le plus possible et de formuler le probléme au sens des moindres carrés, de la maniére suivante :

Chercher un controle u a temps fizé T solution de

in ||z [u, o] (T)|* = [Ip [u, 2] (T)* + || [ 2] (T)]].

ab

Nous avons alors affaire a un probléme de contréle optimal.

1980-L’introduction des capacités de calcul étendues et ’extension des logiciels de simula-
tion et d’assistance a la conception s’est traduite par la réunification des théories classiques et
modernes et par I’émergence du probléme spécifique de la commande robuste.

- Théorie de la commande H,, (Zames-1971), (Doyle-1981).

- Théorie de la valeur singuliére structurée (Doyle-1982), (Safonov-1982).

- Introduction de la programmation semi-définie positive.

Exemple 1.2 Economie
L’économie d’un pays est un systéme constitué d’une population (consommateurs-producteurs),
de compagnies, de bourses, ect.L’état de ce systéme est une collection importante de données (sla-

laires, profits, cotts de production, taux d’inflation, chémage, ect.)On peut agir sur ce systéme

13
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en agissant sur les tauz, en débloquant des crédits etc. Ces systémes sont toutefois trés difficiles

a modiliser du fait de leur complexité.

Exemple 1.3 Stockage de l’eau dans un réservoi

Entrée

Flotteur

h(t) EAU Sortie

Figurel.2:Réservoir

On considére un résevoir dont le schéma est donné par la figure (1.2) .Le flotteur régule le
niweau de ’equ.L’eau dans le résvoir est le systéme ;le contréle est la position du flotteur.L état a
chaque instant est un vecteur constitué par la hauteur de l’eau dans le résevoir h (t), le débit d’en-

trée et débit de sortie de l’eau.

1.2.2 Quelques éléments du controle linéaire :

Représentation des systémes linéaires & coefficients constants :

On appelle systéme linéaire controlé a coefficients constants la donnée de

p
= Ax + Bu Equation dynamique
=Cz + Du Equation de mesure
Y b (1.2.1)
xT (tg) = X9
| G (s) = (C(sI — A)'B+ D)  La matrice de transfert,

ou (I, A, B,C,D) € R™™ x R x R™™ x RP*" x RP*™ avec n, met p € N,z € R" est le
vecteur d’état, to € R est l'instant initial = () = xo € R™ et I’état initial du systéme, u € R™
est le vecteur d’entrée (input), appelé aussi vecteur de controle et y € R? est le vecteur de

sortie (output), appelé aussi vecteur d’observabilité et s € C.

14
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Lorsque les matrices A, B,C et D sont des fonctions d’une variable ¢ € R, on dira que le
systéme linéaire (1.2.1) est a coefficients variables.

- A(t) € R™™ est la matrice dynamique.
(t
(

t

- B(t) € R™™ est la matrice de commande ou d’entrée.
- C(t) € R™™ est la matrice de mesure ou de sortie.
- D )

(t) € R™™ est la matrice de transmission directe.

1.2.3 Probléme de controdle optimal :

On se donne a présent un systéme dont 1’état est décrit par ’équation d’état suivante :

% (1) = f (t,2 (1), u (1)) t €10, +o0[, 7 (0) = 2o (12.2)

u < Uada

I'équation (1.2.2) a une solution supposée unique (cf. théoreme de cauchy — lipschitz) notée
x [u, zo| (.) .Désormais on fixe z.
On se donne alors une fonctionnelle cout J (ou objectif), et on cherche une fonction de

controle qui rend minimale cette fonctionnelle. On choisit J par exemple de la forme

I (z,u) = [ ®(x(t),u(t))dt,

et on cherche & résoudre

min J (x,u)
=z u,z0] () Equation d’état. (P)

u € Uad C U, contraintes sur le controle.

OouT >0.

Deux question se posent alors :

-résoudre le probléme de 'existence d’un contréle optimal

-trouver un moyen de le calculer s’il existe. Pour cela, on va écrire des condition d’optimalité.

Boucle ouverte :

15
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On considére un systeme donné par son équation d’état et un ensemble de controle optimal
qui ne dépend pas a priori de I’état du systéme & un moment quelconque. Ce type de stratégie

peut se résumer par la figure (1.3)

Entrée:u Sortie : x

Equation d'état

4
v

Figure 1.3: boucle ouverte

Boucle fermée :

On considére toujours un systéme. L’équation d’état retourne une fonction d’état (controlée) .
On introduit alors une loi de commande qui permet d’exprimer la fonction de controle précisément
en fonction de cet état. L’état du systéme est pris en compte a chaque instant pour déterminer
“en temps réel” la commande. Le controle est alors appelé controle est alors appelé controle est

alors appelé controle feedback. Cette stratégie est schématisée par la figure (1.4)

Entrée : u X . Sortie
Loi de commande

e
>

A4
¥

Equation d'état u=F(x)

Figure 1.4: boucle fermée

La solution ¥ du probléme (P) est caractérisée par les conditions d’optimalité du premier

16
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ordre suivantes :

\

Cas particuliér fondamental :

On se place dans le cas ou

U={vel?0,T) v(t)eU presque par tout },

et ol U est convexe fermé de RP.Alors la relation de

J (©) (v 1) = [} (BB +Ro(t),v(t)—T(t)),dt >0, (1.2.3)

est équivalente a

Vo e Upptel(0,T]  (BP+Ro(t),0—v(1), > 0. (1.2.4)

Autrement dit, pour presque tout ¢ dans [0, 7], Hamiltonien est minimisé pour v = v (t).

Théoréme 1.3 Cauchy-lipschitz : [3]

Le probléme (PM) admet une solution unique.

Démonstration :

C’est un résultat classique d’existence dans espace de Hilbert car J est convexe, continue et
coércive et U est (convexe) fermé. L'unicité provient de la stricte convexité de .J et de la convexité

de U.

On peut toutefois donner une démonstration discréte. Comme J est positive,

m = infJ (v) > 0.
velU

17
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Soit V,, une suite minimisant :
v, €U et J (v,) — m.

Grace la \ convexité, on a

T(2E) < 31T () + 7 (0,)] = 3 o — ull.

D’ou

5 llow = vy < 51 (0a) + T ()] —m,

et par passage a la limite on voit que (v,,) est un suite de Cauchy. I'espace des controles étant

un espace de Hilbert, cette suite converge vers une limite v (dans U car U est fermé). de plus

J est continue : on a donc bien J () = m. Supposons qu’on ait deux solution u et v de (PM).

I'inégalité de A convexité donne encore :

2

0< 2o — vl < 517 (0n) + J (v,)] — m =0.

1.2.4 Controle optimale (Cas sans contraintes sur le controle) :

Détaillons ce que deviennent les condition d’optimalité quand il n’y a pas de contrainte sur

le controle : U = L (0,T)" (ou U = RP) .

Dans ce cas (1.2.4) nous donne

v(t)=—R'B'p(t) presque partout.

On remarque que le controle ne dépend que de la sortie T via p : c’est donc un controle

feedback. Les conditions d’optimalité se réduisent &

L (t) = AT (t) — BR™'B'p(t) + f (t) sur ]0,T[, T (0) = g
(t)=-AP({t) - Q@ () — 2 (t) sw 0,T[,p(T) =D (T

S &I

(T) = 2a(T)).-

(1.2.5)
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On va simplifier encore ces équations pour obtenir plus précisément le résultat suivant :

Théoréme 1.4 [3]

On se place dans le cas sans contraintes sur le controle (U = RP) et on suppose en outre que
f=0etzg=0.

Alors, il existe une unique matrice p(t), n x m, C! sur [0,T], telle que la solution v du

probléme (P), I’état optimal associété T et ’état adjoint p vérifient les relations suivantes :

v(t)=—-R'B'p(t). pt)=pt)T(t), vt € [0,T]. (1.2.6)

La matrice P est l'unique solution de [’équation différentielle suivante, appelée (équation de ricatti)

aP __ —
4P _ _ AP — PA+ PBR'B'P - Q,

sur [0,T7],

P(IY=D . (1.2.7)

De plus, pour tout t € [0,T] la matrice P (t) est symétrique semi-définie positive, et elle est

définie positive si D [’est.

Démonstration :

Dans le cas ou f =0 et z; = 0 les conditions d’optimalité (1.2.5) deviennent

)

4 (4) = AT (t) — BR™'B'p(t) sur ]0,7[,Z(0) =z

B (1) = —AP (t) — QE (t) sur 0,T[, p(T) = DT (T).

55

(1.2.8)

La solution (7, p) de (1.2.8) dépend linéairement de x : en effet T dépend linéairement de x
et p dépend linéairement de 7. Comme on est en dimension finie on peut donc écrire, pour tout

tel0,1]:

T (t) = X (t) wo, P (t) = IL(t) 2o,

ou X et II sont deux applications C* de [0,T] dans 'ensemble des matrices n x n. D’autre
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part X (0) = I,,.

Montrons que X () est inversible pour tout ¢ € [0, T cela, on va montrer que le noyau de X ()
est réduit a {0}, pour tout t. Soit donc t* (quelconque) de [0,T] et x* € ker X (t*) c’est-a-dire
X (t*)a* =0.

Soit t € [0, T — t*] et (z,p) définis par :

z(t)=X({t+t)z" et p(t) =I1(t +t*) a*.

On vérifie que (z, p) est solution du systéme (1.2.8), avec T'— t*a la place de T et 0 a la place
de z*. Ou le systeéme (1.2.8) qui est linéaire admet aussi (0,0) comme solution. D’aprés 'unicité
de la solution, on en déduit que x = 0 et par conséquent * = 0. On a donc prouvé que la matrice

X (t) est inversible pour tout ¢ € [0,7]. On peut donc écrire o = X! () T (t) pour tout ¢ et

Posons

P est de classe C' et on peut écrire la deuxiéme équation de (1.2.8) de la matrice suivante :

B () = —A'P(H)T(t) — QT (t),

sur |0, 7], p(T) =Dz (T).
Comme
Z_]; o - % O +p(0) C;_f _ % () (t) +p(t) [AT — BR'B'B(t)]
dp
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on obtient

() +p(t)A—p(t) BRT'Blp(t))T(t) = — (A'p(t) — Q)T (t),

c’est-a-dire pour tout ¢ € [0, 7]

(Z(t)+p(t)A—p(t) BR'B'p(t) + A'p(t) — Q) T (t) = 0.

D’autre part, cette relation est vraie quel que soit le choix de zy. comme 7 (t) décrit R”

lorsque xy décrit R™, on obtient I’équation de Ricatti annoncée. La condition finale est donné par

p(t) =Dz (T) =p(T)z(T),

qui entraine P (T') = D.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz appliqué a ’équation de Ricatti montre que celle-ci a une
solution unique. Comme p' est aussi solution de cette équation, on déduit par unicité que p ()
est symétrique.

Il reste & montrer la positivité de p. Pour cela, nous remarquons que

%(E(t),ﬁ(t»n = <‘§f (1), To(t>>n+<f(t)%(t)>n
— (AZ(t) — BR'B'B(8),p(1)) — (T(t), A'B () + QT (t)),
= —(BR'B'p(t) ,ﬁ(t)>n — (T (1), QT (1)),

En intégrant entre t et T" on obtient

(@ (t),D(1), = (DT(T),Z(T)), + [, (R'B'D(s),B(5)),ds + [, (QT (s),% (s)),,ds,

c’ést-a-dire
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(z(t),p()z(t), = Dz (T),z(T)), = 0.

Comme T (t) décrit R™ lorsque xy décrit R™, on obtient la positivité de p (t) (définie si D l'est aussi) .
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Chapitre 2

Application des méthodes de trajectoire
centrale sur le probléme de contréle

optimal (cas égalité)

L’objectif principal de ce chapitre est de mettre en évidence 1’étroite relation entre la théorie
du controéle optimale et les méthodes de point intérieurs suivant :
1- Méthode de la trajectoire centrale non réalisable pour la (CQP)
2- Méthode de la trajectoire centrale réalisable pour la (CQP) .

2.1 Meéthode de la trajectoire centrale non réalisable pour
la (CQP) :

On consideére le programme quadratique convexe (C'QP) suivant :

min {$2'Qz + 'z : Az = b,z > 0}, (CQP)

m*n

oll ) € R™™ est une matrice symétrique semi définie positive, A € R est une matrice de

rang plein, ¢, x € R" et b € R™.
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Chapitre 2. Application des méthodes de trajectoire centrale sur le probléme de
controdle optimal (cas égalité)

On associé & (CQP) le probléme paramétrisé (CQP,) suivant :

min{f, (z): Az =b,x >0}, (CQP,)

ou

fu(z) = 32'Qu + cfw — uZln (@), > 0.

=1

La solution x(p) est définie d’une fagon unique par des conditions d’optimalité de Karush-

Kuhn-Tucker(K KT) suivant :

Qr+c—pXte— Aly=0
[Az=0 |
Ot y € R™ est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte Ax = b du probléme

(CQP,).
Posons : s = uX tavec s € R, le systéme (K KT) devient :

(KKT)

’Ax:b,x>0‘ (S.)

Notons que (S,,) correspond aux conditions de complémentarité pour un probléme de pro-
grammation quadratique primal-dual.

Le systéme (S,) désigne aussi les conditions d’optimalité du probléme dual paramétrisé

(CQD,,) suivant :

max {bty — 32'Qu + /LZ In(s;): Aly+s=Qx+c,s > 0} . (CQD,)

i=1

En effet, les conditions d’optimalité de(/K K'T') pour ce dernier probléme sont données par :
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controdle optimal (cas égalité)

’b—Ax:O ‘
uS~te—x =0 (S.)
Aly+s=Qx +c.

Ou z € R7, est le multiplicateur associé a la contrainte A'y + s = Qz + c et S = diag
(s1,-..8n).D’00 (S}, est équivalent & (S, )

Le systeéme (5, ) est un systéme d’équations non linéaire. Pour cela, la méthode de Newton est
envisageable pour sa résolution. A chaque p > 0 on trouve une solution approchée(z (1), y(u), s(u))qui
doit étre réalisable (Conditions de faisabilité).

Pour controler la faisabilité et 'optimalité, on introduit la fonction de mérite suivante :

oz, y,s) =als + || Az = b||, + |A%y + 5 — Qu — ]|, .. (2.1.1)

Nous résolvons le systéme d’équations non linéaire (.S,) a partir d’un point initial

l.O tSO
(2%,9%) > 0, y € R™etp® = %

par la méthode de Newton, on obtient le systéme suivant :

—QAr + AlAy+ As=Aly+s—Qr —c¢
|AAz =b— Ax | (2.1.2)
’xAs—i—SAa::—Xs—l—,ue, ‘

dont la solution est :(Az, Ay, As)

Le nouvel itéré est :

(zt,yt, sT) = (2,9, 5) + a(Az, Ay, As),

ol & > 0 est le pas de déplacement choisi de telle maniere que

(z7,s7)>0et ¢ (z7,y",57) < P(x,y,5).
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controdle optimal (cas égalité)

Maintenant, on donne I’algorithme générique de cette méthode.
Algorithme 1 :

Début algorithme

Soit € > 0(un parametre de précision) ;

on choisi (z°,4°, s%) tel que :(2°, %) > 0

k = O(indices des itérations)

While(¢ (2%, y*, %)) > € do

1 pk = %

2 calculer(Ax, Ay, As), solution du systéme(2.1.2)

3 trouver un pas de déplacement ay, tel que(x®, s*) > 0 et¢ (xF 1 yF 1 F+1) < (2% yF, s¥)
4 mettre a jour (2t YRl sFFL) = (2F oF sF) + ap(Ax®, AyF, As”)
Sposé k=Fk+1

End While.

Fin algorithme.

2.2 Meéthode de la trajectoire centrale réalisable pour(CQP) :

Nous considérons le probléeme quadratique convexe (CQP) et son dual (CQD) sous forme

standard

min {12'Qz + c'x : Ax = b,z > 0} (CQP)

max {b'y — 22'Qr + dz: Aly+ s —Qur=c¢, s >0, ye R™}, (CQD)

ot A € R™" est une matrice, () € R™"est une matrice symétrique semi-définie positive
r,s,c € R" et b € R™.
Nous supposons que les problemes(CQP) et (CQD) satisfait aux conditions de points stric-

tement intérieurs, il existe une solution initiale(x?, y", s%)de telle sorte que :
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controdle optimal (cas égalité)

Az’ =b, 2° >0, A% +°=Qa" +¢, >0, ¢° € R™.

Les conditions d’optimalité pour(CQP) et (CQD) sont données par le systéme suivant :

’Ax:b,xZO ‘
Aly+s—Qr=1c¢,5>0 (2.2.1)
| 2ts =0 : |

Si la condition (IPC) détiennent, le i central de(C'QP)et(CQ D )est définie par la solution(z(u), y(1), s(i))

du systéme suivant :

’Aaﬁ:b,xzo ‘
Aly+s—Qr=c,s>0 (2.2.2)
| Ts = [ie, ‘

avec 11 > 0 L’ensemble de p central donne un trajet homotopie, que 1'on appelle le chemin
(trajectoire) centrale du (CQP) et (CQD) :

Si ;4 — 0, la limite de la voie centrale existe depuis le point limite satisfont a la condition de
complémentarité, la limite d’un conduit ¢ solution approchée pour (CQP) et (CQD) :

En appliquant la méthode de Newton pour le systéme (2.2.2), nous déterminons les équations

suivantes pour les directions de descente(Ax, Ay, As)

Alz + Azx) =0
Ally+ Ay) + (s + As) —Q(z + Azx) =¢ (2.2.3)
(x + Az)(s + As) = pe,

Le systeéme (2.2.3) peut s’écrire sous la forme :

[AAz =0 |
A'Ay+ As — QAx =0 (2.2.4)

’sA:c—l—:cAs:ue—xs.‘
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controdle optimal (cas égalité)

Ce dernier peut s’écrire sous forme matricielle :

A 0 0 Ax 0
—-Q A I Ay | = 0 ; (2.2.5)
S 0 X As je — xs

ou X = diag (x), S = diag (s), I est la matrice identité d’ordre n
Le format dans (2.2.5) est adapté a la mise en ceuvre numérique pour déterminer (Az, Ay, As)

et par conséquent le nouvel itéré est donné par :

rt=x+Ax,yt =y+ Ay, st =5+ As.

Maintenant, nous introduisons une norme de mesure de proximité définie comme suit :

Pour mesurer la proximité de points réalisables pour la trajectoire centrale. Nous utilisons

S(ws, p) = %

2

également une valeur seuil 0 < 3 < 1 et nous supposons que le point initial (z°,9°,s°) est

(xO)tsO

strictement réalisable de telle sorte que d(z%s?, u°) < 8 pour u° = -

Dans ce qui suit, on présente l'algorithme primal-dual de la méthode de la trajectoire centrale
réalisable pour résoudre un programme quadratique convexe.

Algorithm 2 :

Début Algorithme

e > 0 (un parametre de précision) ;

un parametre de mise a jour #, 0 < 0 < 1

un parametre de seuil 3; 0 < g < 1
0150

(z9)s

un point initial strictement réalisable (29, y°, s%)tel que 6(2°s%, u®) < B et p° =
k=0
While (nu*) > e do

n

1 calculer(Az, Ay, As) solution du systéme (2.2.5)

2 mettre a jour (xF L AL P = (aF o sF) + (Ax, Ay, As)
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3 poser pft = (1 —0)uf = (1 - 6)# et k=Fk+1
End While.
Fin Algorithme.

Exemple 2.1 (cas de contrainte égalité)

ict, © 2 [0,T] = R™, w:[0.7] — R", L:R™ xR" x [0,7] — R, & : R™ — R.

On peut s’écrit ce probléme ce la forme d’éscréte suivante :

N
min Z Lz (ZL‘Z', uz) +®N (ZL’N+1) s
B (2)
Titr1 = fz (IZ’,UZ‘), T; , U Z 0 1= 1, ceey N,ZEl f’Ll‘é

Dans ce exemple Bande de la matrice des coefficients qui est pris en compte & chaque itération
dans ce exemple nous concentrons sur une méthode linéaire-quadratique version du probléme

discret cela peut étre formulé comme

N
: T T 1(.T T T T 1,.T
min E TP+ 2 Tt (xz Qi + 2x; Riu; + u; Sui) + 2N 1TN+1 5Ty ON TN 11,
i=1

Tit1 = Az(L’Z + Bzuz + Si, €T; , U Z 0 1= 17 ceey N, $1f’b$é

(3)

Le Lagrangien pour (3) est

L(w,u,p) = Y0 Li (s, w) + d (2n41) + Doy pEy (@i — fi (zi,w2) -
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Remarque :La dérivée partielle de probléme de Bolza et les contrainte mixte (1) est :

dL L+ dh® 0

[EN— _w P

dz dz

h(z) = 0.
Nous supposons que la condition de convexité :
Qi R . ‘ » .
est semi défini positive pour i =1,..., N. (4)

RT S,

QN1 est semi défini positive.
Les conditions de suffisance de la deuziéme ordre pour (3) avoir une solution locale isolée sont
plus faibles que cela est en pratique pour beaucoup de probléme.
Nous passons maintenant a le probléme de contréle optimal (3)et décrivons la structure spé-
ctale pour ce probleme .Nous supposons que x; € R™, ¢ =1,.... N+1letu; € R™ ¢ =1,..., N pour
la simplicité de [’exposition supposent que le nombre de contraintes auxiliaires a chaque étape est

fixé & m en introduisant des variables adjointes p;, i = 2,....N + 1

Qi+ Riwi + zi — Al piy1 +pi =0, 1 =2,...,N;
ON+1ZN+1 + 2n+1 + P+ = 0;

RiTul-—l—Siui—i-n—BlTpiH :0, 1= 1,

Tipy1 — Az — Biu; = s;, i=1,...,N;

Les états x;, les controles u; correspondre a les variables primitives z; et p; les correspondre a w.

Nous ordonnons maintenant les variables comme suit :

(Ouy, Opa, 079, OUy, ..., UN, PN 11, 0T N 41) -
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Si nous ordonnons les équations (5)de maniére similaire la matrice des coefficients est

S, —BT
-B, 0 I
I Qs

I

I Qi

Rf

—A;

R, —AT
s, B
—B; 0 I
I Qin
1
I Qna

Cette matrice a une dimension (n) (2n + m)

au SQP itérate (x,u,p), nous définissons

0?L
Qi - 8_1712’
0L
S 8.731 ’
Ofi
A. e
‘ 8.731 ’

Et résoudre le probléeme quadratique linéaire qui en résulte pour obtenir le SQP étape

X (n)(2n 4+ m).

0?L 0?L
oL o
L ou;’ C apiJrl’
afi
B, = )
! 8u,
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Chapitre 3

Application des méthodes de trajectoire
centrale sur le probléme de contréle

optimal (cas égalité et inégalité)

Nous examinerons cette section pour appliquer les méthodes de trajectoire centrale sur les
problémes des controles optimaux avec contrainte mixte ot notre étude est limitée sur les pro-

blémes de la forme de Bolza.

3.1 L’algorithme de méthode de trajectoire centrale pour
les programmations convexes quadratiques :

On considére le probléme :

1
min §zTQz +clz, Az =0, Cz <d, (3.1.1)

ouz€eR" beR™ deR™etc, et Q est semi définie positive. Nous supposons que (3.1.1)
a une solution optimale (z,v) = (z*,v*) ol v est vecteur de pantalons pour contrainte d’inégalité

double de (3.1.1) est :
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1
max —§UTQv—bTw—dTy, Qv+ AT w+CT y+c=0, y=>0. (3.1.2)

La relation entre le probléme (3.1.1)et(3.1.2) est décrite dans la proposition suivante :

Proposition 3.1 (i) Si (3.1.1) a une solution optimale (z*,v*), alors il existe w* et y*tel que
(v,w,y) = (2%, w*, y*) est une solution optimale pour (3.1.2) inversement, si (3.1.2) a une solution
optimale , alors aussi (3.1.1)
(17) Si (2*,v*) et (v*,w*,y*) sont solution optimale de (3.1.1) et (3.1.2) respectivement puis
(y*)" v* = 0 inversement si (v*,w*,y*) est une solution réalisable de (3.1.2)
tel que z = v*,v = d — Cv* sont réalisable dans (3.1.1) and (y*)" (d — Cv*) = 0 puis

(v*,d — Cv*) et (v*,w*,y*) sont solution optimale de (3.1.1) et (3.1.2) respectivement

Puisque nous avons supposé qu’il existe une solution primordiale il résulte de proposition

qu’il y a un quatuor (z,v,w,y) tel que :

Qz+Atw+Cly+c¢=0 (3.1.3)
| —Az+b=0] (3.1.4)

| v=—-Cz+d>0] (3.1.5)
y>0 (3.1.6)

y"v = 0. (3.1.7)

Si (z,v,w,y) est réalisable par rapport a les quatre premiéres de ces conditions (3.1.3)

(3.1.6) puis
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y'v =y (d—Cz)
=yTd - 2" (—c— Qz — ATw)
=yTd+ Wb+ 27Qz + 2Tec.

Alors (yTv) la différence entre les valeurs de fonction primale et duale.

m

W (y,v) =p,In (y"v) — Z In (y;v4), (3.1.8)

=1

ou p, est une parametre de barriére fixe en plus d’éléments de F'y, c’est désirable pour chaque

itération rester au voisinage d’un chemin central défini par

C={(v,y) € Fi |vy; = (vTy) /m, i=1,..,m} . (3.1.9)

Maintien de la proximité au chemin central aide & retenir la propriété d’intériorité stricte et
facilite ’analyse de convergence.

En général, chacun étape de la méthode vise a conserver la faisabilité par rapport a (3.1.3) (3.1.6),
tout en se rapprochant au chemin central et ou en réduisant le saut de dualité, les deux derniers

objectifs peut étre satisfaite en effectuant une newton comme la linéarisation de I’équation

ViYi = W 1=1,...,m,

ou plus,

(3110

ou

M = diag (v1,v2, s Um), Y = (Y1, Y2, -0y Ym) , € = (1,1, ..., l)T.

Et p > 0. Si nous mettons g = 0 alors nous sommes viser clairement pour satisfaire la

condition de complémentarité (3.1.7) sans attribuer d’importance au chemin central alors que si

nous mettons p = (ykTvk) /m ol (vk, yk) est l'itinéraire actuel alors nous visons se rapprocher
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au point le plus proche sur le chemin central en quelques sortes tout en ne réduisant pas 1’écart
de dualité comme on le voit ci dessous p est souvent choisi pour se situer strictement entre ces
deux extrémes donc c’est ¢a satisfait partiellement les deux objectifs.

Nous notons ici que (3.1.3) (3.1.7) est un probléme de complémentarité linéaire dans lequel

la matrice des coeflicients

Q AT ¢T
~A 0 o0 |,
—C 0 0

est semi définie positive. Le point de complémentarité linéaire lorsque 'on discute de la
convergence des algorithmes des points intérieurs et en décrivez le choix d’un point initial comme
dans ce que suit :

L’intérieur cadre de point peut maintenant étre spécifie supposons une point initiale (z°, 2%, w?, 3°)
qui satisfait (3.1.3) — (3.1.6), avec des inégalités strictes (3.1.5) — (3.1.6) est disponible. A I'iti-
néraire actuel (2", 0", w*, y*), nous générons la direction de recherche (§2*,d0v%, dw*, 6y*) en

résolvant le systéme de équation :

(
QzF + ATowk + CTéyk =0
AdZF =0
(3.1.11)
CozF + vk =0
\ YE§uR + M*Sy, = pe — YEMPe.
Alors : élimination de 6v* on a :
Q AT cor 5" 0
A 0 0 swk | = 0 . (3.1.12)
c 0 - (Y’“)flM’C Sy* — Ly (yk)fle—i—Mke

Maintenant nous avons
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L = 2K 4 0,628 vF T = oF 4 0,60F Wbt = wF + 00wk,

Yt =yt + Okoy",

ou 0}, est choisi conserver la faisabilité de la nouvelle itération par rapport a(3.1.3) — (3.1.6),
entre aures les algorithmes de réduction de potentiel choisissent p;, dépend de ’écant de dualité :

spécifiquement

o = B A =0l T, (3.1.13)

ou la valeur de p,;, sera discutée ci desons, 6}, est un suite choisi de soit que

v (yk + 0,0y%, vF + Hk&)k) .

Atteint au moins une certaine constant réduction par rapport a ¥ (yk,vk), ou VU est défini
en (3.1.8), le résultat suivant peut étre utilisé pour démontrer complexité polynomiale de ’algo-
rithme de réduction de potentiel de base. pour linéaire probléme de complémentarité sous forme
standard, mais peut étre facilement étendu au probléme de complémentarité linéaire <mixte>

(3.1.3),(3.1.7) .

Théoréme 3.1 [6]
Supposer que :
1— l’ensemble C' est non vide.
2 — pp = pp = m~+/m dans (3.1.8) et (3.1.13).
3—m > 2.
4 -0, =04

. k .
ming—1...m /y¥okj

(ykMk)_% (%}:e_ykMke)

. Alors les itérations produit par ’algorithme du point

intérieur satisfaire.
Supposons que U'hypothése du théoréme (3.1) tenir, et laisser L étre n'importe quel nombre

avec

L>—W(y’ ) /y/m.
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Alors les itérations généré par l’algorithme sera satisfaire

Ay =y ok <e k.

pour tous

k>5[ (y°0°) + v/mL].

Le résultat suivant forme immédiatement théoréme (3.1) en ensemble avec le fait que

W (y,v) < —v/mL = yTv <e

La complexité polynomiale se produit si

¥ (y°,0") = O (y/mL).

De puis I’époque l’itération est polynomiale dans la taille du probléme (4 proprement parler l’hy-
pothése standard que toutes les données dans le probléme (3.1.1) est rationnel est également
nécessaire) ’algorithme du théoréme (3.1.2) certainement ne devrait pas entrainer superlinéaire
convergence et choix de p,, py, et O sont détendus. Cependant les choix de p,, et 0}, cette rendez-

vous le plus efficace possible les algorithmes se situent en dehors de la portée de cette analyse.

5

initialement : — mht

Pmin
la k—®m¢itération :p, « max (pmin, Aik) ;
calcules I’étape (52’“, vk, dwk, sw, 5yk) :

ensemble 0, = max{&/& < 1,y¥ +05yF > 0,0F + 060F > 0,i =1, ...,m} ,

Si ék <5 pUiS Pmin < 5 * Pmin’
Si 9k =1 puis Pmin < 2% Prmin;
Si 0, =1 puis 0, < 1 puis 0;, — S30.

tel que 3 est constante
Dans notre expérience, le choix de p, devrait étre manipule pour étre, aussi large que pos-

sible tout en permettant des longueurs d’étapes 6, de 1,puisque ces étapes étaient habituellement
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observé a la plus grande réduction de I’écart de dualité la heuristique ci-dessus a été trouvé. Apres

une certaine expérimentation pour réussir. le choix p, = Aik (qui prend effet pendant les derniéres itérations) .

3.2 Forme Bolza d’un probléme du contréle optimal avec
les contraintes mixtes :

Le probléme du controle optimal d’une équation différentielle ordinaire de valeur initiale, avec

les objectifs de Bolza et les contraintes mixte s’écrit ce la forme :

mm/L(m(t),u(t),t)dt+<1>f(x(T)>,

T (3.2.1)
z (t) = f(z(t),u(t),1), 2 (0) = Tipat,

[ g(@(),u(t),t) <0, t€[0,T], g7 ((T)) <0,

ici, z: [0,7] = R™, u:[0.7] — R", L:R" x R™ x [0,7] — R, &;: R" — R,
g :R™ xR™ x [0,T] = R", gf: R" — R".

On peut s’écrit ce probléme ce la forme discrete suivante :

( N

min Z Li (wi,u;) + N (wn+1) |
G

3.2.2

Tit1 :fl (xi,ui), = 1,...,N, T fZLCé, ( )

gi (‘T”L?uz) S 07 1= 17 "‘7N’ gf (IN+1) S 0.

\

Dans ce travail : bande de la matrice des coefficients qui est pris en compte & chaque itération

dans ce travail nous concentrons sur une méthode linéaire-quadratique version du probléme
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discrete cela peut étre formulé comme

( N
. T T 1(.T T T T 1.7
min E TP U+ 2 T+ g (:cl Qix; + 2x; Riu; + u; Siui) + 2N TN T 3TN 1 @N TN,
i=1
Titr1 :AZ.I'Z—FBZUl—i-SZ, 1= 1,...,N, T fZ.I’é

\ G+ Hix; < giy i =1, N. Hy 1oyt < gyt

(3.2.3)
Nous supposons que la condition de convexité :
Qi R . o .
est semi défini positive pour i = 1,..., N. (3.2.4)
RT S,

QN1 est semi défini positive.
Les conditions de suffisance de la deuxiéme ordre pour (3.2.3) avoir une solution locale isolée

sont plus faibles que cela est en pratique pour beaucoup de probléme.

Remarque 3.1 La dérivée partielle de probléme de Bolza et les contrainte mizte (3.2.1) est :

dL+th +dg _ 0
dz dzw dz7

h(z) = 0

g(z) <0 y>0 y'g(z)=0.

3.3 Application de méthode de trajectoire centrale sur le
probléme de controéle optimal :

Nous passons maintenant au probléme de contrdle optimal (3.2.3), et décrivons la structure
spéciale du systéme (3.1.12) , pour ce probléme. Nous supposons que x; € R™ i =1,.... N+ 1et
u; € R, 4 =1,..., N . Pour la simplicité de ’exposition supposent que le nombre des contraintes
auxiliaires a chaque étape est fixé a m en introduisant des variables adjointes p;, 7 = 2, ....N +1qui

sont multiplicateurs de lagrange pour ’équation d’état et des vecteurs d’écart v;, e =1,..., N +1
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et les vecteurs multiplicateurs de lagrange v;, ¢ = 1, ..., N + 1 pour les contraintes auxiliaires nous

arrivons a un ensemble des conditions d’optimalité qui correspondent a (3.1.3) (3.1.7)

Qiwi + Roui 4+ 2 — Al pigr +pi + Hl'yi =0, i =2, N;
QN+1TN+1 + 2N+1 + PN+l + H],Z\—[‘_A'_]_yN—i-l =05

Rlw; + Spu; +r; — Bl pisa +Gly; =0, i=1,...,N;
Tiy1 — Aixy — Biu; = 84, i =1,..., N;

(3.3.1)
Giui + HZQTZ +v; = g, 1= 1, ...7N;

Hyi1Z N1 +Ung1 = N+

'UZZO, yle, 221,,N—|—1,

viy;=0,i=1,...,N+1.

\

Les états z;, les controles u; correspondre & les variables primitives z; et p; les correspondre

a w. Nous ordonnons maintenant les variables dans le systéme (3.1.12) comme suit :

(0uy, oY1, Opa, 02, S, 8Ya, ..., OUN, OYN, ODN 41, OTN 11, OYN+1) -

Si nous ordonnons les équations (3.3.1) de maniére similaire la matrice des coefficients dans

(3.1.12) est
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S Gf -Bf

G, —-VF 0
B, 0 0 I

I Q@

I
I Qvy Hiy

K
Hyy1 =V

(3.3.2)
ou V¥ = diag ((vf), / (W), (vF), / (yF), ) cette matrice a une dimension N (2n, 4 n + m)+
m et bande passante (2n; + n. +m — 1) et donc peut factorisée en O (N (ns + ne + m)3) opéra-
tion la substitution en avant avec les facteurs triangulaires résultants prend O (N (2ns +n. + m)2)
les opérations.
pour le probléme non linéaire (3.2.2), Papplication de programmation quadratique séquen-
tielle (SQP) donne lieu aux problémes de la forme (3.2.3), pour le cas dans lequel des contraintes

auxiliaire sont absentes le lagrangien pour (3.2.2) est :

N

L ('Ia U, p, y) =L (x,u,p) + Zszgz (xia ul) + y%+1gf (xNJrl) )
=1

ou
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N N

L(z,u,p) = Z Li (i ui) + oy (2n41) + ZPZTH (@ir1 = fi (@i, w))

=1 =1

au SQP itérate (x,u, p,y), nous définissons

0 - PL o L L
Y ox2 T Owou, T O0u?
oL oL oL
Zi = Si 9i = —9i (i, u;)

8!137;’ "= 3ui’ B apiﬂ’
ofi df; dg; 09
‘ (%cz ’ ‘ (‘?ul ’ ‘ (91’1 ’ GZ auz

Et résoudre le probléeme quadratique linéaire qui en résulte pour obtenir le SQP étape.
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Conclusion

Les méthodes des trajectoires centrales jouent un role important en théorie du controle
contemporaine, en particulier pour le calcule de controle optimal Les objectifs de ce mémoire
sont :

- Présentation de quelques méthodes de trajectoires centrales.

- quelque applications pour le calcule de contrdle optimale (cas quadratique)



Bibliographie

[1] Arzelier. "Représentation et analyse des systémes lineaires". Version 5.2,07 Avenue du colonel

Roche 31077 Toulouse cedex 04 France.

[2] El Amir DJEFFAL. Etude de quelques algorithmes de points interieurs pour la program-
mation convexe. Université de Hadj Lakhdar -Batna-Faculté des Sciences ,Département de

Mathématiques. 10 septembre 2013.

[3] Maitine Bergounioux. Optimisation et controle des systémes linéaires (cours et exercices avec

solutions).Dunod,Paris,2001 ISBN 2100056263.

[4] Mohammed Ouriemchi. Résolution des problémes non linéaires par les méthodes de point

intérieurs. Théorie et algorithmes. Universit e du Havre. 13 jan 2006.
[5] P. Apkarian. "Eléments de la théorie de la command robuste". 1993.

6] STEPHEN J.WRIGHT. Méthodes de point intérieur pour un controle optimal des systémes
a temps discret. Mthematic and Computer Science Division, Argonne National Laboratory,
IL60439.Research supported by the Applied Mathematical Sciences subprogram of the office
of Energy Research , U.S.Department of Energy, under contract W-31-109-Eng-38.

44



