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R ésumé

[e but Se cc mémoire est S chercher Ses fonctions q—aﬂafogues (7ui cotwerge vers le cas standar$
7ucmb q tends vers 1) aux fonctions spéciales usuclles, a partir Ses éﬂuatiom aux g-differences. L

q-symbole be )Ooo%ammer et fe cacfficient q-binomial jouent un role trés important Sans cette étule.

Lopératenr ot fa q—intégrale e Jackson sont aussi présent.

%st ract

Ohe main object of this bissertation is to construct functions g-amalogues (u?fg’iolz’ converge to the
standard casc as g gees to 1) of usual special punctions as solutions of some (-difference eﬂuatims.
he q—poo%ammer sympbol as well as the g—binomial cacfficient fave a pivotal role in this stuby.

Wc 7ac1€son’s g—operator and q—iﬂtegraf are present as well.
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Tntroduction

Lopéteur D a trouvé son importance depuis la publication du papier de E H. Jackson au
Transaction Royal Society of Edinburg en 1908. L'auteur propose notamment des
équations aux ¢g-différence dont les solutions constituent des fonctions g-analogues
élémentaires comme 'exponentielle et les fonctions trigonométriques. Il construit entre
autre une g-intégrale comme étant I'inverse a gauche de son opérateur. Ainsi, ce paper a
permet au gens par la suit de voir les choses autrement. Quelques années plus tard, Hahn
propose une généralisation de l'opérateur de Jackson en combinant ce dernier avec
I'opérateur de différence Lambda, i.e. 'opérateur de hahn est le suivant

flgx+w)— f(x)
(gx+w)—x

Dq,wf(x) =

C’est ici ot Hahn a réussi sa construction des familles de polyndmes orthogonaux basic
(g-analogues) toujours comme solution des équations aux g-différences linéaires. Le
papier de Hahn est de trés grande importance dont les résultats sont de grande valeurs et
tres significatifs. Hahn propose également deux définitions g-analogues a la transformée
de Laplace a I'aide de la g-intégrale de Jackson. On y trouve aussi d’autre définitons dans
la litérature.

Le coefficient g-binomial et les fonctions g-exponentielles apparait notamment dans les
recherches d’Euler [8]. Le coefficient du développement de la fonction E4(x) en termes de
x" a été déterminé par Euler d'une maniere remarquable et trés simple. En effet, cette idée
est toujours la clef dans les démonstarations dans la théorie des g-nombres.

Lobjet de ce mémoire est de présenter la richesse du g-calcul d'une maniere simple en
construisant des fonctions g-analogues a partir des équations aux ¢g-différences, et
montrons qu'on a en plus des propriétés cachées qui se voit uniquement dans le

g-analogue, afin de convincre les gens, en particuler les physiciens, d'utiliser le g-calcul.

Ce mémoire comprend trois chapitres, dans le premier chapitre, on a essayé d’expliquer le
lien et la correspondance existant entre le cas standard et son g-analogue d'une maniere
ou d'une autre. Ce chapitre fournit évidemment un apercu sur chaque idée introduite.
Plusieurs propriétés intéréssantes concernant le coefficient g-binomial, I'opérateur de
q-différences et la g-intégrale de Jackson sont clairement démontrées.

Le deuxieme chapitre est aussi un apercu sur 1'idée de construction des fonctions
g-analogues a partir des équations aux ¢-différences. Les fonctions exponentielles,
trigonométriques et les fonctions Gamma et Beta sont introduitent de différentes




manieres selon l'intérét de 'auteur. Ainsi, les normalisations utilisées dans la litérature
dépent de leurs fonctions et leurs roles.

Dans le troisieme chapitre, est consacré a I'étude de la g-transformée de Laplace et ces
propriétés en regardant sa correspondance usuelle. Malheureusement, le calcul de son
inverse provoque beucoups de questions, dont la solution est toujours possible dépendant
de la nature et le lieu de la solution cherchée.




Chapitre 1
Préliminaires

Ce premier chapitre est une introduction constructive du coefficient g-binomial ainsi que
I'opérateur de Jackson et son inverse a droite. En s'intéresse en premier lieu a donner un
certain nombre de formules concernant le coefficient g-binomial, la g-factorielle, le
q-polyndme, etc. On y présente ainsi une richesse des identités trés intéréssantes non
seulement parcequ’elles sont tres jolie, mais notamment aussi lorsqu’elles présentent un
modele combinatoire en démonstartions. Nous mentionnons, entre autres, I’histoire de
son développement et son apparence dans d’autres domaines. On s’intéresse par la suite a
I'opérateur de Jackson et ces proriétés élémentaires avec parfois une démonstration
succincte. Enfin, un apercu sur la construction d'une version g-analogue pour l'intégralle
définie et impropre est présenté. En conclusion, toutes les notions et les formules
semblent assez naturels.



Chapitre 1. Préliminaires

1.1 Une extension de la factorielle

Dans ce mémoire la lettre g désigne un nombre 0 < g < 1.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous allons adapter une notation mathématique que
nous devrons utiliser a plusieurs reprises. Pour commencer, rappelons que le symbole de
Pochhammer ou la factorielle généralisée, est utilisé pour représenter la factorielle
croissante

(a)g=1, (@p=a(a+1)(a+2)...(a+n-1), n=12,...
alors que le symbol (a), est utilisé pour représenter la factorielle décroissante, i.e.
(@yp=(a-n+1),=aa-1)(a-2)...(a—n+1), n=12,...

La notation précédente a été utilisée par Crelle, mais c’était Appell qui a attribué le nom
Pochhammer pour ce symbole a cause de sa large utilisation par Leo Pochhammer. Il est
usuellement utilisé dans les fonctions hypergéométriques et en combinatoire. Les
fonctions introduites plus haut, disposent de nombreuses propriétés, elles sont liées, en
particulier, au coefficients binomiaux par les relations particulieres suivantes

(@n [a+n-1 ot (@yn _|a
nl n n  \nf

En outre, une contribution trés importante dans le développement de I'analyse

combinatoire est due a Euler qui a introduit la fonction gamma comme extension
naturelle de la factorielle, i.e. n! = I'(n +1). En effet, les symboles de Pochhammer peuvent
s’écrire a I'aide de la propriété I'(a+ 1) = al'(a) de la fonction I d’Euler, sous les formes

suivantes
I'(a+n) I'la+1)

—_— ayp=—"".
T (a) Wn= e
Dans I'histoire de la factorielle et du binomial, il semble que le point décisif qui a motivé

(@), =

Heine d’introduire les foctions hypergéométriques g-analogues (dite aussi basique) en
1848, n’était aucun des travaux de Gauss ni ceux de Jacobi, mais plutot les techniques
utilisées par Euler qui a su le faire en introduisant un parametre supplémentaire pour
comparer deux quantités en x et gx. Pour mettre les points sur les i, donnons d’abord une
définition

Définition 1.1 Pour tout entier positif n et tout complexe a, le q-factoriel (ou le q-symbole
de Pochhammer) est définit par le produit suivant

n-1

(@a),=[1(1-ad')=0-a(1-aq)(1-ag®)...(0-aq""), n=1, @D
i=0

1.1. Une extension de la factorielle



Chapitre 1. Préliminaires

avec (a;q), =1.

En revanche, le quotient

1
[n]:=[nlg= ] =l+qg+qg +---+q" (1.2)

est appelé le g-nombre (ou le g-analogue du nombre 7n) a cause de la limite suivante

l;linl[n]q =n.

Remarque 1.1 Le symbole de Pochhammer et son q-analogue, peuvent s'etendre a l'infini
comme pour les entiers a signe négatif a l'aide des formules suivantes [3, 12]

(@q)_,= ! = ! :(_%)nq(g) n=0,1,...
Ut (1-ag ) (1-aq7?)...(1-aq™)  (aq7%q),  (Lq), -
(a;q)mzn(l—aqk), lg] < 1.

k=0

Nous profitons ainsi de cette introdution pour mentionner une motivation pour les
g-analogue d’'un point de vue combinatoire. Sachant que le n! est le nombre de
permutations de longueur n, sont g-analogue compte les permutations de longueur n en
gardant trace du nombre d’inversions. En d’autre termes, si I’on note inv(w) le nombre
d’'inversions de la permutation w et que S, est '’ensemble des permutations de longueur
n, on trouve

Y g™ =1.(1+q).01+g+q¢*)...0+g++g"?).(1+g+-+g"")

wesS,

=[140214... 14

Définition 1.2 Le g-analgoue de la factorielle, connu aussi sous le nom “q-factorielle’, d'un
entier positif n est définit par

(4:9),,
[n]l:=[n]gl=[11402]4...[0lg = —. (1.3)
q ql=lq q (1_q)
Ainsi, le coefficient binomial est définit par
nl _ (@4, 1.4
k . [k]'[n - k]! (q;q)k(q;q)n_k' '

Rappelons quelques propriétés élémentaires de la g-factorielle qui seront utilisées par la
suite.

1.1. Une extension de la factorielle
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Proposition 1.1 Le coefficient q-binomial vérifie les récurrences suivantes

» [ .
k| |n—-k )
: :q q
n rln—1 n—1 n-1 nk|n—1

= = 1.
A " k-1 k k-1 (1.6)
L " 1g q q

Preuve. La premiere identité est triviale. Pour démontrer la deuxieme identitié, il suffit de
remarque qu’'on peut écrire, pour 1 < k<n-1,

[n]:(1+q+---+qk‘1)+qk(1+q+---+q”"“‘l)
= [kl + g*[n-k].
Ainsi,
ni_ [n—1]![n] _ [n—1]![k] +[n—1]!qk[n—k]
k q (k' [n—=k]! [k]'[n— k]! (k]! [n— k]!

ce qui prouve la premiere égalité a gauche de (1.6). Pour 1'égalité a droite, il suffit
d’appliquer la premiere égalité a gauche de (1.6) al'identité (1.5). m

Il existe notamment des démonstartions purement combinatoire des identités (1.5) et
(1.6). Actuellement, le coefficient g-binomial et ces identités attirent beaucoup plus,
I'attention des combinatoriciens. En effet, la plupart des identités g-binomiales ont été
découvert a partir d'un probleme purement combinatoire, et ainsi de la théorie des
nombres, ou-bien d’'un modele combinatoire (codage) pour certain objet mathématique
(comme l'exemple de la g-factorielle mentionner plus haut). L'usage d'une preuve
combinatoire permet, entre autres, de résoudre un modele convenable de deux c6tés (ou
de deux manieres) et comparer ensuite les deux formules.

Parmi les sommes des fonctions hypergéométriques, le théoreme du bin6me fournit sans
doute la formule la plus importante, donnée ici en terme du symbole de Pochhammer par

y Wen_q g <l

n=0 n!

Nous allons démontrer que son g-analogue est la formule suivante

Théoreme 1.1 On a la somme suivante

5 (4:9)n_n_ (924)o

. lzl<1, Igl<1. (1.7)
=) M C)

1.1. Une extension de la factorielle
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Preuve. Notons le membre a gauche de (1.7) par f,(z). Calculons d’abord la différence

0 fan( = 3 B aia)y 2 (120") (@d4),y

i (4:9), P} (9;9),
S0 7
Z ((qch)n H2" = —az2faq(2). (1.8)
k=1 n—1

D’autre part, on a

fa(2) = falqz) = i (af ), (2" —q"z") = i (fl;—q)”z”

k=1 (q’ q)n k=1 (q’ q)n—l
= (a;q)n+l +1

=) —2Z"" = (1-az) fuy(2). (1.9)
& (aa), q

Eliminons f;,4(z) entre (1.8) et (1.9) on obtient

Ja(2) = —f(qz) (1.10)
En itérant ce processus n — 1 fois en faisant n — oo, on en déduit

(az:q), . . (az4q)y (az;q).,
G, a0 G

puisque g” — 0 lorsque n — oo et que f(0) = 1 d’apres sa définition (1.7). =
Intuitivement, la technique utilisée dans la preuve précédente est tres efficace notamment

fa(2) = (1.11)

dans la résolution des équations aux g-différences comme nous allons voir par la suite.
En attendant, il intéréssant de mentionner deux formules trés importantes de (1.7).
D’abord, en posant a = 0 dans (1.7), on en déduit aisément

o0 Zl’l
>

= (54), (54

Par ailleurs, nous allons utiliser la méthode d’Euler [8, Chapiter 16], en développant le

, lzl < 1. (1.12)

produit
Pi=(1+xq)(1+xg?) (1+xq°)... = 1+ A1x+Apx® + Agx’ +... (1.13)
Ainsi,

=(1+xq*)(1+xq°)- = (1+(xq)q) (1 +(xq)g*) (1 + xq)q°)...

1+xq
=1+A1(xq) +As(xq)* + A3(xq)° +...

1.1. Une extension de la factorielle
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Il s’ensuit, aprés multiplication des deux membres de la derniere égalité par 1+ gx, en
tenant compte de (1.13), que

P=1+A;(xq) +A2(xq)* +As(xq) +...
+(xq) +A1(xq)? + Ax(xq)® + Az (xg)* + ...

Par conséquent, en comparant le coefficient de x* de la derniére égalité avec (1.13), on en
déduit que

k k-1
A = Ap_1=-= q . q q Ay, k=1 (1.14)

et Ag = 1. Nous avons démontrer ainsi l'identité suivante
40

(5500 = n;o (7:9),

Nous terminons cette section en donnant deux dernieres remarques assez importantes.

z". (1.15)

Remarque 1.2 Sachant que, d’apres l'identité (1.12)

n

1 3 & z 3 o z
G m@a ), S0-a N0 -gd-a"
:n;oq‘l(q—l) q72(q*>-1)...qa7"(q"-1)
- (-1)" g2 .
a0 2N TR e e ey
=(-z4q)... (1.16)

Remarque 1.3 Il est recommandé lorsque |q| > 1, d’effectuer une inversion par rapport a la
basep = q~1, i.e.|p| <1, et utiliser ensuite l'identité suivante

(@:q),=(a";p), " p .
En effet, d’apres ce qui précéde, on peut écrire
(@a),=(@p™),=0-a(1-ap™)(1-ap™®)..(1-ap™"")

2

1 n-1
=a (— — 1) ap™! (E — 1) .ap~? (p_ — 1) .ap” "t (p_ — 1)
a a a a

2 n—1
:(_a)"p-(z)(1_%)(1_5)(1_%)_”(1_Pa )

1.1. Une extension de la factorielle E
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1.2 Lopérateur de Jackson

Limportance de I'opérateur de différence, usuellement noté A, réside dans les modeles
discrets, i.e. les équations aux différences indispensables notamment en modélisation
(pour décrire I'evolution d’'une population) ainsi que dans la résolution numérique et la
simulation. Un autre opérateur qui est aussi de trés grande importance, en particulier en
quantique, est 'opérateur de Jackson noté D, dont il fournit une autre généralisation de
I'opérateur de dérivation usuelle. Le but majeur de ce mémoire est de construire des
fonctions g-analogues a partir des équations aux g-différences bien choisis. Pour cela,
nous rappelons I'opérateur de Jackson ainsi que certaines des ces propriétés élémentaires

Définition 1.3 SoientDq et 04 les opérateurs aux q-différences définis, respectivement, par

D, f(x) = ACL IO 04f(x) = f(gx). (1.17)

qgx—x
Pour toute fonction arbitraire f, soit (g —1)x = h dans la définition précédente, on obtient

fx+h) - f(x)

h = f'(x).

lim D, f(x) = lim
G—1 af (X) h—0
Le théoréme suivant présente les regles de calcul de I'opérateur D

Théoreme 1.2 Lopérateur de Jackson vérifie les propriétés suivantes

(a) Dy(af +bg)(x) = aDyf(x) + bDgyg(x), pour tout a,b € C.

() Dy(f&)(x) = fF(X)D,g(x) + g(gX)D, f(x) = g(X)D, f(x) + f(gX)Dyg(x).

8(gx)Dgf(x) - f(gx)D4g(x)
g(gx)g(x)

(c) Sig(x) # g(gx) #0, alorsD, (g) (x) =

)

 Dgg
glgx)glx)

Preuve. (a) On peut aisément vérifier la linéarité en utilisant uniquement la définition

(af +bg)(gx)—(af +bg)(x)

En particulier, lorsque f =1, on en déduit D, (é) (x) =

Dg(af +bg)(x) = @-Dx
_ af(qx) - f(x) N bg(qx) - g(x)
(g—1Dx (g—1Dx
=aDgf(x)+bDgyg(x).

1.2. L'opérateur de Jackson
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(b) 1l suffit de démontrer la premiere égalité. En effet, on a

flgx)glgx)— f(x)g(x)
D —
q(fg)(x) (G-Dx
_ flgx)g(gx)— fgx)g(x)+ f(gx)g(x) - f(x)g(x)
(g—Dx
_ g(gx) — g(x) f(clx) f(x)
=1tax) (g-1)x AR (g—Dx

= f(gx)Dgg(x) + g(x)Dg f (x),

(c) Lorsque g # 0, alors

flgx)g(x) - f(x)g(gx)
(f ) B g(gx)g(x)
D4(=]|=
g (g—1Dx
_ flgx)gx)—f(gx)g(gx) + f(gx)g(gx)— f(x)g(gx)
(g—1Dxg(gx)g(x)

g(x)—g(gx) f (gx) - f(x)
Ja0= e T8N T
- g(gx)g(x)
_ —f(gx)Dgg(x) +g(qx)Dg f(x)
- g(gx)g(x) '

Le cas particulier f =1 est trivial. m
Il est intéréssant de noter que le (b) du Théoréeme précédent peut s’écrire autrement en
gardant la symétrie comme suit

D4 (fg)(x) = f(x)Dgg(x) + g(x)Dg f(x) + x(q —1)Dgg(x)Dg f (x). (1.18)

Exemple 1.1 Lorsque la fonction f > 0, alors

\/f(qx) vV ) f(gx)—f(x)
D,/ _
9y /() (g-Dx (- Dxv/flgx)++/f(x)
_ qf(x)
VI +/fx)

La premiere chose qui saute aux yeux lorsque ’on rencontre les regles de calcul précédent
est de penser a l'application de I'opérateur de Jackson a une composition de deux fonction.
Cependant, ceci n’est plus vrais dans ce contexte! Un contre exemple est le suivant

1.2. L'opérateur de Jackson E
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Exemple 1.2 Soient f et g deux fonction réelles définis par f(x) = x* et g(x) = 5x. Alors,

D, f(x).D,g(x) =5x(q +1),
Dgy(go f)(x) =5x(g+1),
Dy(fog)(x) =25x(g+1),

ce qui justifie le commentaire plus haut.

Par ailleurs, et en exception, la régle précédente est valide dans le cas du théoréme suivant

Théoreme 1.3 Lorsqu'une fonction réelle est de la forme g(x) = ax®, alors la régle suivante
est valide

Dy(fog)(x) =Dgg(x).Dg f(g(x)).
Preuve. En effet, on a

flagx™ - fax*) aqx®—ax®

Dy(feog)(x) = q-Dx "agx®— ax®
_aqx®—ax* flaqx®) - f(ax®)
 (g-Dx | agx*—ax®

=Dg,g(1).Dyf(g(2)).
Ainsi la régle est correcte. m

Intuitivement, on peut appliquer I'opérateur de Jackson successivement n fois et avoir des
formules intéréssantes, en d’autre termes, le g-analogue de la n'®™¢ dérivée. En effet, le
résultat suivant peut se vérifier par récurrence en utilisant la propriété du coefficient g-
binomial (1.6) en quelque lignes [19] (voir la preuve du Théoréme 1.5).

Théoreme 1.4 On a la formule suivante

n n -n_-n_—(5) S k|7 B n—k
Dyfx)=(-D"(1-q) "x"g™ Z(—l) k), g% f(xq"™") (1.19)

a7 a);
(Cl»cl)k

a savoir D} f(x) =Dy (Dg‘lf(x)) n =1 avec Dof(x) f(x).

=(1-q)™" _”Zq —— K f(xq"), (1.20)

Il est intéressant de noter que la formule précédente admet l'inversion suivante, qui se
démontre d'une maniere analogue a la précédente [19]

1.2. L'opérateur de Jackson E
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Proposition 1.2 Pour toutn =0, on a

(1—q)kxkq('5)D’;f(x). (1.21)
q

n k n
fixgm=> (-1
k=0 k
Plus généralement, nous allons démontrer un g-analogue de la regle de Leibniz.

Théoreme 1.5 Pour tout n =0, on a la formule suivante

n

Dy (fe)x) =)

k (D27 £(g*0) (DEg(x). (1.22)
=0

q

k

Preuve. Nous allons vérifier 'identité de g-Leibniz par récurrence. En effet, 'identité est
vraie pour n = 1 d’apres le point (b) du Théoreme 1.2. Supposons que (1.22) est vraie jusqu’a
'ordre n. Ainsi, d’apres la régle du produit on a

n

D/ (fg) () =Dy (Z

k=0

(D2 *f(q* ) (DEg )
q

(quZH—kf(qu)) (Dgg(x))
q

(Dn kf(qk+1 )(Dkﬂg(x)).
q

n
k

n
k

n
-3
k=0

n
3
k=0

n
k

Soit en faisant un changement d’indice dans la deuxiéme somme k+1 — k

(DZH—kf(qu)) (D’f,g(x))
q

Dn+1 fg (x) Zq [n

+ Z (DZ“_kf(qu)) (Dgg(x)).

Ic 1

Utilisons ensuite la formule du coefficient q-binomial (1.6), on en déduit

n+1 1
Dy (rg) o= 3 || (PG rato) (Dhgo)
- q

Ainsi, I'identité (1.22) est vraie pour tout entier positif 7. m
A titre d’exemple, pour tout réel x et tout entier positif n, on a
(gx) n_ yn qn -1

ny _ _ n-1_
Dg(x™) = (G-Dx = q—lx = [nlgx

n—1

1.2. L'opérateur de Jackson
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Il est intéréssant de noter que 'action de I'opérateur D, a un mondéme de degré strictement
supérieur a un, ne se simplifit pas en général au cas standard. En effet, lorsqu’on fait agir
Dga(x— a)?, on ne trouve pas 2(x — a). Ainsi, il faut définir ces polynémes autrement.

Définition 1.4 Le g-analogue de (x — a)" est le polynéme définit comme suit

(x—a)y=(x—a)(x—qa)---(x—¢""a), n=1, (1.23)
avec (x — a)g =1.
Dans ce cas, en remarquant que
x-a))™ =(x-a))(x-q"a), (1.24)

on peut démontrer le résultat suivant

Proposition 1.3 Pourtoutn=1,ona
n_ _ yn—-1
Dy(x—a),=[n](x-a), .

Preuve. Nous allons vérifier I'identité par récurrence. En effet, en appliquant la regle du
produit a la formule (1.24) et tenant compte du fait que D, (x — a) 4 = 1, on en déduit,

D, (x - a)Z+1 =(x-a)y+(qx- q”a)qu (x - q”a)Z

n—1

=(x—-a)y+qln] (x— q”_la)q(x— q”a)q

_ _a\n
=(1+gqlnl) (x-a)g.
Ce qui prouve le résultat puisque 1 + g[n] =[n+1]. m
Il existe d’autres propriétés similaires a celle mentionner dans la derniere Propsosition

mais on a pas d’ambition de faire une référence complete de ces identités. Cependant, il
est temps de signaler une remarque trés importante et tres utile dans cette direction.

Proposition 1.4 PourtoutneZ,ona

n

(a-0p=-D"q% (x— g7 a)]. (1.25)

Preuve. En effet, par définition du g-polynéme, on a

(a-x)g=(a-x)(a-qgx) (a-q*x)...(a— q" 'x)

=(a-x).q(qg'a-x).q°(g%a-x)...q" (¢ " a-x)

= (-1)"qY) (x—g"a)...(x— g %a) (x— g "a) (x - a)

1.2. L'opérateur de Jackson
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d’ou le résultat. m
Le dernier résultat (1.25) combiné avec la Remarque 1.1, nous permet d’appliquer aisément
I'opérateur de Jackson sur les g-fonctions suivantes

p|—t |- Dy | ——| = [=n1 (a=q"x) "
9 (a—x)} _(a—x)Z“' 9 x-a)} B Txq

Dy ((@a-x7) = -l (a-qx); .

Remarquons en plus, que le coefficient g-binomial (1.4) ainsi que le g-polynéme donné

par (1.23) peuvent s’écrire apres simplification, respectivement, sous la forme suivante

__ @a), _(¢""ha)
o @Ga( @), (@a)

n
k

((x/a);q) x40
(g"(x/a);q),, '

Les deux dernieres expressions permet d’étendre la définition du coefficient g-binomail

- = (- (x~ ga) -~ (x~ " a) =

ainsi que le g-polyndéme (1.23) au cas non entier, a savoir

al (qa—k+l;q)k
k q (Cl;q)k ,
x/a);
(x—a)Zz G q)oo x%, pour |alx|<q °.

(q*(x/a); q),
Les deux derniéres remarques fournissent une idée générale sur la définition du g-analogue
de la dérivée fractionnaire de Rieman-Liouville, en remplacant le facteur (x — a)* par le g-
polynome (x — a)g. Plus précisément, on a
1
'y (c)

Voir la section suivante pour plus de détail sur la g-intégrale est le deuxieme chapitre pour

Dy o f(x) = fo (x— qt)g_lf(t)dq t, avec R{a}>0.

la fonction g-Gamma.
Avant de cloturer cette section, nous voullons profiter de la formule de définition du g-
polynome (1.23) pour mentionner un g-analogue du polynéme de Taylor.

Théoreme 1.6 Soient f une fonction continue sur [a, b] et c € 1a, b|, nous avons la formule
q-analogue de la série de Taylor suivante

2 x=Ag
fo=Y (qu) (), xelabl. (1.26)
n=0 [n]!

La méthode d’Euler ou celle utilisée dans la page 4, sont aussi applicable ici au g-Taylor.

1.2. L'opérateur de Jackson
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1.3 Lintégrale de Jackson

Lintégrale de Jackson ou-bien la g-intégrale, a été introduite par Jackson comme étant
I'inverse a droite de son opérateur D,. En effet, pour une fonction arbitraire f, Jackson a
construit un inverse a droite de 'opérateur D, en cherchant une nouvelle fonction F
vérifiant

F ~F
(04—1)F(x) =%=f(x). (1.27)

(g—1x

Formellement, nous pouvons écrire I’équation précédente sous la forme suvante

F(x) = !
Y=

(- @xf)=(1-q) Y ok (xf().
q k=0

Ainsi, en utilisant les séries géométriques, Jackson avait déduit que

Définition 1.5 La g-intégrale de Jackson de la fonction f est donnée par
o0
ff(x)dqx =1-qx) q"f(q"x. (1.28)
n=0
La g-intégrale est obtenue formellement et il reste a vérifier sous quelles conditions elle

existe. La réponse est donnée par le Théoreme suivant

Théoreme 1.7 [18, p. 68] Si |x°‘f(x)|| est bornée sur l'intervalle]0, a] pour0 < a < 1, alors la
q-intégrale de Jackson (1.28) converge vers F(x) sur]0, a] vérifiant (1.27).

Preuve. Sachant que la série est bornée, alors sa convergence est garantie. Nous allons
vérifier que sa limite est nécéssairement une solution de (1.27).

A-9x Y q"fq"0-1-qqx ). q"fG" "%

D,F(x) =
7 (g-1x n=0 n=0
n=0 n=0 n=0 n=1
= f (0.

Il résulte du fait 0 < g < 1, que lorsque x € ]0, a], alors gx € ]0, a], ainsi I'égalité est valide. m
Une conséquence directe du Théoreme précédent est 'unicité de la solution puisque F est
continue en zéro et vérifie F(0) = 0. La méme formule (1.28) permet a Jackson de définir la
g-intégrale définie sur un intervalle [a, b] comme suit

1.3. L'intégrale de Jackson
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Définition 1.6 Soient0 < a < b. La g-intégrale définie de Jackson est définie par

b o)
fo fodgx=(1-q)b Y 4" f(q"D) (1.29)
k=0
et
b b a
f f(x)dqxzfo f(x)dc,x—f0 fx)dgx. (1.30)

Nous pouvons tirer des formules plus générales des deux définitions précédentes a savoir

ff(x)Dqg(x)dqx =(1-gq)x)_ qkf(qu)Dqg(qu)
k=0

o (g*x) - g(g"*'x)
=(1- xz k ( kx)g
(1-4) kzoq T (1-qq*x

= Z qkf(qu) (g(qu) - g(qk“x)) )
k=0

De la méme facon on a aussi
b 00
fo fODggWdgx =Y. q°f(q"b) (g(a"b) - g(q"*'p).
k=0

Par ailleurs, on peut pas avoir une bonne définition de la g-intégrale impropre en faisant
tendre b vers l'infini. Cependant, sachant que

i i+1

q Gli q
ql+1 0 0

— (1 _ 6]) Z qk+if(qk+i) . (1 _ 6]) Z qk+i+1f(6]k+i+l),
k=0 k=0
ce qui nous donne
qi i i
qi+1 f(x)dqxz (1_ q) q f(q )

Ainsi, il est naturel de définir la g-intégrale impropre comme suit

Définition 1.7 La g-intégrale impropre d'une fonction f sur [0, +oo] est définie par

(o¢] +00 qi
fo fdgx= ) f 1f(x)dqx. (1.31)
i=—oo?q'"

1.3. L'intégrale de Jackson
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La g-intégrale impropre converge sous les mémes conditions du Théoreme 1.7 [18, p. 71].
Dans la suite nous allons présenter quelques propriétés similaires au cas usuel. Ainsi, nous
allons donner une formule pour le changement de variable en premier lieu.

Théoreme 1.8 Soient f et F vérifiant (1.27) et u une autre fonction donnée par u(x) = ax®.
Alorsona

b u(b)
f Fw(x)dpau(x) = fwdgu. (1.32)
a

u(a)

Preuve. D’apres la définiton, on a

ff(u(X))qu/(xu(X) = i f(u(qk/“x)) (u(qk/“x) - u(q(k“)/“x))

k+1xa)

I
8 T

f(aqu“) (aqu"‘ —aq

T
o

I
18

r{a*u)(a*u=a''u)

Il
o

Il
AR‘

1-q)u Zq f g u ff(u)dqu

En remplacant, par la suite, x par a et b dans la derniere formule, on en déduit (1.32). m

La deuxieme propriété que nous allons énoncer est la g-intégration par partie dont la
preuve est basée sur la regle de calcul de 'opérateur D sur le produit de deux fonctions
arbitraires.

Proposition 1.5 On a la formule suivante

b b b
f f(x)Dqg(x)dqx:f(x)g(x)‘a—f g8(gx)Dgf(x)dgx. (1.33)

Nous avons mentionner au début de cette section que nous cherchons un inverse a droit
de I'opérateur de Jackson D. En plus, on a la propriété suivante

Corollaire 1.1 Toute fonction f vérifiant lim f(xq™) = f(0) sur un ensemble A, vérifie aussi
n—oo
la propriété suivante

b
f Dy f (W dgx=f(b) - f(@)

pour tout a, b € A.

Pour la preuve, il suffit de prendre f = 1 dans la Proposition précédente.

1.3. L'intégrale de Jackson
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Exemple 1.3 (1) Soit la fonction f(x) =x",neN, ona

X oo |
f f(t)dqt _ x(l 6[) Z qz mxn _ xn+1(1 _ CI) Z qz(n+1)
0 i=0 i=0

_ 1—6] n+l _ xn+1

_1—q2x S n+1]

(2) La g-intégrale de la fonction g(x) = \/x, est donnée par

fo gdgt=x1-q) > q"f(xq™ =x32(1-¢q) 3 g2

n=0 n=0
:x3/2(1_q) 1 :x3/2 (1_\/6)(14‘\/5)
1-qg32 1-v+q+q
__A+Va)  sp
(1+q+q)

(3) Soit maintenant la fonction h(x) =log(x), on a

fo h(dgt=x(1—q) Y q"fxgm =x1-¢q) ) q"logxq™
n=0 n=0

=x(1-¢q) )_ q"log(x)+x(1-¢q) >_ q"log(q™

n=0 n=0
= x(1 - q)log(x) Z q"+x(1-g)log(q) > nq"
n=0
!
=(1-gqg)xlog(x) +(1-q)xqlog(q)| ). q”)
1- q n=0
1 !
=xlog(x) + (1 -qg)xqglogqg (m)
1
=xlog(x)+(1—-¢g)xqlo
gx)+(1—-qxq g(él)(l_q)2
1
= xlog(x) + xq o_g(q).
Lorsque g — 1, nous remarquons que nous avons bien
X xZ X 2
f f(t)dqtﬁ?, f g(t)dqt—>3x f h(t)dgt — xlog(x) —
0

1.3. L'intégrale de Jackson



Chapitre 2
Fonctions g-analoques élémentaires

Dans ce chapitre nous allons montrer comment des fonctions g-analogues, en particulier
des fonctions spéciales, s'obtiennent en général. Ainsi, le but essentiel est de donner des
expressions g-analogues a condition qu’elles se réduisent au cas usuel lorsque le nombre
g tendant vers un. Généralement, nous poursuivons deux approches : soit a partir des
équations aux g-différences convenables, soit en donnant des définitions en remplacgant
des termes standard par leurs g-analogues. La deuxiéme idée est utilisée notamment dans
le cas ou les expressions des fonctions sont explicites.

17
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Pour commencer, regardons a titre d’exemple la solution de I'’équation
Dy f(x) =0. (2.1)

Cela veut dire que pour tout x on a f(x) = f(gx). Ainsi, par récurrence nous remarquons
que f(x) = f(g"x). En supposant la continuité de f en zéro, on en déduit que la fonction f
est nécéssairement constante.

Considérons mantenant I’équation

D, f(x) = a.

Il en résulte par définition que f(x) = f(gx) + (1-g)ax. Répétons le processus nous
obtenons aisément

1— n—1
f@=f@G"x)+(1-q) ax(#).

Soit, avec la continuité de f en zéro, f(x) = ax+ b.
Cette approche simple offre, entre autres, des informations permettant a prédire la
solution. Passons maintenant a des choses plus intéréssantes.

2.1 Lesfonctions g-exponentielles

Plusieurs approches ont été proposées pour la construction des fonctions g-analogues a la
fonction exponentielle. Nous allons présenter une construction a partir des équations aux
g-différences. Ainsi, considérons maintenant les deux équations aux g-différences
suivantes

Dgy(x) = y(x), (2.2)
Dgy(x) = y(gx) (2.3)

avec la méme condition initiale y(0) = 1. On en déduit le résultat suivant

Théoreme 2.1 Les solutions des deux équations aux q-différences (2.2) et (2.3) sont données,
respectivement, par

1 00 4N

T 2.4

(1-g)x49) n;o (]! (2.4)
(o.¢] n xn

(g-1)x:q), = Zoq(Z)w' 2.5

2.1. Les fonctions g-exponentielles
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Preuve. La définition de 'opérateur D, permet d’écrire les deux équations (2.2) et (2.3),
respectivement, a la facon suivante

(9= ————y(q¥)
y _1 )xyq ’

-(1-q
¥ =(1+(1-4)x)y(qx).
Répétons le processus n fois on en déduit que
1
-0 g90-(-ga0-(-ga)1-(-aa o’
y@) =(1+(1-q)x)(1+(1-q)qx)(1+(1-q)¢°x)...(1+(1-q) 4" x) y (q"x).

n

y(x) = x),

Par conséquent, en faisant tendre n — oo en tenant compte de la condition intitiale, les
deux membres a gauche (2.4) et (2.5) sont obtenus, respectivement.

Cherchons ensuite, les solutions des deux équations (2.2) et (2.3) sous la forme d’'une série
entiere. Autrement dit, supposons que

(o] o0
y(x) = Z cpx", z(x) = Z d,x"
n=0 n=0
sont solutions des deux équations (2.2) et (2.3), respectivement. Soit, en remplacant

o0 o0
Y enDgx" =) cpx",
n=0 n=0
(e,@) o0
Y dpDgx" =) dnq"x".
n=0 n=0

Sachant que D,x" = [n] qx”‘l, n =1, alors on en déduit des deux égaliés précédentes que

C = ! Cy = = ! C
M it T e Y
qn qn qn—l qO
dpii = dy=-= . 2,
R TR n+1] [n] 0

ce qui prouve le memebre a droite des deux formules du Théoréme 2.1.

Reste a vérifier I'égalité entre les deux membres. Pour cela nous allons vérifier I'unicité de
solution uniquement pour la premiere équation, la vérification de la deuxiéme équation
est similaire. En effet, soient y;(x) et y2(x) deux solutions de (2.2), d’apres la regle (c) du
Théoreme 1.2, on a

D (yl(x)) _ V2(xX)Dgy1(x) — y1(x)Dgy2(x) _ X102 (0 —xy1(y2(x) _ 0
Ny (x) Y2(x)y2(gx) y2(x)y2(gx) ’

2.1. Les fonctions g-exponentielles



Chapitre 2. Fonctions g-analoques élémentaires

Il s’ensuit d’apres le premier exemple (2.1) que la solution est une constante, c’est-a-dire,
y1(x) = cy2(x). Par conséquent, la condition initiale affirme le résultat. m

En guise de conclusion, en remarquant que les deux identités (2.4) et (2.5) convergent vers
la fonction exponentielle, lorsque g — 1, a savoir

o0 o0 x
lim = Z —=e(x).
Par ailleurs, pour calculer la limite de la deuxieme identité, il suffit d’utiliser le lien (1.16).
Alors ces deux identités fournissent deux g-analogues pour la fonction exponentielle.

Définition 2.1 La fonction exponentielle dispose de deux q-analogue donnés par

=Y = ! x| < 1 (2.6)
e o[n]'_((l—q)x' 9. ’ '
Eq(x) = = Z q =((g-Dxq),.. 2.7)

q( x) nO

Il est intéréssant de noter que d’autre auteurs préferent remplacer le le facteur [n]! dans le
dénominateur de la définition des g-analogues de I'exponentielle par le facteur (g; q) o L€

X x
¢q() = n;o (@GDn (XG0

E = = =(—X;9) -
q(X) eq(_x) ,;0 (6], q)nx (- q)

n
, xl<1,

Dans ce cas, en utilisant le fait que (”gl) +n—1=3), il est clair que
lime, ((1-¢)x) =1limE, ((g—Dx) = e(x),
q—1 q—1
eq(X)Eq(—x) =1, (2.8)

E
) D E (%) = "(_(m.

quq(x) =

2.2 Lesfonctions g-trigonométriques

Dans cette section nous allons proposer des fonctions trigonométriques g-analogues a
partir des expressions des fonctions trigonométriques usuelles en remplacant chaque
terme par un terme g-analogue. Ainsi, sachant que les fonctions “sinus ”et “cosinus”sont
définis en terme de la fonction exponentielle, alors il existe deux g-analogues pour chaque
fonction. Posons donc

2.2. Les fonctions g-trigonométriques
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Définition 2.2 [13] Les fonctions q-trigonométriques sont définis comme suit

eq(ix)+eq(—ix) Eq(ix)+Eq(—ix)
cosq(x) = , Cosq(x) = , (2.9)
2 2
e (ix)—e, (—ix) E, (ix)—E_ (—ix)
sing (x) = — Ziq : Sing (x) = — zl_" . (2.10)

Il est intéréssant de noter que d’apres (1.16), on a aisément Cos,;(x) = cosy/4(x) et aussi
Sing(x) = siny;4(x). Il s’ensuit ainsi que les tangentes coincident, i.e. Tan,(x) = tang(x).
D’autres expressions équivalentes pour les fonctions g-trigonométriques existent dans la
litérature notamment en transformations intégrales, i.e. Fourier, Mellin, Hankel, ... etc.
Autrement dit, dans les relations g-trigonométriques non-linéaire, des puissances du
nombre g interviennent, i.e. en passant de la base g a une autre base g’, i = 2. Par
exemple, notons par cos,(x, q) la définition de la fonction g-cosinus dans la base ¢, i.e. en
terme de (x, q) - Alors, on peut vérifier aisément que

cosq(2x,q) = cosf](x, qz) - sinf](x, qz).

Voir aussi [12, eq. (6.4)] pour le cas des g-exponentielles.

C’est la raison pourquoi dans la litérature les fonctions g-trigonométriques sont données
dans une base de puissance de g. Plus précisément, sachant que les g-cosinus et g-sinus
sont des fonctions paires et impaires, respectivement, alors leurs g-séries de Taylor se
réduisent aux termes pairs impairs, respectivement, et on obtient [12]

®© (—1 n o0 -1 n
CoSgx= ). 1) X" singx=)_ sz’”l, x| <1,
n=o [2n]! n—o [2n+1]!
o (—)" (%) oo (—)" (2n2+1)
Cosgx=)_ S 2n Singx=)_ S 2n+l
o [2n]! =0 [2n+1]!

Par conséquent, I'identité (2.8) montre qu'on a la formule g-analogue suivante

cos4(x) Cosg4(x) +sing(x) Sing(x) =1,
sing (x) Cosg(x) — Sing(x) cosq(x) = 0.

En plus, les identités suivantes découle directement de la définition

€oS4(x) + ising(x) = e4(ix), sing(x) Cosg(x) = cosq(x) Sing(x),

cos‘z(x) + sing(x) =eq(ix)eq(—ix), Cos%l(x) + Siné(x) =E4(ix)E4(=ix)

2.2. Les fonctions g-trigonométriques
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on a également

Dy cosq(x) = —sing(x), Dgsing(x) = cosgy(x),

D, Cosg4(x) = —Sing(gx), D4 Sing(x) = Cosg4(gqx).

Un bonus de la définition des fonctions g-trigonométriques, c’est qu'on peut obtenir des
identités nouvelles. A titre d’exemple, on peut vrifier aisément a partir des séries de g-Taylor
de ces dernieres fonctions en tenant compte de (2.8) que [12]

(0.9}

Cosg(x) =[] (1 +x°g*") cos4 (%),
n=0

Sing(x) = [] (1+x*¢*")sing(x).
n=0
Les fonctions g-trigonométriques attirent I'attentions aussi des combinatoriciens a cause
de leurs connections avec les fractions continues et la théories des nombres. Par exemple,
les g-nombres d’Euler notés E;(g), n = 0, sont définis par

Y En(q)x— = tang(x) +
[n]!

= cosq ()

Par ailleurs, d’apres les remarques précédentes, nous pouvons conclure que les fonctions
g-analogues trigonométriques données par la définition 2.2, vérifient des équations aux g-
différences linéaires du second ordre. Plus précisément, si nous appliquons une deuxieme
fois 'opérateur D, aux g-fonctions trigonométriques données plus haut, nous obtenons le
résultat suivant

Proposition 2.1 Les q-fonctions trigonométriques petites et grandes vérifient,
respectivement, l'équation aux q-différences du seconde ordre suivante

(1- CI)ZDE,J/(X) +y(x) =0, x| <1,
(1- CI)ZDf,y(X) +qy(g*x) = 0.

Cependant si nous utilisons les deux premiéres expressions de la définition 2.1, i.e. les
formules (2.6)-(2.7), le facteur (1 - ¢)° disparait.

2.3 Lesfonctions g-Gamma et g-Beta

Intuitivement, les fonctions spéciales les plus célébres et les plus populaires sont la
fonction Gamma et la fonctionn Beta. Nous avons déja entendu parlé dans le Chapitre 1,

2.3. Les fonctions g-Gamma et g-Beta
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au cours de I'extension du coefficient binomial vers le cas non entier a ’aide de la fonction
Gamma d’Euler. Nous avons également utilisé une version g-analogue discretement dans
I'extension du symbole de g-Pochhammer. Maintenant, il est temps de mettre les points
sur les i et donner une définition convenable.

Toujours Jackson avait définit un g-analogue de la fonction Gamma d’Euler par
comparaison de la définition de cette derniere et ces propriétés. En effet, pour tout
complexe x #0,—1,-2,..., la fonction I'(x) est définit a I’aide de [1, p.3]

|k.x—l
['(x) = lim — : (2.11)
k—oo (X)g
Il en résulte de cette définition que
I'x+1)=xI'(x), avec I'(1)=1. (2.12)

Il s’ensuit de (2.12) que I'(n+1) = [n]! si n € N. D’autre part, les identités (2.12) caractérisent
en fait la fonction Gamma d’Euler. Cette caracterisation s’appelle le théoreme de Bohr et
Mollerup. Nous allons discuter un g-analogue par la suite.

Définition 2.3 La fonction q-Gamma de Jackson est définit pour tout x € C par

(4:49)
[y(x)= —2(1-q)" (2.13)
A
Lorsque g > 1, en utilisant I'inversion de la Remarque 1.3, on obtient
-1. ,—-1
Ty(x) = gy 400 = W(q ~pi gl siog> ). (2.14)
(07547 o

Sachant que (1-¢%)(¢**%q),, = (9% 4),,, i sensuit alors que la fonction g-Gamma
satisfait I’équation suivante

Fq (x+1)= [x]Fq(x) et Fq(l) =1.

Réciproquement, en 1981, Askey donne une version ¢g-analogue du théoréme de
Bohr-Mollerup qui caractérise la fonction Gamma d’Euler par la représentation intégrale
célebre

() =f x e *dx. (2.15)
0

En effet, Askey [3] a démonté le résultat suivant

2.3. Les fonctions g-Gamma et g-Beta
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Théoreme 2.2 Soit f une fonction satisfaisant I'équation
fx+1)=[x]f(x), pour 0<g<l1 avec f(1)=1 (2.16)
etlog(f(x)) est convexe pour x > 0. Alors, f est donnée par (2.13), i.e. f(x) =T 4(x).

Bien que la littérature sur la fonction g-Gamma et ces applications est assez exhaustive, la
premiere représentation g-intégrale correcte a été découverte par Askey en 1981 [3] (voir
aussi [20]). En effet, en remarquant d’apres la somme suivante

e T 9)oo
(1-9)""% a*"(d""q)_= L9:4)
k=0

(9% 9), 1=t

que le c6té gauche est la g-intégrale de Jackson

(1-a)™!
(1-q) 1 qukb( k+1’q) :fo tb_l((l—q)qf;CI)oodqt’ R(b) > 0.
k=0

Alors, on a démontré le résultat suivante

Théoreme 2.3 La fonction q-gamma admet la représentation q-intégrale

Tq(x) =

(49) s _f(l“’)_l
(a%5q) . A-p<! Jo

(1-9) )
:f t*"Eq(—qt)dgqt,  R(x)>0.
0

1 (1-q)qt;q)dqt, R >0,  (2.17)

A T'aide de ce dernier résultat, la fonction g-beta peut aussi donner en terme d’une
g-intégrale comme suit. Sachant qu'on peut écrire le membre gauche de la somme
suivante

(1 q) Z qkb (qk+1’ q) (1 _ ) (q qa+br CI) — rq (a) rq (b)
iz (4"%4) (9%,q%q),, Tqla+b)
en terme d’'une g-intégrale de Jackson a savoir

1_ Z kb(qk+1 )

4 b (ata),
(CI’”TCI) fo g —dq R(b),R(a) > 0.

(9°0:q) o

Alors, nous avons [20, 9]

Définition 2.4 La fonction q-beta est définit a l'aide de

a+b.

L@Tq® ) )(q,q
T (a+b)

') oo flt“—l (9 a)s

(a,b) :=
g (9% 9% q), (¢t:q),

dgt. (2.18)

2.3. Les fonctions g-Gamma et g-Beta
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En outre, il est intéréssant de signaler d’autres g-fonctions liées a la fonction g-gamma
notamment les g-gamma et g-beta de deuxieéme espece. Tout d’abors, la fonction g-gamma
réciproque est donnée par

1 (454) g,

= (1
rq (x) (q’ q)oo
Maintenant, si nous utilisons les expressions des deux g-fonctions exponentielles, nous

(2.19)

déduisons [3]
( ) gnx 1 (1- q)x—l 00 (_l)nq(g)qnx

ot _ . (2.20)
Z (9:4), 2

-5 I'4(x) (67; Cl)oo n=0 (67; Cl)n
Remarquons en plus, d’apres la Définition 1.4 qu’on peut écrire

_ (5d)e
(4% )
! b-1
By (a,b)= f x* 11— qx),  dqx.
0
La premiere remarque est de faire tendre la constante b — oo, on en déduit

1
ﬁq (ay OO) = j(; xa_l (CIX, q)oo dqx.

Maintenant faisant le changement de variable x = (1 — g) y, on en déduit

Tq(x) =

(x;9), =(1-x)g

a 09 B a
By (a,00)=(1-¢q) fo V' H-9)ay:a)dgy=(1-4)Tq(@.

La deuxieme des choses, c’est qu’'on peut définir deux nouvelles fonctions g-analgoues a

Gamma et Beta ditent de deuxieme espece, en remplacant E, (-gt) par eq (1) et le
_ -1
g-polynome (1 - qx)l; ! par ((1 + qx)i,”b) , respectivement [6].

Définition 2.5 Le fonction q-gamma de deuxieme espéce notéey 4 est définit a l'aide de

+00 tx—l +00 )
= d,t= - —-0dgt. 2.21
Yai fo ((a-1)ta), * fo =0 =2

Les propriétés suivantes sont aisément vérifiés [6]

Proposition 2.2 Pour tout x € C avecR(x) >0 etneN*, ona
n+1
Yo+ D) =g v,  ysm+D=¢"my,  y,m=1. (2.22)
Preuve. Sachant que D,e 4 (at) = aey(at), une g-intégration par partie nous donne
+00 +00
fo t*leg(—-dgyt= [x]fO t* e, (—qt)dgt.

Ainsi, le changement de variable gt — ¢ donne le résultat. m

2.3. Les fonctions g-Gamma et g-Beta



Chapitre 3
La g-transformée de Laplace

L'objet de ce chapitre est de chercher une version g-analogue a la transformée de Laplace.
En fait, sachant qu’on a deux fonctions g-exponentielles, alors il existe deux g-analogues a
la transformée de Laplace. Nous allons démonter plusieurs versions g-analogues aux
propriétés vérifiées par la transformée de Laplace usuelle. Entre temps, nous allons utiliser
cette g-transformée pour résoudre des équations aux g-différences.
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Chapitre 3. La g-transformée de Laplace

Parmi les transformations ¢g-analgoues les plus utilisées, notamment en théorie des
opérateurs et les équations intégrales, sont les g-transformations de Bessel, de Laplace, de
Hankel, de Fourier, de Mellin, etc. Nous intéréssons dans ce chapitre a étudier des
tranformées g-analogue a celle de Laplace.

3.1 La g-transformée de Laplace.

Sachant que nous avons deux g-fonctions exponentielles, alors nous pouvons définir deux
g-analogues de la transformée de Laplace. En plus, comme l'une est la réciproque de
'autre, nous allons se concentrer a une seule transformée et mentionner comment passer
d’'une transformée a une autre.

Définition 3.1 La g-transformée de laplace notée £, d’'une fonction f est définie pour tout
s€C par

F(p):z,‘fq(f(t))(p)zfo eq(-pt)f(dgt,  avec  R(x)>0. (3.1)

Exemple 3.1 (1) Soit la fontion f(x) = 1. Alors, d’apreés le corollaire 1.1, on a

o0

0o 1 1 1
L. :f —tldt:——f D —ptdt=—— —pt)|° ==,
(1) (p) A eq(—pt)ld, ol geq(—ptdy p[eq( p1], p

(2) Maintenant pour la fonction g(x) = x, on trouve apres une intégration par partie

(o o]

oo 1
.,49967(10(]9):[0 eq(—pt)tdqt:—;fo tDgeq(—pt)dyt

1 o [ 1 1
= —— t —pnt — —ptd ty =—1%,.(1 = —.
p{[eq( pt); fo eq(—pt) q} p{ (D)} p

(3) Soit la fonction h(x) = x* avec a > —1. Alors, avec le changement de variable pt = y

o0

© 1 1
Plus généralement, on a le résultat suivant

Proposition 3.1 On a les q-transformée de Laplace des q-fonctions élémentaires suivantes

Zq(eqlat)) (p) =) ;,H 61_(";1), (3.2)
i=0
_ 9
%4 (Eqlan) (p) = pra—t (3.3)

3.1. La g-transformée de Laplace.



Chapitre 3. La g-transformée de Laplace

Preuve. (1) Pour la fonction f () = e4(at), on trouve que

+00 nn

.Zq(eq(at))(p)zfo eq(—pt)eq(at)dqt:fo eq(—pt) Z St
+00 dn [ee} +00 an
= —pttdgt= ) —ZL4(t"
Z [n]q!fo eq(=p0)t dg ngb ! q (") ()
B too an Yq(n""l) B too N _(n+1)
- nX::O [n]! pn+1 - 712::0 pn+1q
(2) Pour la fonction f(#) = E4(at), on obtient
0.9) +00 n n o0
£ (Eq(at))(p):f eq(-pOEq(andgt=Y a—q(2)f eq(—pDt"dyt
0 n—o [1]! 0
oo anq(g) " too a”q(;l) q_(ngl)
= Z ' $Q(t )(p):n;() [n]| pn—i-l [I’l]'
1 oy 11 q
& [
P n=o pl-o5 dqp-a

]
Pour les fonctions g-trigonométriques, il suffit d'utiliser la proposition précédente avec la

défition 2.2. En effet, on a le résultat suivant

Proposition 3.2 On a les q-transformées de Laplace des q-fonctions trigonométriques

suivantes
+ 2n
%Ly (cosq(at)) (p) = Z (-1)" g (") (Z) : (3.4)
2n+1
£, (sing(an) (p) = Z (-1 g (%) (Z) , (3.5)
qu . aq
gq (COSq(ClI)) (p) = m et .qu (Slnq(at)) (p) = —quz s (3.6)

Preuve. (1) Pour la fonction f () = cos,(at), on trouve que

1
ZLq(cosq(D) (p) = 5 {Lqleq (D) (P) + ZLy(eq(-iD) (P}

1 +00 _(n-zi—l)
-~ ZO qpn+1 {(ia)"+(-ia)"}
n=
+00 _(2n2+1)
R
n=0 P

3.1. La g-transformée de Laplace.



Chapitre 3. La g-transformée de Laplace

(3) Pour la fonction f () = Cos,(at), on a d’apres la proposition précédente

1
%Ly (Cosglan)(p) = > {£L4(Eqliat) (p) + L4 (Eq(—iaD)) (p)}
:1( qa_,_ 4 ): q°p
2\pg-ia pq+ia) q*p*+a?

On fait la méme chose pour les deux fonctions sing,(at) et Sing(at). En effet, on a

1
%4 (Sing(an) (p) = 5 {Z4(Eqliat)) (p) — L4 (Eq(—iaD) (p)}

_i( 9___ 4 ): aq

2i\pg—ia pqg+ial q*p*+a®

D’ou le résultat. m

3.2 La g-transformée de Laplace et 'opérateur de Jackson

Nous allons maintenant voir comment se comporte la g-transformée de Laplace lorsqu’elle
agit sur 'opérateur de Jackson D. On a le premier résultat suivant

Proposition 3.3 Soit f une fonction définit sur R* et supposons que la q-transformée de
Laplace deDg f existe. Alors

Zq(Daf (1) (p)=~f(0) + gffq (f®) (s) (3.7)
Preuve. Par définition, on a la g-transformée de Laplace suivante
24 (Daf 1) ()= [ eql=p1) Dy ) dyt.
Il s’ensuit apres une g-intégration par partie que
ZLqDqf(D)(p)=-f(0) _fo f(gt)Dgeq(—ptidgt
:—f(0)+pfO flgtleq(—pt)d,t
p [ P
=— (0)+—f (y)e (—— )d
f 7 feq g7 )Y
p p
=—fO)+=%,(f(0) (—)
f Pt (f@) p

]
Plus généralement, on peut appliquer la g-transformée de Laplace sur DZ f(x) pour avoir
un g-analogue de la tarnsforlée de la dérivée n'®™ d'une fonction dérivable. Plus
précisément nous allons démontrer le résultat suivant

3.2. La g-transformée de Laplace et |'opérateur de Jackson
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Proposition 3.4 Soit f une fonction définit sur R* et supposons que la q-transformée de
Laplace deDy f existe. Alors

2z, (Daf®)(p=prg zq(f(t))( ) Z_ iDL r0).  (3.8)

Preuve. La preuve se fait par réccurence. D’apres la proposition précédente la récurrence
est valide pour n = 1. Supposons qu’elle est vraie jusqu’a l’ordre n. Alors

24 (D5 ) () = 24 (D (Do f ) ()
1

— pnq—(ngl)gq (qu(t)) ( ) pn—i—lq—("z_i)D; (qu) (0)

I

q" 0

ﬁ) _

q"
Utilisons maintenant (3.7), on en déduit

2, (05 0) ) =" D {0+ Lz, (10 - 1)} Z =g (1) )

S
|

~
Il

n

= pg e, (D fm)( p"1g~(TIDE (F) ).

M=

1

~.
Il

) i n—ig- )D;(f)(O).

:pn+1q_( ffq(f(t) (

n+1)

5 (5)+n. =

ol on a utilisé le fait que (

3.3 Application ala résolution des équations aux g-différences

Exemple 3.2 Considéros le probleme suivant

3.9
y(0) = (3.9)

Soit en appliquant la q-transformée de Laplace a l'équation aux q-différences plus haut, i.e.

Ly (Dgy(0)(p) = Ly (ay(t) + 1) (p),

{qu(t):ay(t)+t, t>0, acR

on en déduit, d'apres (3.7)
pY4(p) —y(0) = aYq4(p) + #,
avec
Y4(p) =Lg (¥(0) (p).

Il s'ensuit apres simplification, que

3.3. Application a la résolution des équations aux g-différences
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Exemple 3.3 Considérons par la suite l'équation aux q-différences d’ordre 2 suivante

{ D2y()—2Dgy(t) -3y()=0,  ¢t>0, a,beR
(3.10)

y(0) = b, Dgy(0) = a.
Il résulte d’apres (3.7), en appliquant la q-transformée de Laplace, que
pZYq(p) —py(0)=Dgy(0) —2pY4(p) +2y(0) —3Y4(p) =0,

en d’autre termes,

(p—2)b+a 3b+a\ 1 b+a\ 1
= ot (e 1 (020
(p+1)(p-3) 4 Jp+1 4 |p-3
d’oui finalement
3b+ay b+aq
,V(t):( )eq(—t)+( )eq(St),

Il existe notamment des méthodes de réduction d’ordre dans le cas de deux varibales ou
plus. L'idée est de généraliser la méthode de sépartion de variables en se basant sur le g-
polynomes de Taylor et les fonctions g-exponentielles.

3.3. Application a la résolution des équations aux g-différences
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