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 المقدمة 
 

 أ  

  ال�ق�مــــــة 

ال لل�ور  �الغ الأه��ة ن��اً  الف�ع أم�اً  ال��اض�ات، و�ع��� دراسة ه�ا  الع�د� ه� ف�ع م� ف�وع   هام ال��ل�ل 

ال��ق  ب�راسة  الع�د�  ال��ل�ل  یه��  ال�قل���ة.  �ال��ق  حلها   ���� لا  ����ة  م�اكل  حل  في  یل��ه  ال�� 

ل�ل  ع�د�ة  ��ق  ذل�  في  و�����م  تق���ي،  ���ل  ال��اض�ة  ال��ائل  حل  م�  ت���  ال�ي  وال��ارزم�ات 

  أخ�اء   ت��أ  ق�   الع�د�ة��ق  ال��ائل ال�عق�ة ال�ي لا ���� حلها �ال��ق ال�قل���ة. وم� خلال اس���ام ه�ه ال

  .في �ل ف�للاحقا   دراس�ها ی��

  الع�د�،  �ال��ل�ل ال��علقة  الأساس�ة  ال�ع��فات   ج��ع  تق���   به�ف ال����عة  ه�ه  �إع�اد   ق��   ذل�،  على و��اءً 

 ه�ه   إع�اد   ت� .  ال��ل�ل�ة  ال���قة   غ�ار  على  وع���ه   م�ا�اه  وم�اق�ة  دراس�ه،  م�  واله�ف  تع��فه  م�  ب�ءًا

  ول� .  الل��ان�  ��ر  في  ال��اض�ات   ق��  في  ال�ان�ة  ال��ة  ل�لاب   2  الع�د�  ال��ل�ل  ل��هاج  وفقًا  ال����عة

  مع   م��ً�ا  ش�حًا  ت��ن   أن  أردت   بل  فق�،  لل�������  م���ة  ل���ح  م�اض�عها  في  ال�ع��  في  أرغ� 

  . ض�ه ت��� ولا  بها  اه��امه م� وت���  ال�ادة  فه� ال�ال�  على  ت�هل ال�ي ال������ة الأم�لة م� الع�ی� 

  متنوعة ومختلفة یمكن أن نعرضھا كمایلي:  فصول أربعةتضمنت ھذه المطبوعة  و قد 

الأول:   ال���ة  و�����  الف�ل  ال�عادلات  م�ها ���قة ��ام�، غ�ص،  حل ج�ل  ن���  ال��اش�ة،  �ال��ق 

جاك��ي، غ�ص سای�ل، و���قة غ�ص ج�ردان، ���قة ال��ل�ل، وال��ق غ�� ال��اش�ة ون�ر م�ها، ���قة  

  الاس��خاء. 

ال الع�د�ة    ت���ق�  و   :�انيالف�ل  ال��ق  ال�ات�ةم��لف  والأشعة  ال�ات�ة  ال���  ال��اش�ة،   ل��اب  �ال��ق 

ال���ار�ة ل��اب ال��� ال�ات�ة ون��� م�ها، ���قة جاك��ي، وال���قة ال����ة م� ق���� وهي    وال��ق الع�د�ة

   هاوس ه�ل�ر.-���قة ج�ف�� 

ال ال���لفة    ت��� ق�  و   : �ال�الف�ل  الع�د�ة  و���و� ال��ق  الأولى  ال��ت�ة  ذات  ال�فاضل�ة  ال��ائل  ل�ل 

  م��لفة، ��ق رانج ���ا م� رت� م��لفة أ��ا. ح��ة، ون�� م�ها ���قة أول�، ��ق تایل� م� رت� 

حل ج�ل ال�ع�لات غ�� ال���ة، ب�ءا ب�عار�� ج�   ل��ألةم��ل ال��ق الع�د�ة    ت���ق�  و   :�ا�عالف�ل ال

لل��� ع� م��ال�ة    ، ��ق ن��ت� ال���ار�ة و ال���لفةمه�ة في ال��اق، و�ع�ها ن�ع�ض ل���قة ال�ق�ة ال�اب�ة 

  ال�ل�ل ال�ق����ة. 



 المقدمة 
 

 ب  

�ل الف��ل �ع�د مع��� م� الأم�لة الع�د�ة وال�ي ت��� م� أه��ة ما ق�م في ه�ه ال����عة،   ق� ت� ت����و  

  وذل� ح�ى ی���ى لل�ال� الفه� ال��� ل���لف ال��ق.  

العددي   التحلیل    العل��ة   الف�وع  ل���ع   ض�ور�   وه�   العل��ة،   ال��الات   ���لفل  ج�ا  مه�  م�ض�ع  ه� إن 

 ال��م�ة  لغات   واس���ام  ال��اض�ة   ال��ائل  ل�ل  الع�د�ة  ال��ق   اس���ام  �ع���.  ال������ة  الف�وع  خاصة

وال�ي ت��� م� أه��ة ما ق�م  ال���لفة    الع�د�ة  الأم�لة  م�  الع�ی�  حل  ت�وفي ه�ا ال���  .  مه�ا  أم�ا  ال��ع�دة

 م���عة،   ت�ار��  حل  على  هت�ر��في ه�ه ال����عة، وذل� ح�ى ی���ى لل�ال� الفه� ال��� ل���لف ال��ق. و 

  .ال���ق�ل في وال����ة الع�ل�ة  ال����ات  ل��اجهة ال����� على ��اع�ه� وه�ا

 ال��ض�ع،   ه�ا في  ال��ر���ة  ت����ي  م�  ���ً�ا  اس�ف�ت   أن�ي   إلى  أش��  أن  ���   ال����عة،  له�ه  وضعي  أث�اء

  ت�ق��   في  ن���   أن�ي  آمل.  م���اها  لإث�اء  والأج���ة  الع���ة  ال���   �ع�   في  وج�ته  ما  إلى  �الإضافة

  ی���   م�جعًا   ل���ح  ال�امعي  ال�س�  في  ها �ق��ل  ت��ى  أن  وأت��ى  ال����عة،  ه�ه  إع�اد   م�  ال����د   اله�ف

  . ال�ام��ة م���ات�ا

ناب�ي    وال����ر  ال��اقي،  أم  ��امعة  م�اض�  أس�اذ   ،أوص�� تقي ال�ی�  ل����رل  وام��اني   ش���   ب�ق���  أخ���

  . واللغ��  العل�ي لل�����  وتق���ه�ا م�اجع�ه�ا على ت��ة،  ��امعة  م�اض� أس�اذ  ،�زاقال ع�� 

  وفق� في ه�ا الع�ل. ق�  أن�ي آمل

    -تبسة -العربي التبسيالشھید الشیخ جامعة  ،قسم الریاضیات  ،د. قصري أحلام
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الأولالفصل   

حل جمل المعادلات الخطية    

 تمهيد

 المعادلات الخطية الموافقة لعدد من المسائل في العموم التطبيقية واليندسية وكذلك في العموم إن جممة
:الاجتماعية والعموم الاقتصادية، تعطى كماىو معموم بشكل عام بالشكل المصفوفاتي التالي  

𝐴𝑋 = 𝐵                                     1.1    

  𝑛 معدلات ذات 𝑛 في ىذا الفصل سيتم دراسة جمل المعادلات ذات الشكل العام  1.1  وىو نظام  

:، ويكتب عمى الشكل  𝑖 = 1, 𝑛     ; 𝑥𝑖    مجيول  

 
 
 

 
 

𝑎1 1𝑥1 + 𝑎1 2𝑥2 + 𝑎1 3𝑥3 + ⋯ + 𝑎1 𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎2 1𝑥1 + 𝑎2 2𝑥2 + 𝑎2 3𝑥3 + ⋯ + 𝑎2 𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

… .  ……  ……  ……  ………………………    
… .  ……  ……  ……  ………………………
… .  ……  ……  ……  ……………………… .

𝑎𝑛  1𝑥1 + 𝑎𝑛  2𝑥2 + 𝑎𝑛  3𝑥3 + ⋯ + 𝑎𝑛  𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

                       1.2   

𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛  معمومة، حيث  : 𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖 مجيول، تكون الثوابت 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛   من أجل  

ىناك طرق جبرية مباشرة لحل ىذه المجموعة من المعادلات، مثل كرامر، وغيرىا من الطرق المباشرة التي 
وىذه الطرق عادة تكون طويمة ولذلك تم إدخال طرق أخرى لمحل مثل . تستخدم مقموب المصفوفات في الحل

طريقة غوص، غوص جوردان، التحميل، وىي طرق لا تحتاج لتكرارات لإيجاد الحل لذلك فيي تسمى بالطرق 
وىناك طرق تقريبية عددية غير مباشرة والتي تحتاج لتكرارات عديدة لموصول إلى الحل . العددية المباشرة

. التقريبي، ونذكر منيا طريقة جاكوبي، غوص سايدل وطريقة الاسترخاء  
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شرح مبدأ طرق الحل. 1   

:اتي كمايميعمى شكل مصفوف أو    𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 ∕= 1, 𝑛     𝑛
𝑗=1   باختصار نكتب و

𝐴𝑋 = 𝐵 ⟺  

𝑎1 1  𝑎1 2   𝑎1 3 …𝑎1 𝑛

𝑎2 1  𝑎2 2   𝑎23 …𝑎2 𝑛

⋮         ⋮          ⋮         ⋮
𝑎𝑛  1  𝑎𝑛  2   𝑎𝑛  3 …𝑎𝑛  𝑛

 

 

 
 

𝑥1

𝑥2

⋮
⋮

𝑥𝑛 

 
 

=

 

 
 

𝑏1

𝑏2

⋮
⋮

𝑏𝑛 

 
 

                      1.3  

:حيث  

𝐴 =  

𝑎1 1  𝑎1 2   𝑎1 3 …𝑎1 𝑛

𝑎2 1  𝑎2 2   𝑎23 …𝑎2 𝑛

⋮         ⋮          ⋮         ⋮
𝑎𝑛  1  𝑎𝑛  2   𝑎𝑛  3 …𝑎𝑛  𝑛

 ; 𝑋 =

 

 
 

𝑥1

𝑥2

⋮
⋮

𝑥𝑛 

 
 

;     𝐵 =

 

 
 

𝑏1

𝑏2

⋮
⋮

𝑏𝑛 

 
 

        1.4  

𝑋 = 𝐴−1𝐵 𝑑𝑒𝑡𝐴 فإن  المصفوفة  𝐴      و عندئذ يوجد حل وحيد كون قابمة لمعكس ت ≠   إذا كان 0
. عدة طرق المباشرة منيا و الغير مباشرةإلىنتطرق   𝑋    ومن أجل البحث عن الحل

 الطرق المباشرة. 2

(باستخدام مقموب مصفوفة )المباشرة طريقة  ال1.2  
𝐴𝑋 = 𝐵 ⇒ 𝐴−1𝐴𝑋 = 𝐴−1𝐵 ⇒ 𝑋 = 𝐴−1𝐵 : لدينا  

:  ومن أبسط الطرق، الطريقة التالية 𝐴−1 إذا نحسب مقموب المصفوفة 

𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
𝐴𝑡 𝐴𝑖  𝑗 =  −1 𝑖+𝑗𝐷𝑖  𝑗 ; 𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠ 0         1.5    

.𝑋  لنجد شعاع الحل الدقيق والوحيد 𝐵 ثم نضرب مقموب المصفوفة في الشعاع  
1.1 مثال  

:حل باستخدام الطريقة المباشرة جممة المعادلات الخطية التالية  

 

3x1
− 4x2

+ 4x3
= 7

5x1
− 3x2

+ 4x3
= 11

x1 − 2x2
+ 2x3

= 3
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:الحل  
:لدينا الشكل المصفوفاتي التالي  

           𝐴 =  
3 −4 4
5 −3 4
1 −2 2

 ; 𝐵 =  
7

11
3

 ∶  أي
3 −4 4
5 −3 4
1 −2 2

 .  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  
7

11
3

  

: بأي طريقة نجد 𝐴−1  بعد حساب  

𝐴−1 =
1

2
.  

2 0 −4
−6 2 8
−7 2 11

 ⇒ 𝑋 = 𝐴−1𝐵 ⇒ 𝑋 =  
1
2
3

  

: حيث  

𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
𝐴𝑡 𝐴𝑖 𝑗 =  −1 𝑖+𝑗𝐷𝑖 𝑗 ; 𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠ 0  

  كرامرطريقة 2.2
ا: كل قيمة حدا بالطرقة التالية،   𝑋 نحسب الشعاع  

𝑥𝑖 =
∆𝑖

𝑑𝑒𝑡 𝐴
  ; 𝑖 = 1, 𝑛                                                    1.6   

 𝐵 بالمتجو 𝑖  𝑖∆   العمود تعويضالمحدد الناتج عن 
𝑋 : كمايمي    الدقيق و الوحيد الحل شعاع طريقة كرامر تعطي مركباتأن أي 

𝑥𝑖 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
𝑑𝑒𝑡  

𝑎1 1 𝑎1 𝑖−1 𝑏1
𝑎1 𝑖+1 …… 𝑎1 𝑛

𝑎2 1 𝑎2 𝑖−1 𝑏2
𝑎2 𝑖+1 …… 𝑎2 𝑛

⋮
𝑎𝑛  1

⋮
𝑎𝑛  𝑖−1

⋮
𝑏𝑛

⋮
𝑎𝑛  𝑖+1

……
⋮

𝑎𝑛  𝑛

               1.7  

  عدد العمميات المنجزة لطريقة كرامر ىو : 𝑛 + 1 2𝑛! −  .عممية 1
 𝑛 ≥  .استحالة حل ىذه الجممة بطريقة كرامر  نلاحظ أنو إذا كان103
  لحساب كذلك𝐴−1( في حالة𝐴 قابمة لمعكس ) الحل لإيجادفان عدد العمميات المنجزة 𝑋  ىو

𝑛!  𝑛2 + 𝑛 + 1 + 3𝑛2 − 𝑛  كان إذا عممية و تكون مستحيمة𝑛 ≥ ن أ بالرغم من 102
  . عممية خلال الثانية الواحدة109الحاسوب يقوم ب 

 كان إذانقوم بحل ىذه الجمل  بالطرق المباشرة ه الدروس و ليذا في ىذ 𝑛 ≤  و لذلك نمجأ الى 100
  .دا لمحل الدقيقيجتقريبا  حل تقريبي لإيجادالطرق التكرارية 



       حل جمل المعادلات الخطية    ول الفصل الأ
 

4 
 

  2.1مثال

 الحل بطريقة كرامر لممثال السابق

𝑑𝑒𝑡 𝐴 =  
3 −4 4
5 −3 4
1 −2 2

 = 2 

∆1=  
7 −4 4

11 −3 4
3 −2 2

 = 2 ⇒ 𝑥1 =
 1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
 . ∆1=

2

2
= 1 

∆2=  
3 7 4
5 11 4
1 3 2

 = 4 ⇒ 𝑥2 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
. ∆2=

4

2
= 2 

∆3=  
3 −4 7
5 −3 11
1 −2 3

 = 6 ⇒ x3 =
1

det A
, ∆3=

6

2
= 3 

⇒ 𝑋 =  
1
2
3
  

. في كمتا الطريقتينشعاع الحل الدقيق لمجممة السابقةنفس و ىو   

  طريقة غوص3.2

: وتحقق مايميمصفوفة كيفية  𝐴 حيث 𝐴𝑋 = 𝐵    لتكن لدينا الجممة السابقة

   . 𝑑𝑒𝑡 𝐴 ≠ 𝑑𝑒𝑡 و 0  
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
 ≠ 𝑎11 و 0 ≠ 0 

 𝐴′ 𝐴′𝑋 حيث  = 𝐵′ إلى جممة مكافئة ليا ىي   𝐴𝑋 = 𝐵تعتمد طريقة غوص عمى تحويل الجممة  

'   . مصفوفة مثمثية عموية

شرح الطريقة  1.3.2  

:معطاة بالشكل التالي  خطوة أو مرحمة، لتكن الجممة   1.4  (𝑛 −   تعتمد ىذه الطريقة عمى(1
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𝐴 =  𝐴, 𝐵 =  

 

 
 

𝑎11 𝑎12 …… 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 …… 𝑎2𝑛

⋮
⋮

𝑎𝑛1

⋮
⋮

𝑎𝑛2 ……

⋮
⋮

𝑎𝑛𝑛

 
 

𝑏1

𝑏2

⋮
⋮

𝑏𝑛 

 
 

                            1.8  

  وتسمى 𝐴 بالمصفوفة الموسعة  

 𝑲 = الأولىالمرحمة .  أ 𝟏  

                                              𝑘 = 1, 𝑛 − : من أجل          1  

: أي 𝑎11 ≠ 0 𝑥1 حيث    الشعاع معاملات إعدام  تعتمد ىذه المرحمة عمى 

:التالية  اعتمادا عمى الخوارزمية   𝑎21
(1)

= 𝑎31
(1)

= 𝑎41
(1)

= ⋯ = 𝑎𝑛1
(1)

= 0 

𝐿𝑗 −
𝑎𝑗1

𝑎11
𝐿1~𝐿𝑗

 1 
; 𝑗 = 2, 𝑛     ⟺

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝐿2

 1 
~𝐿2 −

𝑎21

𝑎11
𝐿1

𝐿3
 1 

~𝐿3 −
𝑎31

𝑎11
𝐿1  

⋮
⋮.

𝐿𝑛
 1 

~𝐿𝑛 −
𝑎𝑛1

𝑎11
𝐿1

                      1.9  

: التالية   عمى المصفوفةنحصل الأولى بعد نياية المرحمة  1.10 

𝐴(1) =  𝐴(1), 𝐵(1) =

 

  
 

𝑎11 𝑎12
𝑎13 …… 𝑎1𝑛

0 𝑎22
(1)

𝑎23
(1)

…… 𝑎2𝑛
(1)

0
⋮
0

⋮
⋮

𝑎𝑛2
(1)

⋮
⋮

𝑎𝑛3
(1)

. ……

. ……

. ……

⋮
⋮

𝑎𝑛𝑛
(1)

 

 

𝑏1

𝑏2
(1)

.

.

𝑏𝑛
(1)

 

  
 

               1.10  

: حيث  

𝑎𝑖𝑗
(1)

= 𝑎𝑖𝑗 −
𝑎𝑖1

𝑎11
𝑎1𝑗   ;      

𝑖 = 2, 𝑛     

𝑗 = 2, 𝑛     
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 𝑲 =   الثانيةالمرحمة .  ب 𝟐

  :أي أصفار إلي القطر بالعمود الثاني أسفلعمى تحويل العناصر ىذه الخطوة و تعتمد 

𝑎32
(2)

= 𝑎42
(2)

= 𝑎52
(2)

= ⋯ = 𝑎𝑛2
(2)

= 0   ;  𝑎22
(1)

≠ 0 

𝑎22 ≠ 0 𝑥2 حيث  الشعاع  معاملات  إعدام  تعتمد ىذه المرحمة عمى   

𝐿𝑗
(1)

−
𝑎𝑗2

(1)

𝑎22
(1)

𝐿2
(1)

~𝐿𝑗
(2)

   ;    𝑗 = 3, 𝑛     ⟺

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 𝐿3

(2)
~𝐿3

(1)
−

𝑎32
(1)

𝑎22
(1)

𝐿2

𝐿4
(2)

~𝐿4
(1)

−
𝑎42

(1)

𝑎22
(1)

𝐿2

..

.

𝐿𝑛
(2)

~𝐿𝑛
(1)

−
𝑎𝑛2

(1)

𝑎22
(1)

𝐿2

                   1.11  

:  التالية   عمى المصفوفة نحصلو بعد نياية المرحمة الثانية   1.12 

𝐴 (2) =  𝐴(2), 𝐵(2) =

 

 
 
 
 

𝑎11 𝑎12
𝑎13 …… 𝑎1𝑛

0 𝑎22
(1)

𝑎23
(1)

…… . 𝑎2𝑛
(1)

0
0
0

0
0
0

𝑎33
(2)

⋮
…… . 𝑎3𝑛

(2)

⋮. . … .

𝑎𝑛3
(2)

…… 𝑎𝑛𝑛
(2)

 

 

𝑏1

𝑏2
(1)

𝑏3
(2)

⋮
⋮

𝑏𝑛
(2)

 

 
 
 
 

              1.12  

𝑎𝑖𝑗
(2)

= 𝑎𝑖𝑗
(1)

−
𝑎𝑖2

(1)

𝑎22
(1) 𝑎2𝑗     ;     

𝑖 = 3, 𝑛     

𝑗 = 3, 𝑛     
:                حيث   

 𝑛 −   ذات الرتبةالأخيرة الخطوة إلىبقى بنفس الطريقة حتى نصل ن و  1

 𝑲 = 𝒏 −   الأخيرةالمرحمة .  ج 𝟏

، فنتحصل عمى المصفوفة و بنفس المبدأ السابق  𝑥𝑛−1   معاملات الشعاع إعدام و تعتمد عمى تحويل و 

  المثمثية العموية𝐴 (𝑛−1) :كمايمي 
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𝐴 (𝑛−1) =  𝐴(𝑛−1), 𝐵(𝑛−1)  

=

 

 
 
 
 
 
 

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎15 …… 𝑎1𝑛

0 𝑎22
(1)

𝑎23
(1)

𝑎24
(1)

𝑎25
(1)

…… 𝑎2𝑛
(1)

0
0
0
⋮
0
0

0
0
0
⋮
0
0

𝑎33
(2)

0
0
⋮
0
0

𝑎34
(2)

𝑎44
(3)

0
⋮
0

𝑎35
(2)

……

𝑎45
(3)

……

𝑎55
(4)

……

⋮
0 ………

𝑎3𝑛
(2)

𝑎4𝑛
(3)

𝑎5𝑛
(4)

.

𝑎𝑛𝑛
(𝑛−1)

 

 

 

𝑏1

𝑏2
(1)

𝑏3
(2)

𝑏4
(3)

𝑏5
(4)

.

𝑏𝑛
(𝑛−1)

 

 
 
 
 
 
 

                   1.13       

: بالخوارزمية التالية   نحل الجممةفي المرحمة الأخيرة و 1.9 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 𝑥𝑛 =

𝑏𝑛
(𝑛−1)

𝑎𝑛𝑛
(𝑛−1)

𝑥𝑛−1 =
𝑏𝑛−1

(𝑛−2)
− 𝑎𝑛−1,𝑛

(𝑛−2)
𝑥𝑛

𝑎𝑛−1,𝑛−1
(𝑛−2)

.

.

𝑥𝑖 =
1

𝑎𝑖𝑖
(𝑖−1)

 𝑏𝑖
(𝑖−1)

−  𝑎𝑖𝑗
(𝑖−1)

𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =𝑖+1

 

.

.

𝑥1 =
1

𝑎11
 𝑏1 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =2

 

                                               1.14  

:ملاحظة  

ن كاإذاو في حالة ما  ولذلك     𝑎𝑘𝑘 ≠ نأنو في كل مرحمة تحويل نعتمد عمى ألاحظ ن 0  

𝑗، في ىذه الحالة نقوم بتبديل السطرين 𝑘 و𝑗  في الجممة > 𝑘 حيث  𝑎𝑗𝑘
(𝑘−1)

≠ 𝑎𝑘𝑘  و 0
(𝑘−1)

= 0  

.كل في مكان الآخر  
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  3.1مثال

  غوص حل الجممة التالية بطريقة

 

2x1 + 3x2 − x3 = 1
4x1 + 4x2 − 3x3 = 4

−2x1 + 3x2 − x3 = −2

  

 الحل
 𝐾 =    المرحمة الأولى  1

𝑎11 = 2 ≠ 0 :  نلاحظ  أن  

 𝐴, 𝐵 =  
2    3  − 1
4   4  − 3
−2   3 − 1

 
1
4

−2
     

:  بأجراء التحويلات التالية لغوص لإعدام الشعاع العمودي الأول، عمى السطرين الثاني والثالث كمايمي  

 
𝐿2
 1 

→ 𝐿2 − 2𝐿1

𝐿3
 1 

→ 𝐿3 + 𝐿1

  

: كالتالي  𝐴, 𝐵  1 نجد  

 𝐴, 𝐵  1 =  
2     3  − 1

0  − 2  − 1
0      6   − 2

 
1
2

−1
  

 𝐾 =   المرحمة الثانية  2

𝑎22 = −2 ≠ : نلاحظ  أن 0  
:بأجراء التحويلات التالية لغوص لإعدام الشعاع العمودي الثاني، عمى السطر الثالث كما يمي  

𝐿3
 2 

→ 𝐿3
 1 

+ 3𝐿2
 1  

:كمايمي    𝐴, 𝐵  2  نجد  

 𝐴, 𝐵 (2) =  
2       3  − 1
0  − 2  − 1
0      0  − 5

 
1
2
5
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:ومنو نجد من الشكل المصفوفي السابق  الشكل الخطي التالي  

 
−5𝑥3 = 5

−2𝑥2 − 𝑥3 = 2
2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 = 1

⇒ 

 
 
 

 
 
𝑥3 = −1

𝑥2 =
−1

2

𝑥1 =
3

4

    ⇒ 𝑋 =

 

 
 

3
4 

−1
2 

−1  

 
  

   غوصحساب عدد العمميات الكمية لحل الجممة الخطية بطريقة 2.3.2
 𝒊 خلال المرحمة .  أ  

 

 𝑛 − 𝑖      ←  القسمة              
 𝑛 − 𝑖 2 +  𝑛 − 𝑖 ←  الضرب
 𝑛 − 𝑖 2 +  𝑛 − 𝑖 ← الجمع  

 
 

 
 

 

 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏 : أيخلال جميع المراحل. ب   

  
  𝑛 − 𝑖 =

𝑛(𝑛−1)

2

𝑛−1
𝑖=1                               ←  القسمة  

   𝑛 − 𝑖 2 +   𝑛 − 𝑖 =
𝑛(𝑛2−1)

3

𝑛−1
𝑖=1

𝑛−1
𝑖=1 ←  الضرب
 
𝑛(𝑛2−1)

3
                                                    ← الجمع   

 
 

 
 

 

:          العمميات المنجزة ىيإذا  

2𝑛3

3
+

n2

2
−

7n

6
 

 3.3.2  العمويةةمثمثي لحل الجممة اللمنجزةحساب عدد العمميات ا 

 

1 +   𝑖 = 1 +  𝑛 − 1 = 𝑛

𝑛−1

𝑖=1

              ←  القسمة  

   𝑛 − 𝑖 =
𝑛 𝑛 − 1 

2

𝑛−1

𝑖=1

                     ← الضرب

    𝑛 − 𝑖 =
𝑛(𝑛 − 1)

2

𝑛−1

𝑖=

                        ← الجمع 
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𝑛2   عمميات الجممة العموية لمحل ىوإذا 
: نجد العمميات الكمية ىي  

2𝑛3

3
+

𝑛2

2
−

7𝑛

6
=

4𝑛3 + 9𝑛2 − 7𝑛

6
 

غوصحساب مقموب مصفوفة بطريقة   4.3.2 

: أي 𝐼 = 𝐴𝐴−1   لدينا 

 

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 

 

 
 

𝑥1 𝑥2 𝑥3

𝑦1 𝑦2 𝑦3
𝑧1

↑
𝑋1

𝑧2

↑
𝑋2

𝑧3

↑
𝑋3 

 
 

=

 

 
 

1 0 0
0 1 0
0
↑
𝐸1

0
↑
𝐸2

1
↑
𝐸3 

 
 

                1.15  

:أي   
 𝐴𝑋1 = 𝐸1 ;  𝐴𝑋2 = 𝐸2 ;  𝐴𝑋3 = 𝐸3   

: والطرف الثاني مختمف أي  𝐴  نظم ذات نفس المصفوفةلدينا ثلاثة أي  
 𝐴/𝐼 =  𝐴/ 𝐸1/𝐸2/𝐸3   

:إذا المصفوفة الموسعة ىي  

 

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ⟹  

𝑎11 𝑎12 𝑎13

0 𝑎22 𝑎23

0 0 𝑎33

 
1 0 0
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓

              1.16  

:نجد  
       𝑈𝑋1 = 𝐸1

′     𝑋1 الأول عمى العمود نحصل   
         𝑈𝑋2 = 𝐸2

′     𝑋2   الثاني عمى العمود نحصل 
 𝑈𝑋3 = 𝐸3

′     𝑋3   الأول عمى العمود نحصل 

4.1مثال   

 طبق طريقة غوص لحساب مقموب المصفوفة التالية 

 
4 −2 0

−2 5 2
0 2 5
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 الحل
𝑎11 = 4 ≠ 0    النظام المثمثيإلىالتحويل *.  

 
4 −2 0

−2 5 2
0 2 5

 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

𝐿2
(1)

↝ 𝐿2 +
1

2
𝐿1 

𝐿3
(2)

↝ 𝐿(1)
3 −

1

2
𝐿(1)

2 ⇒  𝐴/𝐼  1 =

 

 
 
 
 

4 −2 0
0 4 2
0 0 4

 

 

1 0 0
1

2 1 0

−1
4 

↑
𝐸1

′

−1
12 

↑
𝐸2

′

1
↑
𝐸3

′

 

 
 
 
 

          

الحل بطريقة الصعود **.   
𝑿𝟏  الأولالعمود   

𝑈𝑋1 = 𝐸1
′ ⇒  

4 −2 0
0 4 2
0 0 4

  

𝑥1

𝑦1

𝑧1

 =

 

 
 

1
1

2
−1

4  

 
  

⟹ 𝑥1 =
21

64
;   𝑦1 =

5

32
;   𝑧1 =

−1

16
  

𝑿𝟐   العمود الثاني

𝑈𝑋2 = 𝐸2
′ ⇒  

4 −2 0
0 4 2
0 0 4

  

𝑥2

𝑦2

𝑧2

 =  

0
1

−1

12

  

⟹ 𝑥2 =
5

32
;   𝑦2 =

5

16
;   𝑧2 =  

−1

8
 

𝑿𝟑 لث العمود الثا  

𝑈𝑋3 = 𝐸3
′ ⇒  

4 −2 0
0 4 2
0 0 4

  

𝑥3

𝑦3

𝑧3

 =  
0
0
1
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⟹ 𝑥3 =
−1

16
;   𝑦3 =

−1

8
;   𝑧3 =  

1

4
 

⟹ 𝐴−1 =

 

 
 
 

21

64

5

32

−1

16
5

32

5

16

−1

8
−1

16

−1

8

1

4  

 
 
 

 

 𝑛(4𝑛2−1)

3
:  بطريقة غوص ىو  𝐴−1عدد العمميات الحسابية من اجل حساب  

  غوص جوردانطريقة 4.2

 𝐴′𝑋 = 𝐵′ ىا جممة مكافئة لإلى     𝐴 حيث   𝐴𝑋 = 𝐵   عمى تحويل المصفوفة غوص جوردان تقوم طريقة
. ىي مصفوفة قطرية أو مصفوفة الوحدة 𝐴′   حيث 

 ملاحظة 

𝐼   نقوم دائما بقسمة كل سطر عمى المرتكز إلى مصفوفة الوحدة   𝐴   تحويل المصفوفةأردنا إذا في حالة ما 
𝑎𝑖𝑖   عمى القسمة بعممية نقوم فلا القطرية الحصول أردنا إذا أما الأول، من   ≠   حيث بو الخاص  0

:كمايمي مرحمة   
𝐴    عمى غوص طريقة في كما وتعتمد المرتكزات،

 𝑘 =   الأولى المرحمة  1
  𝑎11 ≠ 0   تعتمد عمى تعويض𝑎11 لممصفوفة  𝐴 وذلك بقسمة السطر الأول عمى المرتكز1 بالعدد 

:كمايمي  

𝐿1(
1

𝑎11
) ↝ 𝐿1

(1) 

:غوص أي بطريقة   𝑥1 ثم نعدم جميع معاملات الشعاع  

𝐿𝑗 −
𝑎𝑗1

𝑎11
𝐸1 ↝ 𝐿𝑗

 1 
;    𝑗 = 2, 𝑛      

:فنحصل عمى  
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𝐴 (1) =  𝐴(1), 𝐵(1) =

 

 
 
 
 

1 𝑎12
 1 

…… 𝑎1𝑛
 1 

0
0

𝑎22
 1 

……
⋮
⋮

𝑎2𝑛
 1 

⋮
⋮

0 𝑎𝑛2
 1 

…… 𝑎𝑛𝑛
 1 

 

 

𝑏1
 1 

𝑏2
 1 

⋮
⋮
⋮

𝑏𝑛
 1 

 

 
 
 
 

                 1.17    

 
𝑖 = 2, 𝑛

𝑗 = 1, 𝑛
     𝑎𝑖𝑗

(1)
= 𝑎𝑖𝑗 − 𝑎𝑖1𝑎1𝑗 :         حيث  

 وبعد الأخيرة في المرحمة لنحصلونبقى بنفس الطريقة في جميع المراحل المتبقية وذلك حسب رتبة المصفوفة 
رعدا العناصر الموجودة في  القط،  (𝑖 = 1, 𝑛) 𝑥i الأشعة جميع عناصر إعدام في  غوص مراحلإتباع    

: عمى مايمي لنحصل 𝑎𝑖𝑖المرتكزات  

𝐴 (𝑛−1) =  𝐴(𝑛−1), 𝐵(𝑛−1) =

 

 
 
 
 

1 0 …… 0

0
0

1     0
1
⋮

𝑎2𝑛
 1 

0
⋮

0 0 … 1
 

 

𝑏1
 1 

𝑏2
 2 

⋮
⋮
⋮

𝑏𝑛
 𝑛 

 

 
 
 
 

         1.18  

: عمىنحصل فإننا   𝑎𝑖𝑖   في حالة عدم القسمة عمى المرتكزات أما 

𝐴 (𝑛−1) =  𝐴(𝑛−1), 𝐵(𝑛−1) =

 

 
 
 
 

𝑎11
 1 

0 …… 0

0
0

𝑎22
 2 

0 …

0
⋮

𝑎2𝑛
 1 

0
⋮

0 0 …𝑎𝑛𝑛
 𝑛 

 

 

𝑏1
 1 

𝑏2
 2 

⋮
⋮
⋮

𝑏𝑛
 𝑛 

 

 
 
 
 

            1.19  

: كمايمي  𝑋      ومنو ومن الجممة  1.18   عمى قيم الشعاع نحصل

𝑥𝑖 = 𝑏𝑖
 𝑛 

                               1.20  
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: كمايمي  𝑋    ومنو ومن الجممة  1.19   عمى قيم الشعاع نحصل

𝑥𝑖 =
𝑏𝑖

 𝑛 

𝑎𝑛𝑛
 𝑛 

                                  1.21       

: كمايمي 𝑋 يجاد قيم الشعاع  مجموع كل العمميات لحل أما   الجممة الخطية وا 

𝐽 =
1

2
 2𝑛2 + 𝑛 − 1  

مقارنة عدد العمميات في الطرق المدروسة  1.4.2  

 n كرامر غوص غوص جوردان
9 9 11 2 
30 28 59 3 
135 115 1949 5 
1045 805 108 10 
8190 5910 1030 20 

 

:ملاحظة  

.𝑛 >   تتطمب الكثير من العمميات فيي لا تستعمل عنكرامرطريقة . 1  5

. غوصمتقاربتين والأسرع ىي طريقة غوص جوردان  وغوص صغير، فإن طريقتي  𝑛 عندما يكون . 2   

بطريقة غوص جوردان  𝑨−𝟏   حساب 2.4.2

   𝐴/𝐼 ↝  𝐼/𝐴−1  ومنو المصفوفة الموسعة𝐴𝐴−1 = 𝐼لدينا  

: كمايمي 𝐴−1  حسبإذا ن  
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𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ⟹  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 

𝑎11
′ 𝑎′12 𝑎′13

𝑎′21 𝑎′22 𝑎′23

𝑎′31 𝑎′32 𝑎′33

           1.22   

𝑑𝑒𝑡𝐴 =  𝑃𝑃1  𝑃𝑃2  𝑃𝑃3 (−1)𝑝1                                                                  1.23    

  5.1مثال

:لممصفوفة التاليةغوص جوردان  بطريقة  𝑑𝑒𝑡𝐴 و    𝐴−1 حسبأ  

𝐴 =  
2 2 4
2 5 8
3 8 14

  

 الحل
غوص جوردان  بطريقة  𝑨−𝟏  .*باحس  

 𝐴/𝐼 =  
2 2 4
2 5 8
3 8 14

 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  ;   𝑎𝑚𝑘  = 𝑀𝑎𝑥 𝑎𝑖𝑘  = 3 

:إذا نستبدل السطرين الأول والثالث كل في مكان الآخر، نحصل عمى  

 𝐴/𝐼 =  
3 8 14
2 5 8
2 2 5

 
0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ; 𝑝𝑝1 = 3 

 𝐴/𝐼 =  

1 8
3 

14
3 

2 5 8
2 2 5

 

0 0 1
3 

0 1 0
1 0 0

 =

 

 
 
 
 

1 8
3 

14
3 

0 −1
3 

−4
3 

0 −10
3 

−16
3 
 

 

0 0 1
3 

0 1 −2
3 

1 0 −2
3 
 

 
 
 
 

 

: كمايمي  𝐴/𝐼  ومنو تصبح𝑀𝑎𝑥 𝑎𝑖𝑘  =  
−10

3
 =

10

3
:   نلاحظ أن  
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 𝐴/𝐼 =

 

 
 
 
 

1 8
3 

14
3 

0 −10
3 

−16
3 

0 −1
3 

−4
3 

 

 

0 0 1
3 

1 0 −2
3 

0 1 −2
3 
 

 
 
 
 

;    𝑝𝑝2 =
−10

3
  

⇒  𝐴/𝐼 =

 

 
 
 
 

1 8
3 

14
3 

0 1 8
5 

0 −1
3 

−4
5 
 

 

0 0 1
3 

−3
10 0 1

5 

0 1 −2
3 
 

 
 
 
 

 

⇒  𝐴/𝐼 =

 

 
 
 
 

1 0 2
5 

0 1 8
5 

0 0 −4
5 
 

 

4
5 0 −1

5 

−3
10 0 1

5 

−1
10 1 −3

5 
 

 
 
 
 

;  𝑝𝑝3 =
−4

5
  

=

 

 
 
 
 

1 0 2
5 

0 1 8
5 

0 0 1

 

 

4
5 0 −1

5 

−3
10 0 1

5 

1
8 

−5
4 

3
4 

 

 
 
 
 

=

 

 
 
 
 1 0 0

0 1 0
0 0 1 

 

3
4 

1
2 

−1
2 

−1
2 2 −1

1
8 

−5
4 

3
4 

 

 
 
 
 

 

 

:ومنو  

⇒ 𝐴−1 =

 

 
 
 
 

3
4 

1
2 

−1
2 

−1
2 2 −1

1
8 

−5
4 

3
4 
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باحس**.  𝒅𝒆𝒕𝑨 بطريقة غوص جوردون   

𝑑𝑒𝑡𝐴 =  −1 𝑝 𝑝𝑝1  𝑝𝑝2  𝑝𝑝3 =  −1 2. 3.  −10
3   −4

5  = 8  

 . 𝐴   عدد مرات تبديل الأسطر أو الأعمدة لممصفوفة 𝑝 حيث   
(𝑨 = 𝑳𝑼 طريقة التحميل)طريقة الفك المثمثي  5.2  

:حيث  𝐿𝑈 = 𝐴و  𝐴𝑋 = 𝐵 لدينا:  

مصفوفة مثمثية سفمية   𝐿 

 𝑈 مصفوفة مثمثية عموية 

  :مرحمتينعمى  الطريقة تعتمد ىذه

𝐿و  𝑈   تكوين المصفوفتين .1
𝐿𝑌 بطريقة النزول   = 𝐵 2 . حل النظام  

𝑈𝑋 بطريقة النزول    = 𝐵    حل النظام  . 
  𝑨 = 𝑳𝑼 لممصفوفة 𝑳و  𝑼 حساب المصفوفتين.  أ  

  تطبيقي مثال

:لدينا المصفوفة التالية ذات الرتبة الثالثة والمعرفة كمايمي  

𝐴 = 𝐿𝑈 ⇒  

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 =  

𝑙11 0 0
𝑙21 𝑙22 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33

  

𝑢11 𝑢12 𝑢13

0 𝑢22 𝑢23

0 0 𝑢33

     1.24  

:حيث  

 

𝑙ik = 0; 𝑠𝑖 𝑘 > 𝑖
𝑢𝑘𝑗 = 0; 𝑠𝑖 𝑘 > 𝑗       

𝑎𝑖𝑗 =  𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1
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𝑨    المثمثية العميا لممصفوفةدراسة خوارزمية الجهة. ب

𝑎𝑟𝑗 ;     𝑗 ≥ 𝑟 ,     𝑟 = 1, 𝑛;  𝑗 = 𝑟, 𝑛 لدينا                        :  

⟹

 
 
 

 
 𝑎𝑟𝑗 =  𝑙𝑟𝑘𝑢𝑘𝑗 =  𝑙𝑟𝑘𝑢𝑘𝑗

𝑟−1

𝑘=1

+ 𝑙𝑟𝑟 𝑢𝑟𝑗

𝑟

𝑘=1

𝑢𝑟𝑗 =
𝑎𝑟𝑗 −  𝑙𝑟𝑘𝑢𝑘𝑗

𝑟−1
𝑘=1

𝑙𝑟𝑟

              1.25  

𝑨   لممصفوفةسفمى المثمثية الدراسة خوارزمية الجهة. ج
:                  لدينا  

𝑎𝑖𝑟  ;     𝑖 ≥ 𝑟,    𝑟 = 1, 𝑛;   𝑖 = 𝑟, 𝑛  

⟹

 
 
 

 
 𝑎𝑖𝑟 =  𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑟 =  𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑟

𝑟−1

𝑘=1

+ 𝑙𝑖𝑟𝑢𝑟𝑟

𝑟

𝑘=1

𝑎𝑖𝑗
(1)

=
𝑎𝑖𝑟 −  𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑟

𝑟−1
𝑘=1

𝑢𝑟𝑟

        1.26   

 𝒍𝐢𝐢 = 𝟏  Doolittle   طريقة 1.5.2

  :لدينا

𝐴 = 𝐿𝑈 ⇒  

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 =  

1 0 0
𝑙21 1 0
𝑙31 𝑙32 1

  

𝑢11 𝑢12 𝑢13

0 𝑢22 𝑢23

0 0 𝑢33

     1.27  

Doolittle   طريقةخوارزمية . أ

𝑈 و 𝐿   .تكوين المصفوفتين  

⇒

 
 
 

 
 𝑢𝑟𝑗 = 𝑎𝑟𝑗 −  𝑙𝑟𝑘𝑢𝑘𝑗  ;   

𝑟−1

𝑘=1

 
𝑟 = 1, 𝑛

𝑗 = 1, 𝑛
  

𝑙𝑖𝑟 =  𝑎𝑖𝑟 −
 𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑟

𝑟−1
𝑘=1

𝑢𝑟𝑟
;    𝑢𝑟𝑟 ≠ 0

                          1.28   
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𝑳𝒀 بطريقة النزول   = 𝑩  حل النظام . 

𝑦𝑖 = 𝑏𝑖 −  𝑙𝑖𝑗

𝑖−1

𝑗 =1

𝑦𝑖  ;    𝑖 = 1, 𝑛                                      1.29  

𝑼𝑿  لصعودبطريقة ا  = 𝒀  حل النظام . 

𝑥𝑖 =
1

𝑢𝑖𝑖
 𝑦𝑖 −  𝑢𝑖𝑗 𝑥𝑗

𝑛

𝑗 =𝑖+1

  ;      𝑖 = 1, 𝑛                           1.30      

 𝑼𝐢𝐢 = 𝟏  Crout    طريقة 2.5.2

𝐴 = 𝐿𝑈 ⇒  

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 =  

𝑙11 0 0
𝑙21 𝐼22 0
𝑙31 𝑙32 𝐼33

  
1 𝑢12 𝑢13

0 1 𝑢23

0 0 1
      1.31      

Crout   طريقةخوارزمية .  ب

𝑈 و 𝐿   .تكوين المصفوفتين  

 
 
 

 
 𝑙𝑟𝑗 = 𝑎𝑟𝑗 −  𝑙𝑖𝑘𝑢𝑘𝑟  ;   

𝑟−1

𝑘=1

 𝑟 = 1, 𝑛
𝑖 = 𝑟, 𝑛

 

𝑢𝑟𝑗 =
1

𝑙𝑟𝑟
 𝑎𝑟𝑗 −  𝑙𝑟𝑘𝑢𝑘𝑗

𝑟−1

𝑘=1

  ;      𝑗 = 𝑟 + 1, 𝑛           ∶  𝑙rr ≠ 0

                 1.32  

𝑳𝒀 بطريقة النزول   = 𝑩  حل النظام . 

𝑦𝑖 =
1

𝑙𝑖𝑖
 𝑏𝑖 −  𝑙𝑖𝑗 𝑦𝑗

𝑖−1

𝑗=1

 ;         𝑖 = 1, 𝑛                                                       1.33      

𝑼𝑿  لصعودبطريقة ا   = 𝒀  حل النظام . 

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 −  𝑢𝑖𝑗 𝑥𝑗                                                                        1.34   

𝑛

𝑗 =𝑖+1
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   6.1مثال  

  Crout  بطريقة 𝐴𝑋 = 𝐵    حل الجممة

𝐴𝑋 = 𝐵 ⟺  
1 1 1
0 2 4
3 3 4

  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  
1
1
1
  

 الحل

 
1 1 1
0 2 4
3 3 4

 =  

𝐼11 0 0
𝑙21 𝐼22 0
𝑙31 𝑙32 𝐼33

  
1 𝑈12 𝑈13

0 1 𝑈23

0 0 1
  

𝑈 و 𝐿   .تكوين المصفوفتين  
:العمود الأول  

 

𝑙11 0 0
𝑙21 𝑙22 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33

  
1
0
0
 =  

1
0
3
 ⇒ 𝑙11 = 1:  l21 = 0 ∶   𝑙31 = 3 

  :العمود الثاني

 

1 0 0
0 𝑙22 0
3 𝑙32 𝑙33

  
𝑈12

0
0

 =  
1
0
3
 ⇒ 𝑢11 = 1;  𝑙22 = 2;    3 + 𝑙32 = 3;  𝑙32 = 0 

  :العمود الثالث

 
1 0 0
𝑂 2 0
𝑙31 0 𝑙33

  
𝑈13

𝑈23

1
 =  

1
4
4
 ⇒ 𝑢13 = 1;  𝑢23 = 2 ;  𝑙33 = 1 

𝐿 =  
1 0 0
0 2 0
3 0 1

 ;  𝑈 =  
1 1 1
0 1 2
0 0 1

  

𝑳𝒀 بطريقة النزول    = 𝑩  حل النظام . 

 
1 0 0
0 2 0
3 0 1

  

𝑦1

𝑦2

𝑦3

 =  
1
1
1
 ⇒ 𝑦1 = 1;  y2 =

1

2
 ;  𝑦3 = −2 ⇒ 𝑌 =  1,

1

2
, −2 

𝑡
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𝑼𝑿  لصعودبطريقة ا  = 𝒀   . حل النظام  

 
1 1 1
0 1 2
0 0 1

  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  

1
1

2
−2

 ⇒ 𝑥1 =
−3

2
; 𝑥2 =

9

2
 ;  𝑥3 = −2 ⇒ 𝑋 =  

−3

2
,
9

2
, −2 

𝑡

 

:ملاحظة  
: اعتمادا عمى الطريقتين السابقتين كمايمي 𝐴 نستطيع حساب محدد المصفوفة. 1   

𝑑𝑒𝑡 𝐴 = 𝑑𝑒𝑡 𝐿. 𝑑𝑒𝑡 𝑈 = 𝐷𝑒𝑡 𝐿. 1 = 𝐷𝑒𝑡 𝐿               (𝐶𝑟𝑜𝑢𝑡)  
𝑑𝑒𝑡 𝐴 = 𝑑𝑒𝑡 𝐿. 𝑑𝑒𝑡 𝑈 = 1. 𝐷𝑒𝑡 𝑈 = 𝐷𝑒𝑡 𝑈               (𝐷𝑜𝑜𝑙𝑖𝑡𝑡𝑙𝑒)  

: كمايمي 𝐴−1   حسابنستطيع  .2 

𝐴 = 𝐿𝑈 ⇒ 𝐴−1 = 𝑈−1𝐿−1 
  𝑨−𝟏خوارزمية  

𝑈 و 𝐿    .تكوين المصفوفتين  

. بطريقة الصعود 𝑈−1   حساب المصفوفة.  

.بطريقة النزول    𝐿−1 حساب المصفوفة.    

cholesky   لـ طريقة الجذور التربيعية 6.2 

 𝐴 = 𝐴𝑡 :  كانتإذا متناظرة أنيا  𝐴    نقول عن المصفوفة 1 تعريف

:تحقق الشرط التالي إذا معرفة موجبة  أنيا 𝐴 نقول عن المصفوفة   2 تعريف  
  ∀𝑋 ∈ 𝐼𝑅𝑁; 𝑋𝑇𝐴𝑋 > 0; 𝑋 ≠ ,𝐴𝑋   أو 0 𝑋 > 0  ∶ 𝑋 ≠ 0  

𝐴 عمى   وعميو فإمكاننا كتابة .  فيي قابمة لمعكس متناظرة ومعرفة موجبة 𝐴   المصفوفةإذا كانت   3  تعريف

: حيث 𝐴 = 𝐿𝐿𝑡   الشكل 
  𝐿 .ىي مصفوفة مثمثية سفمية  
𝐿𝑡 .ة عمويةيصفوفة مثمث ىي م   
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2.1تطبيقي مثال   

𝐴 = 𝐿𝐿𝑡 ⟺  

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

 =  

𝐼11 0 0
𝑙21 𝐼22 0
𝑙31 𝑙32 𝐼33

  

𝑙11 𝑙12 𝑙13

0 𝑙22 𝑙23

0 0 𝑙33

      1.35  

⇒ 𝑙11 =  𝑎11  ;   𝑙21 =
𝑎12

𝑙11
 ;    𝑙31 =

𝑎13

𝑙11
 ;  𝑙22 =  𝑎22 − 𝑙21

2 

𝑙32 =
𝑎23 − 𝑙31𝑙21  

𝑙22
  ; 𝑙33 =  𝑎33 − 𝑙31

2 − 𝑙32
2 

: أي طريقتي النزول والصعود كمايمي Doolittle و Crout ثم نحل الجممة بنفس الطريقة السابقة ل  

𝐴𝑋 = 𝐵 ⟺ 𝐿𝐿𝑡𝑋 = 𝐵 ⇒  
𝐿𝑌 = 𝐵      طريقة النزول  

𝐿𝑇𝑋 = 𝑌   طريقة الصعود 

                               1.36  

7.1مثال   

   .𝐴−1 و 𝑑𝑒𝑡 𝐴  حل الجممة التالية بطريقة الجذور التربيعية، ثم أحسب  

𝐴𝑋 = 𝐵 ⟺  
4 −2 1

−2 9 5
1 5 16

 .  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =  
3

−7
−15

  

 الحل

حل الجممة بطريقة الجذور التربيعية.   

:لدينا  

𝐴 = 𝐿𝐿𝑡 ⟺  
4 −2 1

−2 9 5
1 5 16

 =  

𝐼11 0 0
𝑙21 𝐼22 0
𝑙31 𝑙32 𝐼33

  

𝑙11 𝑙12 𝑙13

0 𝑙22 𝑙23

0 0 𝑙33

  

⇒ 𝑙11 =  4 = 2;  𝑙21 =
−2

2
= −1 ;   𝑙31 =

1

2
 ;  𝑙22 =  9 −  −1 2 = 2 2  



       حل جمل المعادلات الخطية    ول الفصل الأ
 

23 
 

𝑙32 =
5 −  

1

2
  −1  

2 2
=

11

4 2
  ; 𝑙33 =  16 −  

1

2
 

2

−  
11

4 2
 

2

=  
383

32
 

: كمايمي 𝐿𝑌 = 𝐵  نحل الجممة بطريقة النزول  

 

 
 

2 0 0

−1 2 2 0

1

2

11

4 2
 

383

32  

 
 

 

𝑦1

𝑦2

𝑦3

 =  
3

−7
−15

 ⇒ 𝑦1 =
3

2
;  y2 =

−11

4 2
 ;   𝑦3 = − 

383

32
 

𝑌 =  
3

2
,
−11

4 2
, − 

383

32
 

𝑡

 

: كمايمي 𝐿𝑡𝑋 = 𝑌  نحل الجممة بطريقة الصعود  

 

 
 
 
 
 

2 −1
1

2

0 2 2
11

4 2

0 0  
383

32  

 
 
 
 
 

 

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =

 

 
 
 
 
 

3

2
−11

4 2

− 
383

32  

 
 
 
 
 

⇒ 𝑥1 = 1; 𝑥2 = 0 ; 𝑥3 = −1 

⇒ 𝑋 =  1,0, −1 𝑡 
𝑨−𝟏 و 𝒅𝒆𝒕 𝑨 حساب  .   

𝑑𝑒𝑡 𝐴 =  𝑙11
2 𝑙22

2 𝑙33
2 =  22  2 2

2
   

383

32

2

 = 383 ≠ 0 

𝐴−1 =  𝐿𝐿𝑡 −1 =  𝐿𝑡 −1𝐿−1 =  𝐿−1 𝑡𝐿−1 
𝑳−𝟏 حساب.   

𝐿𝐿−1 = 𝐼 ⇒  

2 0 0

−1 2 2 0

1

2

11

4 2
 

383

32

  
𝑎 0 0
𝑏 𝑑 0
𝑐 𝑒 𝑓

 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

:       لدينا   
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𝐿−1 =

 

 
 
 
 
 

1

2
0 0

1

4 2

1

2 2
0

−19

4 766

−11

 383
 

32

383 

 
 
 
 
 

 

:ملاحظة  
𝐷 لممصفوفة 𝐿 بالمصفوفة 𝐿𝑡  نجد المصفوفة العموية المتحصل عمييا بطريقة    المصفوفة القطرية  ضربنا لو

:حيثغوص   

𝐷 =

 

 
 

2 0 0

0 2 2 0

0 0  
383

32  

 
  

Householder   طريقة 7.2 

A مصفوفة مثمثية عموية مكافئة ليا وكذلك إلى  عمى تحويل المصفوفة    Householder      تعتمد طريقة 
:كمايمي 𝐵     الطرف الثاني

3.1 تطبيقي مثال  

𝑛 =  رتبة المصفوفة 3

 𝐴 1 , 𝐵 1  
 المرحمة 1 
       𝐴 2 , 𝐵 2  

 المرحمة 2 
       𝐴 3 , 𝐵 3   

:حيث  

 
𝐴 2 = 𝐻 1 𝐴 1  ;      𝐵 2 = 𝐻 1 𝐵 1 

𝐴 3 = 𝐻 2 𝐴 2 ;   𝐵 3 = 𝐻 2 𝐵 2 
                        1.37  

Householder :وتحقق     حيث: 𝐻 2 و 𝐻 1  ىي مصفوفات 

𝐻 = 𝐻𝑇 = 𝐻−1 
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  :حيث

 
 
 

 
 𝐻 = 𝐼 −

WWT

r

W = V − αe1

r = α α − Ve1 > 0

α = −sign Ve1  V e

                                                 1.38    

𝐻𝑉 = 𝛼𝑒1 : وتحقق  

  1لمرحمة ا

  :لتكن

𝐴 = 𝐴 1 =  

𝑎11
 1 𝑎12

 1 𝑎13
 1 

𝑎21
 1 𝑎22

 1 𝑎23
 1 

𝑎31
 1 𝑎32

 1 𝑎33
 1 

 ;    𝑉1 =  

𝑎11
 1 

𝑎21
 1 

𝑎31
 1 

    1.38   

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝛼1 = −𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑎11   𝑎11

 1  2 +  𝑎21
 1  2 +  𝑎31

 1  2

𝑟1 = 𝛼1 𝛼1 − 𝑎11 > 0

𝑤1 = 𝑣1 − 𝛼𝑒1  
𝑎11

 1 

𝑎21
 1 

𝑎31
 1 

 

 
   

       1.39  

𝐻 1 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −
1

𝑟1
 

𝑎11
 1 − 𝛼

𝑎21
 1 

𝑎31
 1 

  𝑎11
 1 − α    𝑎21

 1    𝑎31
 1   

=

 

 
 
 
 
 

1 −
 𝑎11

 1 − 𝛼 
2

𝑟1
−

𝑎21 𝑎11
 1 −𝛼1 

𝑟1
−

𝑎31 𝑎11
 1 − 𝛼1 

𝑟1

−
𝑎21 𝑎11

1 − 𝛼1 

𝑟1
1 −

𝑎21
 1 2

𝑟1
−

𝑎21𝑎31

𝑟1

−
𝑎31 𝑎11

 1 𝛼1 

𝑟1
−

𝑎21𝑎31

𝑟1
1 −

𝑎31
 1 2

𝑟1  

 
 
 
 
 

 1.40   
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: كمايمي 𝐴 2  نجد  𝐻1 𝐴 1   بضرب  

𝐴 2 =  

𝛼1 𝑎12
 2 𝑎13

 2 

0 𝑎22
 2 𝑎23

 2 

0 𝑎32
 2 𝑎33

 2 

                                   1.41      

  2المرحمة 
:كمايمي  𝐻 2  نحسب  

 لدينا 

𝐻 2 =   
1
0
0
 

0 0
𝐻 2 𝐻 2

𝐻 2 𝐻 2

  ;   𝑉2 =  
𝑎22

 2 

𝑎32
 2 

 

                                     1.42    

 
 

 α2 = −𝑠𝑖𝑛𝑔 𝑎22
 2     𝑎22

 2  2 +  𝑎32
 2  2 

𝑟2 = 𝛼2 𝛼2 − 𝑎22
 2  > 0 ;    𝑤2 =  

𝑎22
 2 − 𝛼2

𝑎32
   

       1.43   

𝐻  2 = 𝐼2 −
𝑊2𝑊2

𝑇

𝑟2
=  

1 0
0 1

 −
1

𝑟2
 
𝑎22

 2 − 𝛼2

𝑎32
 2 

  𝑎22
 2 − 𝛼2 𝑎32

 2   

=

 

  
 

1 −
 𝑎22

 2 − 𝛼2 
2

𝑟2

−𝑎32
 2  𝑎22

 2 − 𝛼2 

𝑟2
 

−𝑎32
 2  𝑎22

2 − 𝛼2 

𝑟2
1 −

 𝑎32
 2  

2

𝑟2
 

    

  
 

     1.44  

  :وتحقق

𝐻  2 𝑉2 =  
𝛼2

0
  

نجد   𝐴 3 :كمايمي  𝐻 2 𝐴 2 وبضرب 
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𝐴 3 =  
1
0
0
 

0 0
𝐻 2 𝐻 2

𝐻 2 𝐻 2

 .  

𝛼1 𝑎12
 2 𝑎13

 2 

0 𝑎22
 2 𝑎23

 2 

0 𝑎32
 2 𝑎33

 2 

 =  

𝛼1 𝑎12
 2 𝑎13

 2 

0 𝛼2 𝑎23
 2 

0 0 𝑎33
 2 

   1.45  

  وبعد حساب 𝐴 3  :نحل الجممة 

𝐴 3 𝑋 = 𝐻 2 𝐻 1  𝐵 1                       1.46   

𝑋نجد شعاع الحل الوحيد  
:ملاحظة  

تعتمد عمى الكثير من العمميات الحسابية المنجزة، حوالي ضعف العمميات المنجزة    Householder   طريقة 
: طريقي غوص و غوص جوردون وعددىا ىو  

4

3
𝑛3 + 4𝑛2 +

14

3
𝑛 − 9 

8.1 مثال   

Householder حل الجممة التالية بطريقة  

 
4 2 3
0 −1 3
3 5 −2

  
𝑋1

𝑋2

𝑋3

 =  
17
7
7

  

لحلا  
 المرحمة الأولى

  :لتكن

𝐴 = 𝐴 1 =  
4 2 3
0 −1 3
3 5 −2

 ;    𝑉1 =  
4
3
0
 ;   𝑉1 =  25 = 5 

 
  
 

  
 𝛼1 = −𝑠𝑖𝑔𝑛 4   4 2 +  0 2 +  3 2  = −5

𝑟1 = −5 −5 − 4 = 45 > 0

𝑤1 =  
4
3
0
 + 5  

1
0
0

 =  
9
3
0
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𝐻 1 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 −
1

45
 

9
3
0
  9    3   0 =

1

45
 
−36 0 −27

0 45 0
−27 0 36

  

: كمايمي 𝐴 2  نجد  𝐻1 𝐴 1   بضرب  

𝐴 2 = 𝐻 1  𝐴 1 =

 

 
 

−5
−23

5

−6

5
0 −1 3

0
14

5

−17

5  

 
 

;   𝐵 2 = 𝐻 1  𝐵 1 =

 

 
 

−89

5
7

−23

5  

 
 

  

 المرحمة الثانية

𝐴 2 =  
−1 3
14

5

−17

5
 ;    𝑉2 =  

−1
14

5
 ;   𝑉2 =  

221

5
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝛼2 = −𝑠𝑖𝑔𝑛 −1   −1 2 +  

14

5
 

2

  =  
221

5

𝑟2 =
221 +  221

25
> 0

𝑤2 =  
−1
14

5
 −  

221

5
 

1
0
 =

 

 
 −1 −  

221

5

14

5  

 
 

 
   

  

𝐻 2 = 𝐼2 −
1

𝑟2
𝑤2𝑤2

𝑡 =  
1
0
 −

1

221+ 221

25
 

 
 −1 −  

221

5

14

5  

 
 

 −1 −  
221

5
     

14

5
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𝐻 2 =

 

 
 

−5

 221

14

 221
11

 221

5

 221 

 
 

⇒ 𝐻 2 =

 

 
 

1 0 0

0
−5

 221

14

 221

0
11

 221

5

 221 

 
  

:  فنجد   𝐻 2 𝐴 2  وذلك بضرب المصفوفة 𝐴 3 ومنو نحسب  

𝐴 3 = 𝐻 2 𝐴 2 =

 

 
 

1 0 0

0
−5

 221

14

 221

0
11

 221

5

 221 

 
 

.

 

 
 

−5
−23

5

−6

5
0 −1 3

0
14

5

−17

5  

 
  

𝐴 3 =

 

 
 
 
 

−5
−23

5

−6

5

0
 221

5

−313

 221

0 0
25

 221 

 
 
 
 

;  𝐵 3 = 𝐻 2  𝐵 2 =

 

 
 
 
 

−89

5
−497

 221
75

 221 

 
 
 
 

  

الطرق التكرارية والعددية.3  

   4 تعريف

DFD :  إذا تحقق  𝐴 القطر السائد أنيا ذات  نقول عن مصفوفة   

 𝑎𝑖𝑖  >  |𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗 =1 |  ;      𝑖 = 1, 𝑛                     1.47   

 وذلك في كل سطر

 مثال  9.1

𝐴 =  
−11 2 3

2 −7 1
3 −4 8

 ;       
11 > 2 + 3 = 5
7 > 1 + 2 = 3
8 > 3 + 4 = 7

  

.ذات قطر سائد أيضا   𝐴𝑡 ذات قطر سائد و    𝐴 ومنو 
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:ملاحظة  

  كانت إذا  𝐴  ذات قطر سائد فإن 𝐴𝑡 .  ليست دائما ذات قطر سائد و العكس صحيح

  مبدأ الطرق التكرارية1.3

𝐴𝑋 = 𝐵 :   ليكن لدينا الجممة الخطية المعرفة بـ  

  𝑋 0 =

 

 

𝑥1
 0 

⋮
⋮

𝑥𝑛
 0 

 

:  حيث     𝑋 0 (شعاع الحل الابتدائي ) نختار متجو ابتدائي  

:نخمق متتالية من المتجيات التقريبية  

 𝑋 0 → 𝑋 1 → 𝑋 2 → ⋯ → 𝑋 𝑘 → ⋯ 

lim𝑘→+∞ 𝑋 𝑘 = 𝑋∗ :    وتكون الطريقة متقاربة إذا كان  

  𝑋∗ =  

𝑥1
∗

⋮
⋮

𝑥𝑛
∗

 = 𝐴−1𝐵 ىو الحل الدقيق ويحقق   : 𝑋∗حيث  

تذكير.   

:فإن   𝑉 =  

𝑣1

⋮
⋮
𝑣𝑛

  :      إذا كان لدينا 

 𝑉 𝐿 = max
1≤𝑖≤𝑛

 𝑉𝑖 =  𝑉 ∞ ;    𝑉 𝐶 =   𝑉𝑖 ;  𝑉 𝑘 =    𝑉𝑖 
2 

𝑛

𝑖=1

  

𝑛

𝑖=1

 

𝑋 𝑘 =

 

 
 

𝑥1
 𝑘 

⋮
⋮

𝑥𝑛
 𝑘 

 

 
 

;     𝑋 𝑘−1 =

 

 
 

𝑥1
 𝑘−1 

⋮
⋮

𝑥𝑛
 𝑘−1 

 

 
:   حيث   
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شروط التوقف.   

 
  
 

  
 

 𝑋 𝑘 − 𝑋 𝑘−1  
∞

=  𝑋 𝑘 − 𝑋 𝑘−1  
𝐿

< 𝜀

 𝑋 𝑘 − 𝑋 𝑘−1  
𝐶

≤ 𝜀 ⇒   𝑥𝑖
 𝑘 

− 𝑥𝑖
 𝑘−1 

 ≤ 𝜀

𝑛

𝑖=1

 𝑋 𝑘 − 𝑋 𝑘−1  
∞

 𝑋 𝑘  ∞

< 𝜀

  

𝐸 𝑘 =  𝑋∗ − 𝑋 𝑘   .   شروط الخطأ  

 Jacobi    2.3  طريقة

𝐴 :عمى النحو التالي  قة عمى تحميل المصفوفة ي تعتمد ىذه الطر  

𝐴 = 𝐷 − 𝐿 − 𝑈 

.عمويةمثمثية  مصفوفة  𝑈   𝐷 مصفوفة قطرية ، 𝐿 ، مثمثية سفمية مصفوفة 

𝐷 =  

𝑎11 ⋯ 0
⋮
⋮

⋱
⋮
⋮

0 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

 ; 𝐿 =  

0 ⋯ 0
−𝑎21

⋮
⋱ ⋮

−𝑎𝑛1 ⋯−𝑎𝑛𝑛−1 0

  

𝑈 =  

0  −𝑎12 … −𝑎1𝑛

⋮ ⋱
⋮

−𝑎𝑛−1𝑛

0 ⋯ 0

                  1.48    

:لدينا  

𝐴𝑋 = 𝐵 ⇒  𝐷 − 𝐿 − 𝑈 𝑋 = 𝐵 ⇒ 𝐷𝑋 −  𝐿 + 𝑈 𝑋 = 𝐵 
⇒ 𝐷𝑋 =  𝐿 + 𝑈 𝑋 + 𝐵 ⇒ 𝑋 = 𝐷−1 𝐿 + 𝑈 𝑋 + 𝐷−1𝐵 

⇒ 𝑋 = 𝑇𝑋 + 𝐶 ⇒ 𝑋𝐾 = 𝑇𝑋(𝐾−1) + 𝐶;   
𝑇 = 𝐷−1 𝐿 + 𝑈 

𝐶 = 𝐷−1𝐵
          1.49  
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:أي أن  

 

 
 

𝑥1
𝑥2

⋮
.

𝑥𝑛

 

 
 

 𝑘 

=       

 

 
 

0 … .
−𝑎1𝑛

𝑎11. … . .
−𝑎𝑛1

𝑎𝑛𝑛
… . 0

 

 
 

 

 
 

𝑥1
𝑥2

⋮
.

𝑥𝑛

 

 
 

 𝑘−1 

+

 

 
 

𝑏1

𝑎11

⋮
𝑏𝑛

𝑎𝑛𝑛  

 
 

      1.50  

𝑋(𝐾−1) مع مراعاة (الطريقة السابقة)قة المصفوفات يبطر    و نستنتج حساب الشعاع  𝑋 𝐾 من الشعاع ابتداء
:، أما إذا أردنا استخدام طريقة الجمل الخطية فإن  𝑎𝑖𝑖 ≠ 0  

 
 
 
 

 
 
 𝑥1

 𝑘 
=

1

𝑎11
[𝑏1 − 𝑎12𝑥2

 𝑘−1 
− ⋯− 𝑎1𝑛𝑥𝑛

 𝑘−1 
]

𝑥2
 𝑘 

=
1

𝑎22
[𝑏2 − 𝑎21𝑥1

 𝑘−1 
− ⋯− 𝑎2𝑛𝑥𝑛

 𝑘−1 
]

⋮         ⋮          ⋮           ⋮            ⋮            ⋮             ⋮

𝑥𝑛
 𝑘 

=
1

𝑎𝑛𝑛
[𝑏𝑛 − 𝑎21𝑥1

 𝑘−1 
− ⋯− 𝑎𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1

 𝑘−1 
]

               1.51     

 𝑋 𝑘  وىكذا إلى غاية ، 𝑋 2  فنجد 𝑋 1  ثم نعوض ، 𝑋 1  ثم نعوض فنجد 𝑋 0  نعطي قيمة ابتدائية لـ 

: بصفة عامة كمايمي   ومنو يمكن كتابة الجممة  1.51 

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝑥1

 𝑘 
=

1

𝑎11
[𝑏1 −  𝑎1𝑗

𝑛

𝑗 =2,𝑖≠𝑗

𝑥𝑗
 𝐾−1 

]

𝑥2
 𝑘 

=
1

𝑎22
[𝑏2 −  𝑎2𝑗

𝑛

𝑗 =1,𝑖≠𝑗

𝑥𝑗
 𝐾−1 

]

        ⋮          ⋮           ⋮            ⋮            ⋮         

𝑥𝑛
 𝑘 

=
1

𝑎𝑛𝑛
[𝑏𝑛 −  𝑎𝑛𝐽

𝑛

𝑗 =1,𝑖≠𝑗

𝑥𝑗
 𝐾−1 

]

            1.52    

شروط التقارب.   

ة  مصفوفة ذات القطر السائد فإن طريقة جاكوبي متقارب  𝐴 ىناك شرط كافي لكن غير لازم و ىو إذا كانت 

.  𝑋 0 ذلك ميما يكن و     𝑋∗ ونح    
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:ملاحظة  

. ذات قطر سائد 𝐴 يمكن تحويل النظام أو الجممة الخطية حتى تصبح المصفوفة. 1  

:يمكن حساب الخطأ باستخدام العلاقة التالية . 2  

 𝑋∗ − 𝑋 𝐾  
𝐿

≤
 𝑇 𝐿

 𝑘 

1 −  𝑇 𝐿
 𝑋 1 − 𝑋 0  

𝐿
         1.53  

  10.1مثال 

:، وأحسب الخطأ الناتج لمجممة التالية 𝑋 4 أوجد الحل التقريبي  

 

4𝑥1 + 0.24𝑥2 − 0.08𝑥3 = 8
0.09𝑥1 + 3𝑥2 − 0.15𝑥3 = 9

0.04𝑥1 − 0.08𝑥2 + 4𝑥3 = 20

   ;  𝑋 0 =  
0
0
0
      

 الحل

 𝑘 =  .إيجاد متتالية  الحمول التقريبية لشعاع الحل الدقيق من أجل   4

:  لدينا  

𝐴 =  
4 0.24 −0.08

0.09 3 −0.15
0.04 −0.08 4

  

.نلاحظ أن المصفوفة ذات قطر سائد، إذا التقارب أكيد  

 
 
 

 
 𝑥1

 𝑘 
=

1

4
 8 − 0.24 𝑥2

 𝑘−1 
+ 0.08𝑥3

 𝑘−1 
 = 2 − 0.06 𝑥2

 𝑘−1 
+ 0.02 𝑥3

 𝑘−1 

𝑥2
 𝑘 

=
1

3
 9 − 0.09 𝑥1

 𝑘−1 
+ 0.15 𝑥3

 𝑘−1 
 = 3 − 0.03 𝑥1

 𝑘−1 
+ 0.05 𝑥3

 𝑘−1 

𝑥𝑛
 𝑘 

=
1

4
 20 − 0.04 𝑥1

 𝑘−1 
0.08 𝑥3

 𝑘−1 
  = 5 − 0.01 𝑥1

 𝑘−1 
+ 0.02 𝑥2

 𝑘−1 

                

:ويمكن الحصول عمى متتالية الحمول التقريبية لشعاع الحل الدقيق في الجدول التالي  
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 𝑋 0 

 𝑋 1 
 𝑋 2  𝑋 3  𝑋 4  

𝑥1  0 2 1.92 1.9094 1.909228 
𝑥2  0 3 3.19 3.1944 3.194948 
𝑥3 0 5 5.04 5.0446 5.044794 

 .حساب الخطأ الناتج لحل الجممة السابقة

:  لدينا  

𝑇 =  
0 −0.06 0.02

−0.03 0 0.05
−0.01 0.02 0

 ;    𝑇 𝐿 = 𝑀𝑎𝑥  0.08,0.08, 0.03 = 0.08 

𝑋 1 − 𝑋 0 =  
2
3
5
 ;    𝑋 1 − 𝑋 0  

𝐿
= 5 

 𝑋∗ − 𝑋 𝐾  
𝐿

≤
 𝑇 𝐿

 𝑘 

1 −  𝑇 𝐿
 𝑋 1 − 𝑋 0  

𝐿
=

 0.08 4

1 − 0.08
 5 = 2.2 10 −4 

⇒ 𝑀𝑎𝑥  𝑥𝑖
∗ − 𝑥𝑖

 𝑘 
 = 2.2 10 −4 ;  𝑋∗ =  

1.909228 ± 2.2 10 −4

3.194948 ± 2.2 10 −4

5.044794 ± 2.2 10 −4

   

 Gauss Seidel   2.3   طريقة

   :لدينا

𝐴𝑋 = 𝐵 ⇒  𝐷 − 𝐿 − 𝑈 𝑋 = 𝐵   𝑒𝑡  𝑀 = 𝐷 − 𝐿 ⇒  𝑀 − 𝑈 𝑋 = 𝐵 

𝑀𝑋 = 𝑈𝑋 + 𝐵 ⇒ 𝑋 𝑘 = 𝑀−1𝑈𝑋(𝑘−1) + 𝑀−1𝐵 ⇒ 𝑋 𝑘 = 𝑇𝑋(𝑘−1) + 𝐶 

  :حل بطريقة الجمل الخطية فإنالبحث عن ال إذا أردنا 

𝑀𝑋 𝑘 = 𝑈𝑋 𝑘−1 + 𝐵 ;  𝑀 = 𝐷 − 𝐿                1.54  
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𝑀𝑋 𝑘 =  

𝑎11

𝑎21

0
𝑎22

… 0
⋱ ⋮

⋮ ⋮ ⋱ 0
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2

… 𝑎𝑛𝑛

  

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

 

 𝑘 

 

=  

0
0

−𝑎12

0

… −𝑎1𝑛

⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ −𝑎𝑛−1𝑛

0 0 … 0

  

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

 

 𝑘−1 

+  

𝑏1

𝑏2

⋮
𝑏𝑛

             1.55   

: بطريقة الجمل الخطية فإننا نستخدم العلاقة التالية 𝑋 𝑘 أما إذا أردنا الحل  

 
 
 
 

 
 
 𝑥1

 𝑘 
=

1

𝑎11
[𝑏1 − 𝑎12𝑥2

 𝑘−1 
− ⋯− 𝑎1𝑛𝑥𝑛

 𝑘−1 
]

𝑥2
 𝑘 

=
1

𝑎22
[𝑏2 − 𝑎21𝑥1

 𝑘 
− ⋯− 𝑎2𝑛𝑥𝑛

 𝑘−1 
]

⋮         ⋮          ⋮           ⋮            ⋮            ⋮             ⋮

𝑥𝑛
 𝑘 

=
1

𝑎𝑛𝑛
[𝑏𝑛 − 𝑎21𝑥1

 𝑘 
− ⋯− 𝑎𝑛−1𝑛𝑥𝑛−1

 𝑘−1 
]

               1.56    

:بصفة عامة كمايمي   ومنو يمكن كتابة الجممة  1.56 

 
 
 
 
 

 
 
 
 𝑥1

 𝑘 
=

1

𝑎11
[𝑏1 − − 𝑎1𝑗

𝑛

𝑗 =1

𝑥𝑗
 𝑘−1 

]

𝑥2
 𝑘 

=
1

𝑎22
[𝑏2 − 𝑎2𝑗𝑥𝑗

 𝑘 
−  𝑎2𝑗

𝑛

𝑗 =1,𝑗≠2

𝑥𝑗
 𝑘 ]

        ⋮          ⋮           ⋮            ⋮            ⋮         

𝑥𝑛
 𝑘 

=
1

𝑎𝑛𝑛
[𝑏𝑖 −  𝑎𝑛𝑗

𝑛

𝑗 =1

𝑥𝑗
 𝑘 ]

     ;  𝑎𝑖𝑖 ≠ 0        𝑖 = 1, 𝑛        1.57  

:بصفة عامة  

𝑥𝑖
 𝑘 

=
1

𝑎𝑖𝑖
[𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗

𝑖−1

𝑗=1

𝑥𝑗
 𝑘 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

 𝑘−1 
];     𝑎𝑖𝑖 ≠ 0;    𝑖 = 1, 𝑛     

𝑛

𝑗=𝑖+1

    1.58  
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Jacobi  سرعة لكن،  Gauss Seidel  الموجودة في طريقة في التقارب نفس الشروط السابقة     و لطريقة

.Jacobi   في طريقة من سرعة التقارب أكثر  Gauss Seidel   طريقة  التقارب في

    11.1مثال

Gauss Seidel   السابقة بطريقة حل الجممة الخطية 

 الحل

 𝑘 =  .إيجاد متتالية  الحمول التقريبية لشعاع الحل الدقيق من أجل   4

:  لدينا  

𝐴 =  
4 0.24 −0.08

0.09 3 −0.15
0.04 −0.08 4

  

.نلاحظ أن المصفوفة ذات قطر سائد، إذا التقارب أكيد  

 
 
 

 
 𝑥1

 𝑘 
=

1

4
 8 − 0.24 𝑥2

 𝑘−1 
+ 0.08𝑥3

 𝑘−1 
 = 2 − 0.06 𝑥2

 𝑘−1 
+ 0.02 𝑥3

 𝑘−1 

𝑥2
 𝑘 

=
1

3
 9 − 0.09 𝑥1

 𝑘 
+ 0.15 𝑥3

 𝑘−1 
 = 3 − 0.03 𝑥1

 𝑘 
+ 0.05 𝑥3

 𝑘−1 

𝑥𝑛
 𝑘 

=
1

4
 20 − 0.04 𝑥1

 𝑘 
0.08 𝑥3

 𝑘 
  = 5 − 0.01 𝑥1

 𝑘 
+ 0.02 𝑥2

 𝑘 

                

:ويمكن الحصول عمى متتالية الحمول التقريبية لشعاع الحل الدقيق في الجدول التالي  

 𝑋 0  𝑋 1  𝑋 2  𝑋 3  𝑋 4  

𝑥1  0 2 1.92 1.924218 1.909237 
𝑥2  0 3 2.9429 3.194253 3.194954 
𝑥3 0 5 5.0396 5.044642 5.044806 
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 .حساب الخطأ الناتج لحل الجممة السابقة

: لدينا  

𝑇 = 𝑀−1𝑈 =

 

 
 
 

1

4
0 0

−0.0075
1

3
0

−0.0026 0.0066
1

4 

 
 
 

.  
0 −0.24 0.08
0 0 0.15
0 0 0

  

𝑇 =  
0 −0.06 0.02
0 0.0018 0.0494
0 0.00062 0.00078

 ;    𝑇 𝐿 = 𝑀𝑎𝑥  0.08,0.0512, 0.0014 = 0.08 

𝑋 1 − 𝑋 0 =  
2
3
5
 ;    𝑋 1 − 𝑋 0  

𝐿
= 5 

 𝑋∗ − 𝑋 𝑘  
𝐿

≤
 𝑇 𝐿

 𝑘 

1 −  𝑇 𝐿
 𝑋 1 − 𝑋 0  

𝐿
=

 0.08 4

1 − 0.08
 5 = 2.2 10 −4 

⇒ 𝑀𝑎𝑥  𝑥𝑖
∗ − 𝑥𝑖

 𝑘 
 = 2.2 10 −4 ;  𝑋∗ =  

1.909228 ± 2.2 10 −4

3.194948 ± 2.2 10 −4

5.044794 ± 2.2 10 −4

  

طريقة الإسترخاء  3.2  

𝑎𝑖𝑖   :معطاة كما يمي  ≠ 0  لتكن 𝐴 مصفوفة ذات الرتبة 𝑛  ذات القطر

𝐴 = 𝐷 − 𝐸 − 𝐹                                                1.59   

.عمويةمثمثية مصفوفة    𝐹  𝐷 مصفوفة قطرية ، 𝐸 ، مثمثية سفمية مصفوفة 

𝐴 :كما يمي  نستنتج كتابة  (يسمى بوسيط الاسترخاء)دد حقيقي غير معدوم ع 𝑊    العددليكن 

𝐴 =
1

𝑊
𝐷 − 𝐸 −   

1 − 𝑊

𝑊
 𝐷 + 𝐹                1.60  

  حسب  Gauss Seidel :لدينا  
𝐴 = 𝑀 − 𝑈 
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  :بالمطابقة نجد

𝑀 =
1

𝑊
𝐷 − 𝐸;  𝑈 =  

1 − 𝑊

𝑊
 𝐷 + 𝐹                    1.61   

Gauss Seidel  حسب وأيضا لدينا  

𝑋 = 𝑀−1𝑈𝑋 + 𝑀−1𝐵 
⇒ 𝑋 𝑘 = 𝑀−1𝑈𝑋 𝑘−1 + 𝑀−1𝐵 

𝑀 = 𝐷 − 𝑊𝐸;    𝑈 =  1 − 𝑊 𝐷 + 𝑊𝐹 :   في طريقة الاسترخاء نجد لكن   

حسب و و بعد التعويض  Gauss Seidel : نجد   

𝑋 𝑘 =  𝐷 − 𝑊𝐸 −1  1 − 𝑊 𝐷 + 𝑊𝐹 𝑋 𝑘−1 +  𝐷 − 𝑊𝐸 −1𝐵     1.62   

𝑥i
 𝑘 

=  1 − 𝑤 𝑥𝑖
 𝑘−1 

+
𝑊

𝑎𝑖𝑖
[𝑏𝑖 −  𝑎𝑖𝑗

𝑖−1

𝑗 =1

𝑥𝑗
 𝑘 −  𝑎𝑖𝑗 𝑥𝑗

 𝑘−1 
]         1.63        

𝑛

𝑗 =𝑖+1

 

 ملاحظة
(تحت الاسترخاء )  0 < 𝑊 < 1 إذا كان. 1  

(فوق الاسترخاء )   1 < 𝑊 2.  
Gauss Seidel 1 = 𝑊 3 .  

  1نظرية
0، إذا طريقة الاسترخاء تتقارب دوما ميما كان شعاع    < 𝑊 ≤   إذا كانت 𝐴 مصفوفة معرفة موجبة و 2

.𝑋 0  الحل الابتدائي  
2نظرية   

  Tj ىي القيم الذاتية لممصفوفة S Tj حيث ،   : S Tj 
2

<   إذا كانت𝐴 مصفوفة معرفة موجبة و 1

   Tj = 𝐷−1 𝐿 + 𝑈 حيث :  
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: يعطى بالشكل 𝑊  وبذلك فإن أفضل اختيار لـ  

𝑊 =
2

1 +  1 − S Tj 
2
 

   12.1مثال
:حل بطريقة الاسترخاء الجممة الخطية التالية  

 

4𝑥1 + 3x2 = 24
3x1 + 4x2 − x3 = 30  ;  

−x2 + 4x3 = −24

 𝑥 0 =  
1
1
1

    𝑘 = 2 

   13.1مثال

:الجممة الخطية التالية    Jacobi Gauss seidel  1 .حل بطريقتي  

 

2𝑥1−𝑥2 = 19
−x1 + 2x2 − x3 = 19
−x2 + 2x3 − x4 = −3

−x3 + 2x4 = −12

         𝑘 = 3       𝑥0 =  
0
0
0
0

  

.قارن بين الطريقتين في حساب قيمة الخطأ. 2  
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ال�اني  الف�ل  

ال�ات�ة و الأشعة ح�اب ال��� ال�ات�ة     

 ت�ه�� 

ا في الف�ل الأول  لل��ق ال��اش�ة والع�د�ة ل�ل ج�ل ال�ع�لات ال���ة، س�ف ن���ق في ه�ا  ��ق��ع�ما ت

لل��ق ال���لفة ل��اب ال��� ال�ات�ة والأشعة ال�ات�ة، م�ها ال��ق ال��اش�ة وال�ع�اد ت���قها في ال���   الف�ل

ال��ي، وغ��ها م� ال��ق الع�د�ة وال�ق����ة لل���ل غلى ال��� ال�ات�ة وال�ي تع� ��ق ���لة ن�عا ما إلا  

لى ح�صلة م� ال�فا��� الأساس�ة ال����ة  أنها ت�د� نف� الغ�ض ل�ل�. وم� أجل ه�ا لاب� أولا أن ن���ق إ

  وال�ي س���ن �أدوات ض�ور�ة ل����� ه�ه ال��ق. 

مفا��� أساس�ة . 1  

,��}، نق�ل أنها م��قلة خ��ا،إذا وج�ت سل��ات  ��, ��, … , ل��� ل�ی�ا ج�لة الأشعة . 1 {��  

معا في وق� واح� وت�ق�:  ال�ع�وم �لها  ��, ��, … , �� 

���� + ���� + ⋯ + ���� = 0�⃗ ⇒ �� = �� = �� = 0 

 . إذا ل� ت�� ال��لة ال�ا�قة م��قلة خ��ا فهي م�ت��ة ح��ا خ��ا. 

إذا:   ℝ� م��قلة خ��ا في     {��, ��, ��, … , ج�لة الأشعة  .إذا �ان� 2 {��  

∀� ∈ ℝ�;   � = ���� + ���� + ⋯ + ���� ;  �� ∈ ℝ ; � = 1, ����������� 

 .ℝ�    ���قلة خ��ا) ت��ى أساس للف�اء ال�عاعي(ج�لة الأشعة الوال��ا�ة وح��ة وال��لة  

ح��:  � ∈ ℝ و��ج�   � ≠ 0 أنه شعاعا ذات�ا، إذا �ان     � ∈ ℝ� . نق�ل ع� ال�عاع  3  

�� = �X 

�  .���ة ذات�ة  و ت��ى     
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�، إذا    م�فقة �ال�عاع ال�اتي   � ���ة ذات�ة لـ    � و   أنه�ا م��ابه�ان  � و  � نق�ل ع� ال��ف�ف�ان .4   

 .� ���ة ذات�ة لـ    �  

.��� = �� م�ف�فة ع��د�ة ( م�عام�ة) إذا �ان:     نق�ل ع�   .5 �  

 ����� = ���� = � م�عام�ة ����:     � م�ف�فة ت�ا���ة إذا ت�ج� م�ف�فة    . إذا �ان� 6 �  

     . � هي م�ف�فة ق���ة وق��ها م��ن م� ال��� ال�ات�ة لـ   � 

  1.2تع��� 

  و ت��لي. أسل�ي ح��قي  �و   م���ةو أ ��عاملات ح����ة  �م�ف�فة م��عة م� ال�ت�ة  �  ت�� 

∃� ∈  (ℂ�), � ≠ 0, �� = �X 

  � −   . م�ف�فة غ�� قابلة للقل�  ��

⇒ ���(� − ���) = 0                                             (2.1)  

نق�ل ع�    �اذا �ان   ال�ا�قة،  العلاقات  ل  ���ق�  ذات�ة  ���ة  ���ى    (2.1)   و �ل شعاع ��ق�   �  ـانه 

  .  �  ـشعاع ذاتي ل

  2.2تع��� 

� ن  أن��ق�  → ���(� − ) ذات ال�عامل لاك�� ـ �ـ ـ(ك��� ال��ود ال���� ل  ك��� ح�ود م� ال�رجة    (���

  . و ت��ن ال��� ال�ات�ة ع��ئ� هي ج�ور ���� ال��ود ال����. �(1−)ح� 

نع���   ان  ����  أ�����ا  معادلة  ج�ور  ح�اب  م�  خاصة  حالة  ه�  ال�ات�ة  ال���ة  ل���  الع�د�  ال��اب  ن 

  ال��ود. 

    3.2 تع���

�)��� ن صع��ة ت��ی� ال��� ال�ات�ة ����قة ع�د�ة ل���� ال��ود  إ − ��عل ال��ارزم�ات ال�ي تع���    (���

ال��ور  ح�اب   ���� ح��  ذل�،  م�  ب�لا  الع��  ���ث  ال�اقع،  في  فعالة.  غ��  ع��ما  الف��ة  ه�ه  على 

  العلاقة ال�ال�ة: �اس���ام 

�� + ������ + ⋯ + ����� + ��                         (2.2) 



 والذاتیة   و الأشعة حساب القیم الذاتیة             الثاني الفصل 
 

42 

 

�اس���ام خ�ارزم�ة ال��� ع� ال��� ال�ات�ة لل��ف�فة ال�ال�ة ذات ���� ال��ود ال���� ال�اب� ��عامل  

  لاك�� ح�.  �(1−)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
�� … … … … ��

1 0 … … … 0
0 1 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 … … 0 1 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  ملاح�ة 

�)���ن ال��� ال�ات�ة ل��ف�فة م�ل��ة هي ال��� الق���ة.  إ. 1 − ���) = ∏(��� − �) .  

ال��ف�فة  إن  .  2 ت��ع ���قة جعل  ال��ارزم�ات  ب�اء    � الع�ی� م�  او ق���ة، م� خلال  م�ل��ة  الاصل�ة 

ال�ه�   ل�ل� م�  م�ل��ة او ق���ة.  ال�ات�ة و ت��ه ن�� م�ف�فة  ال���  نف�  لها  ال�ي  سل�لة م� ال��ف�فات 

  ن ال����ل ال�� ��ف� ال��� ال�ات�ة ه� ال��ا�ه. أال����� 

  4.2تع��� 

  ح��:  �انه�ا م��ابه��� اذا وج�ت م�ف�فة  �و  �نق�ل ع� م�ف�ف���  

� = ����� 

م�ف�ف�ان م��ابه�ان له�ا نف�   وعل�ه �ل انها قابلة لل�قا��ة اذا �ان� م�ابهة ل��ف�فة ق���ة. �نق�ل ع�  

  ال��� ال�ات�ة. 

� أما إذا �ان  =   م��اف��ان.  � و  �نق�ل في ه�ه ال�الة أن    ���

  5.2تع��� 

  . A  ـشعة ذات�ة لأ���ل  ℝ�(ℂ�)انها قابلة لل�قا��ة اذا و فق� اذا وج� أساس ل  �نق�ل ع�  

  ال��هان 

�نف�ض ان   =   ح��: �ℝشعاع م�ل� لاساس في   �� قابلة لل�قا��ة. و ل���  �����

�� = (0, … ,1.0, … ,0) 
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�،   �λو ل���   = 1, … ,   . اذا : �ع�اص� ق�� ال��ف�فة  �

��� =  λ�. e� = �����e�                                   (2.3) 

⇒ λ�. �e� = �. �e�                                               (2.4) 

ذا أساسا إخ�. ن�� لأنها م�ف�فة ع��ر م� أساس  إقابلة للقل� ف �ن أ��ا   � ـ ـشعة ال�ات�ة لهي الأ  ��eاذا  

  . �  ل��ف�فةشعة الع��د�ة لشعة ال�ات�ة و ال�ي هي الأللأ

      1.2 م�ال

  ال�ع�اة بـ:  ��ال���قة ال��اش�ة لل��ف�فة  أح�� ال��� ال�ات�ة والأشعة ال�ات�ة

� = �
2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

� 

  ال�ل

  . ح�اب ال��� ال�ات�ة 

(� − ���) = �
2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

� − � �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� = �
2 − � 0 4

3 −4 − � 12
1 −2 5 − �

� 

���|� − ���| = �
2 − � 0 4

3 −4 − � 12
1 −2 5 − �

� 

= (2 − �) �
−4 − � 12

−2 5 − �
� + 4 �

3 −4 − �
1 −2

� = −�(� − 1)(� − 2) 

�� = 0;  �� = 1; �� = 2  

  . ح�اب الأشعة ال�ات�ة

�� أجل م�.  = 0 �� = 0 ⟺  

�� = 0 ⟺ �
2 0 4
3 −4 12
1 −2 5

�
0
0
0

� = �
2 0 4
0 −8 12
0 −4 6

�
0
0
0

� ⟺ �
1 0 2
0 −2 3

�
0
0

� 
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⟺ �
� = −2�
2� = 3�

    ⇒ � =
3

2
� 

⇒ �� = �(�, �, �) ∈ ℝ�;  (�, �, �) = �−2�,
3

2
�, �� = � �−2,

3

2
, 1� ; � ∈ ℝ� 

�� أجل م�.  = 1 �� = � ⟺  

�� = � ⟺ �
1 0 4
3 −5 12
1 −2 4

�
0
0
0

� = �
1 0 4
0 −5 0
0 −2 0

�
0
0
0

� ⟺ �
1 0 4
0 −2 0

�
0
0

� 

⟺ �
� = −4�

� = 0
     

⇒ �� = {(�, �, �) ∈ ℝ�;  (�, �, �) = (−4�, 0, �) = �(−4,0,1); � ∈ ℝ} 

�� أجل م�.  = 0 �� = 2� ⟺  

�� = 2� ⟺ �
0 0 4
3 −6 12
1 −2 3

�
0
0
0

� =⟺ �
0 0 4
1 −2 3

�
0
0

� 

⟺ �
� = 2�
� = 0

    ⇒ � =
3

2
� 

⇒ �� = {(�, �, �) ∈ ℝ�;  (�, �, �) = (2�, �, 0) = �(2,1,0); � ∈ ℝ} 

� = �

−2 −4 2
3

2
0 1

1 1 0

� ⇒ ����� = �
0 0 0
0 1 0
0 0 2

�  

  . ال��ق ال��اب�ة ل��اب ال��� ال�ات�ة2

  ���قة الق��  1.2

  نع��� ال���ال�ة ال�ع�فة �ال��ل ال�الي:

���� = ���                                                                        (2.5)  
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,�eقابلة لل�قا��ة، و ل���   �نف�ض ان   e�, . . , e�  أساسا للاشعة ال�ات�ة. معλ�, λ�, … , λ�   ذات�ة لها ���

  و ن���: ،�ال��ت�� 

�� = ��e� + ���� + ⋯ + ����       �� ∈ ℝ                        (2.6)   

  ن��: ���ال���ة للاساس   ��ب��ل�ل  

�� = ��λ�
�e� + ��λ�

��� + ⋯ + ��λ�
���                     (2.7)  

  ن:أ ن ل�ف�ض الأ

|λ�| > |λ���| ≥ |λ���| … ≥ |λ�| 

�� = λ�
� ��� �

λ�

λ�
�

�

e� + �� �
λ�

λ�
�

�

�� + ⋯ + �����    (2.8) 

�جل �ل  أن م� أ��ا  < �   ،lim
�→�

�
��

��
�

�
= ���λ~������:  �جل �ل  أن م� أن��  0

���    

  ذا: إ

  .   ��تع�ي ات�اه لل�عاع ال�اتي  ������:   �جل �ل  أم�  -

  غ�� مع�وم فان:  �� ـال���ن ل jذا �ان ال�� إ -

���
�→�

(����)�

(��)�
 

  خ�ارزم�ة الق�� ال��اج��ة: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ اخ��اره  ی��   ��

���� = ���

���� = ����/‖����‖�

���� = ��
�����

                                                  (2.9) 

  ف�ض�ة  

  قابلة لل�قا��ة و ���ها ال�ات�ة ت�ق�:  Aنف�ض ان  

|λ�| > |λ���| ≥ |λ���| … ≥ |λ�| 

,�eو ل���   e�, . . , e�  .أساسا للاشعة ال�ات�ة  
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,�λمع  λ�, … , λ�   ال��ت�� مع:��� ذات�ة لها�   

�� = ��e� + ���� + ⋯ + ���� ;  �� ∈ ℝ   

��و   ≠   ذا : إ 0

�
lim

�→�
���� = λ�

lim
�→�

���� − ���� = 0
                                              (2.10) 

βو   ��شعاع م�ت�� خ��ا مع  ��ح��  =
��

|��|
    

   Householder-Givens  ن�اج�ف- ه�ل�ر  ���قة هاوس 2.2

م� أه� خ�ائ�ها أنه ت����ا م�  �ه�ه ال���قة م� ال��� ع� ال��� ال�ات�ة ل��ف�فة ت�ا���ة   ت����ا  

ال��� ع� �ل ���ة على ح�ا ( ح�� ال��� ال�ات�ة أ� �ل ���ة م�ج�دة في أصغ� م�ال ����ها)، ل�� ه�ه  

  لا ت����ا م� ح�اب الأشعة ال�ات�ة، وت�ق�� ه�ه ال���قة إلى ق����:  ال���قة

م�ف�فة م�ل��ة ق���ة و ذل�  Ω��Ωح��  Ωم�ف�فة م�ل��ة او تع�ف م�ف�فة م�عام�ة   � .1

 م� خلال م���عة م� الع�ل�ات �اس���ام م�ف�فة  ت��ى ���ف�فة هاوسه�ل�ر.

م�ل��ة ت�ا���ة، و م� اجل ذل� ن��ع�ل ���قة ال�ق���ات  نق�م ���اب ال��� ال�ات�ة ل��ف�فة  .2

 ال���ال�ة او ���قة ج�فان�.

  Householder ه�ل�ر  ���قة هاوس1.2.2 

 .إلى م�ف�فة ثلاث�ة الق�� �ال��ا���ة   تع��� ه�ه ال���قة على ت���ل ال��ف�فة 

��ح��:   �ت�ا���ة ذات ال�ت�ة  إلى م�ف�فة  �   ل��� =  في �ل خ��ة �Ω، في ه�ه ال���قة ن���  �

  ك�ایلي: 

Ω�
�

= Ω�
��

= � − 2���                                               (2.11) 

  ��ایلي:     �و�ع�ى ال�عاع  

�� = (��, ��, … ����, 0) 

���و��ق�:    = 1  
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  ث� ن��� ال��ف�فة : 

Ω�
�

A�Ω�                                                         (2.12) ���� =  

  أی� ن�ّ�:

������,�
(���)

= ��,�����
(���)

= 0; � = 1, � − � + 1 ����������������         (2.13)    

  م� ال��ل: ��ح�ى ن��ل على 

 �� =

⎝

⎜
⎜
⎛

��� … ����� 0 0
     ⋮         ����,���                            0  

����,� ⋱ ⋱

0 ⋱ ⋱ ⋱ 0
⋱ ⋱ ⋱ ����,�

0 0 ��,��� ��,� ⎠

⎟
⎟
⎞

                (2.14) 

 ، ن����م ال��احل ال�ال�ة ل��ارزم�ة   � إلى م�ف�فة ثلاث�ة الق�� �وم� أجل ت���ل ال��ف�فة ال��ا���ة  

 Householder  :ك�ایلي  

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

� = �������,��
�

���

���

�

�

�

  ;  � = � − � + 2

��:  �(�)
���,��� = 0; �

�����        � = �

����� = �
�(�)

���,���

��(�)
���,����

  

2�� = �� + ��(�)
���,���

     (2.15) 

 �ح�اب ال�عاع  

�

���� = �(�)
���,���

+ �

���� = 0
�� = 0, � = �, �����  

                                              (2.16) 

�� � > 3; ����� ; �� =   �(�)
���,�, � = 1, � − 3��������������  
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 �ح�اب ال�عاع  

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

�� =  
1

2��
� �(�)

�,�

���

���

��;  � = 1, � − 1��������������

� = � ��

���

���

��

�� = �� −
�

4��
��; � = 1, � − 1��������������

                         (2.17) 

  (���)�ح�اب ع�اص� 

⎩
⎨

⎧���
(���)

= ���
(�)

− ���� − ����

���
(���)

= ���
(���)

���
(���)

= ���
(�)

− 2����

; �

� = 1, � − 1���������

� = 2, � − 2���������

� = 1, � − 2����������
            (2.18) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ���

(���)
= ���

(�)
− 2����

����,�
(���)

= ��,���
(���)

= 0

����,���
(���)

= ����,���
(�)

− 2��������

����,���
(���)

= ����,���
(���)

;   �

� = 1, � − 3���������

� = 1, � − 2����������

� = 2, � − 2���������
    (2.19) 

     2.2م�ال

  إلى م�ف�فة ثلاث�ة الق��.  �ل����ل  ���Householderقة  ��� 

� = �

4 −2 1 2
−2 3 0 −2
1
2

0
−2

2 1
1 −1

� 

  ���قة ج�فان�:  2.2.2

لل��ف�فة    (�)��ه�ه ال���قة أساسا على ن������، الأولى ن����ع بها أن ن��ه� ال��ود� ال���� تع��� 

  . ی���� �ع�ة م��ات هي ��
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  ل���: 

�� =

⎝

⎜
⎛

�� �� 0 0
�� ⋱ ⋱ ⋱
0 ⋱ ⋱ ⋱ 0

⋱ ⋱ ⋱ ����

0 0 ���� ��⎠

⎟
⎞

;   1 ≤ � ≤ �                   (2.20) 

  ثلاث�ة الق��، ث� ن�اول ا��اد ع�د ج�وره وال�ي هي أصلا ال��� ال�ات�ةن ث� نق�م ب�ق��� ه�ه ال���  

�ل على ح�ا.    �� ـ  ال��ود ال���� ل ن��� أولا ����   

(�)��نق�ل ان    = ��� (�� − . ان ����ات ال��ود ه�ه م����ة    �� ـه� ���� ال��ود ال���� ل (���

��اص�ة ت�ق� ص�غة ����ة لل���ار ذات ثلاث ح�ود وت��ل ما ���ى ب��ا�ع س��ر. وت�د� ه�ه ال�اص�ة  

  .  �����ال���ة ل  ��الى ت�ت�� الاصفار في  

 نع��� ال������� ال�ال����:  ���� ال��ود ال����ول��اب 

    1.2ن���ة 

�،   (�)��  ال��ود  ك���ات  ∈ ℝ مع�فة ل�ل ،� = 0,  �ال��غ ال�ال�ة: ������

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��(�) = 1

��(�) = �� − �
⋮
⋮

 ��(�) = (�� − �)����(�) − ����
�����(�); 2 ≤ � ≤ �

 

  ت��ع ال�اصائ� ال�ال�ة: 

;ه� ���� ال��ود ال���� لل��ف�فة (�)��ك��� ال��ود . 1  ��    1 ≤ � ≤ �  

2 .lim
�→��

��(�) = +∞  

3��(��) = 0; ����(��)����(��)  < 0;  1 ≤ � ≤ �   .  

  ج�ر ح��قي م��لف.  �، (�)��°����� ال��ود  .4
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  : ملاح�ة

  Sturmت��ى ����ال�ة  4،  3، ����2 ح�ود ت�ق� ال��و�  كل م��ال�ة. 1

تع��� على خ�ائ� �ل م��ال�ة ���� ح�ود وال�ي ت����ا م� ح�اب م�اش� للع�د    Givens . ���قة2

� ∈ ℝ  :مع�ى وذل� ح�� ال����ة ال�ال�ة  

    2.2 ن���ة

1)ع�د ص��ح   �  ل��� ≤ � ≤ �ول���   (� ∈ ℝ  :ع�د مع�ى ��ایلي  

���� ��(�) = �
���� ��(�);  ��(�) ≠ 0

���� ����(�);   ��(�) = 0
 

,�)�ل�ی�ا ال����عة   ول���   م�ت��ة ��ایلي:  (�

�(�, �) = {+,  ���� ��(�), ���� ��(�), … , ���� ��(�)} 

,�)�إذا ع�د ال�غ�� في الاشارة لع�اص� ال����عة   ,�)�، ن�م� له �ال�م� (� ، وه� ع�د ج�ور ����  (�

,�)�، أما الع�د  �وال�ي ت��ن أقل م� الع�د  �� ال��ود   ه� ع�د الأزواج ال���ا�عة ال�ي لها نف�   (�

,+}الإشارة   +}, {−,   ح��: �، وه� ع�د ال��ور ال�ي ت��ن أك�� م� أو ��او� الع�د  {−

(�(�, �) + �(�, �) = �) 

,��]فإن�ا ن��أ ب�ضع م�ال    ��لل��ف�فة   �ال���ة ال�ات�ة م� ال�ت�ة   تق���  إذا أردنا *   ح�� ت��ن   [��

  �� ∈ [��,   ، إذا: [��

�� = −�� = max
�����

������

�

���

= ‖��‖ 

,��]م���ف ال��ال  ��ث� ن���   ,�)�ث� الع�د  [��   ��ایلي:  (��

�
�(�, ��) ≥ � ⇒ �� ∈ [��, ��[

�(�, ��) < � ⇒ �� ∈ [��, ��] 
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,��]إذا ن���ل على ال��ال  ,��]، ن�ف ��ل ال��ال [��  ��و���� ه� أ��ا ال���ة ال�ات�ة   [��

      ��في م�ال أصغ� فأصغ� ت�ر���ا ����   ��ال���ة ال�ات�ة   و��ف� ال���قة، ح�� ن����ع ح�� ون�اصل

    3.2م�ال 

  لل��ف�فة ال�ال�ة: ����Givensقة  ��إح�� ال���ة ال�ات�ة  

� = �

1 2 0 0
2 1 −1 0
0
0

−1
0

2 1
1 −1

� 

  ال�ل

  . ح�اب ���� ال��ود ال���� 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��(�) = 1

��(�) = 1 − �

��(�) = (1 − �)(� − 3)

��(�) = (1 − �)(�� − 2� − 4)

 ��(�) = (1 − �)[(� − 1)(�� − 2� − 4) + (3 − �)]

 

   � = �, �� ح�� ال���ة ال�ات�ة  .   

 ال��� الأول 

�� = −�� = max
�����

������

�

���

= max(3,4,2) = ‖��‖ = 4 

⇒ �� ∈ [−4,4]; �� = 0; �(4,0) = {+, +, −, −, +} 

�
�(4,0) = 2 < � = �ج�ر��  سال��� � 3 ; ⇒ �� ∈ [0,4]

�(4,0) = �ج�ر��  م�ج���  � ;2
  

ال�انيال���   

⇒ �� ∈ [0,4]; �� = 2; �(4,2) = {+, −, −, +, +} 

�
�(4,2) = 3 ≥ � = 3 ; ⇒ �� ∈ [0,2]

�(4,0) = 1 
 



 والذاتیة   و الأشعة حساب القیم الذاتیة             الثاني الفصل 
 

52 

 

ال�ال� ال���   

⇒ �� ∈ [0,2]; �� = 1; �(4,1) = {+, +, −, −, +} 

�
�(4,1) = 2 < � = 3 ; ⇒ �� ∈ [1,2[

�(4,0) = 2 
 

  أك�� فأك��.  ��ون�قى ب�ف� ال���قة لل��� إذا أردنا أن ن��� ال���ة ال�ات�ة 

  Jacobiجاك��ي ���قة  3.2

ال��ف�فات ال��ا���ة ال�����ة. ونق�م �إ��اد ال��� ال�ات�ة والاشعة ال�ات�ة في نف�  ت��� ه�ه ال���قة على 

  ال�ق�. 

  وت�ق� مایلي:  �م�ف�فة ت�ا���ة فهي قابلة لل�قا��ة، أ� ���� ا��ادم�ف�فة م�عام�ة  �ونعل� أنه إذاكان�  

���� = ���(��, ��, … , �� );  � = 1, ����������� 

  ش�ح ال���قة  1.3.2

 �Aن ال��ف�فات أح��  ���(�Ω)م�ف�فات م�عام�ة  أو ت���� م��ال�ة ب�اءتق�م ���قة جاك��ي على  

  مایلي:  �ق�ت

�
�� = �

A��� = Ω�
�
. A�. Ω�

                                    (2.21) 

 .���� �ح��   �Aعلى ق��  �  ـع��ئ� ال��� ال�ات�ة ل ن�� .  ( ��)���  وهي م�قار�ة ن�� م�ف�فة ق���ة

�O    ـشعة الع��د�ة لهي الأ  � ـشعة ال�ات�ة لالأإن  = Ω�Ω� … Ω�  

���Aفي �ل خ��ة ال���أ في �ل ع�ل�ة ت���ل   = Ω�
�
. A�. Ω�  � ≥ ، ه� إع�ام ع����� خارج  ,1

  ع�اص� الق�� ب�ضع ت�ا���.
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    3.2ن���ة 

1  إذا �ان ≤ � < � ≤ � ،� ∈ ℝ  ال��ف�فات إذا تع�فΩ�  :م�ف�فات دوران م� ال��ل  

Ω =

⎝

⎜
⎛

1 0 … …  … … … …      0
0 1 0 … … … … … …    0

⋮
⋮
0

0
⋮
0

��� � ��� � … …    0
− ��� �…
0  … …

��� � … … 0
… … …     1 ⎠

⎟
⎞

 

���ح�� م�ضعي ال�الة   ، و��ا ل�قا�ع   �داخل ع�اص� الق�� وتقع  في تقا�ع لل��� والع��د رق�    �

���، أما ال�الة  �ال��� والع��د رق�  ���−، وال�الة �والع��د رق�  �تقع  في تقا�ع لل���  فهي � � 

�Ω. ح�� �والع��د رق�  �في تقا�ع لل���   فهي تقع
��

= Ω�
�

  

�اذا �ان� ال��ف�فة . 1 = �ال��ف�فة    نأت�ا���ة، ن�اك�  ����� =   ال�ع�فة بـ:   �����

� = Ω�
�
. A�. Ω� = Ω�

��
. A�. Ω�                       (2.22) 

  هي أ��ا م�ف�فة ت�ا���ة وت�ق� ال���:

� ���
� = � ���

�

�

�,���

�

�,���

                                             (2.23) 

���. إذا �ان  2 ≠ �و��ق�:   �، إذا ی�ج� ع�د واح� فق� 0 ∈ �−
�

�
, 0� ∪ �0,

�

�
�  

  وت�ق� ال�عادلة: 

��� 2� =
�������

2���
���      أو    

2���

�������
 

��ل��� ال��ف�فة    = �����
�

,�)مع�اة، ن��ار ال��ائ�ة    �ح��  (� ≠ ���و   � ≠ ، ث� ن��ئ  0

  �ال��و� ال�ا�قة وعل�ه ن��: ��ال�او�ة  ون��ار ����3.2ة ال��ات���ه  Ωال��ف�فة 

A��� = �����
���

= Ω�
�
. A�. Ω� = Ω�

��
. A�. Ω�                (2.24) 
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  ل�ی�ا: ی�قى ل�ا ����ة اخ��ار ال��ائ�ة في �ل م�ة، ���ن 

����
�� = ���

���
����

      ( خارج ع�اص� الق��) �(�)

  ون��ار ����قة ال��� ال�ور� ��ایلي: 

(1,2), (1,3), … , (1, �), (2,3), (2,4), … , (2,4), (3,4), … , (3, �) 

  وذل� ح�� ال��و� ال�ا�قة لل����ة. 

  ��ح�اب معاملات ال��ف�فة   2.3.2

  ل�ی�ا: 

��� = � ��� � ������ = � � ���������

�

���

�

���

�

���

�

���

 

  وم�ه:

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧

�� � ≠ �, � �� � ≠ �, �        ��� = ���

�� � = � �� � ≠ �, �             ��� = ������� − �������

�� � = � �� � ≠ �                 ��� = ������� + �������

���� � = � = �                   ��� = �������� + �������� − ���2����

���� � = � = �                   ��� = ������� + �������� + ���2����

���� � = �, � = �                   ��� = ���2���� +
���2�

2
(��� − ���)

 

  وال�اقي ���� ب�ضع ت�ا��� 

   1.2 ت���ة

  م� العلاقة ال�ا�قة ن��:  �اذا ت� اخ��ار  

� ���
�

�,�

= � ���
�

�,�

 

� ���
� = � ���

� + ���
�

��
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  : ملاح�ة

���م� ال����ة ال�ا�قة نلاح� ان:   ≠ و م�ه   �غال� في الع��م على ق��  �، ق�� ال��ف�فة   0

  ن���: 

� ���
� = � ���

� − ���
�

������

 

إن ت��ار ه�ا ال��ع م� الع�ل�ات ��� أن ی�د� إلى ت�س�ع ال��ء ال�ارجي ���ل م��ای� ق��� ال��ف�فات 

 ال��عا��ة. 

       4.2 ن���ة

  ی�ول الى ال�الانها�ة.   �ت�قارب ن�� ال�ف� ل�ا   ��ال��ف�فات  اص� ال�ي تقع خارج اق�ارلع�ن ه�ه اإ

  5.2ن���ة 

�ت�قارب ن�� م�ف�فة  ��ــ ل ��الق��  = ,1,2}   ت��یل على  � ح��  ((�)��)���� … �}   

  6.2ن���ة 

�Oمعل�مة.اذا ال��ف�فة   � ـ نف�ض ان �ل ال��� ال�ات�ة ل = Ω
�
Ω� … Ω�   ت�قارب ن�� م�ف�فة م�عام�ة

  .�  ـ ح�� اشع�ها الع��د�ة هي الاشعة ال�ات�ة ل

  : ملاح�ة

  �  أما في ال��حلة الأخ��ة ن��ل على ال��ف�فة الق���ة وال�ي ق��ها ی���ن م� ال��� ال�ات�ة لل��ف�فة

  الأشعة ال�ات�ة ����� ال���ل عل�ها �أ� ���قة. 

   4.2 م�ال

����قة جاك��ي.   � ��ف�فة لل ال��� ال�ات�ة أح��    

� = �
1 2 0
2 1 0
0 0 −1

� 
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 ال�ل

إذا:   � =
�

�
وم�ه      � = 1, � = 2 أ�     ��� = ��� = 2 ≠ 0 ن��ار    

Ω
�

=

⎝

⎜⎜
⎛

√2

2

−√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

;  Ω =

⎝

⎜⎜
⎛

−

√2

2

√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

  

A� = Ω�
�
. A�. Ω� =

⎝

⎜⎜
⎛

√2

2

−√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

�
1 2 0
2 1 0
0 0 −1

�

⎝

⎜⎜
⎛

−

√2

2

√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

 

A� = �
−1 0 0
0 3 0
0 0 −1

� 

 الأشعة ال�ات�ة 

�� = Ω �
1
0
0

� =

⎝

⎜⎜
⎛

−

√2

2

√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

= �
1

−1
0

� 

�� = Ω �
0
1
0

� =

⎝

⎜⎜
⎛

−

√2

2

√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

= �
1
1
0

� 

�� = Ω �
0
0
1

� =

⎝

⎜⎜
⎛

−

√2

2

√2

2
0

√2

2

√2

2
0

0 0 1⎠

⎟⎟
⎞

= �
0
0
1

� 
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ال�ال� الف�ل   

  الأولى حل ال�عادلات ال�فاضل�ة م� ال�رجة 

 ت�ه�� 

. ال�ق����ة ال��ق  إلى الل��ء عل��ا  ی�ع�� ل�ا ال��ل�ل�ة، �ال��ق  ال�فاضل�ة ال�عادلات  �ع�  حل ال�ع�  م�

 م�ع�دة وال��ق  ال�اح�ة ال���ة ذات  ال��ق  م�ل ش��عًا، الأك�� ال�ق����ة ال��ق  س���اول الف�ل، ه�ا في

. تق����ة ع�د�ة حل�ل على ن��ل ال��ق، ه�ه ب�اس�ة. ال���ات   

  حل م�الة تفاضل�ة ���و� اب��ائ�ة وح��ة 

  ع��م�ات .1

  1.3تع��� 

  : ت��� على ال��ل الأولىكل م�الة تفاضل�ة م� ال�ت�ة 

��

��
= �(�, �)                                                                                 (3.1) 

�جل �ل أم�  ≤ � ≤ (�)�وم�فقة ���� اب��ائي ���� على ال��ل  � = �  

  2.3تع��� 

.�)�  نق�ل ع� ال�الة �وفي ال����عة   � �ال���ة لل��غ��   Lipshitzت�ق� ش��   أنها  (� ⊂ ℝ�  ذا وج� إ

�ثاب�   >   :ح��  0

|�(�. ��) − �(�. ��)| ≤ �|�� − ��| ;    (�. ��) (�. ��) ∈ �   (3.2) 

 �م� اجل ال�الة  Lipshitzثاب�  �  و���ى
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  1.3 م�ال

.�)� أث�� أن ال�الة     Lipshitzت�ق� ش��  أنها (�

�(�. �) = �|�|;   � = {(�. �)/1 ≤ � ≤ 2/−3 ≤ � ≤ 4}     

  ال�ل

  ل�ی�ا: 

|�(�. ��) − �(�. ��)| = ��|��| − �|��|� 

= |�|�|��| − |��|� ≤ 2|�� − ��| 

�ال�� ه�   �اب� المع    Lipshitz ذا ت�ق� ش��إ = 2 

  3.3تع��� 

�نق�ل ع� ال����عة   ⊂ ℝ�  جل �ل  أ�ان م�  ذا  إم��ا��ة     أنها (��,  تان د م�ج�   نق��ان(��,��)و(��

0فان ال�ق�ة  م� اجل    �في ≤ λ ≤ 1  

�(1 − λ)�� + ����(1 − �)������ ∈ �                  (3.3) 

  ���� م�   أ�ن���    أنه��س�ا  ال����     �نق����  م�  مغادرة  أم���عة  دون  ال�����ة  ال������ات   و 

 �ال���قة  

 ملاح�ة 

   :ال�ع�فة ��ا یلي �في ه�ا ال���ر ن��اول ال����عات 

 � = {(�, �)/� ≤ � ≤ � ; −∞ < � < +∞} , � � ∈ ℝ)�  ( م��ا��ة 
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 1.3ن���ة 

,�)�ل���  �مع�فة في ال���قة   (� ⊂ ℝ�  جل �لأ���� م�   �وج� ثاب�  إذام��ا��ة:  

�
��

��
(�, �)� ; (�, �) ∈ �                                       (3.4) 

 �
��

��
(�, �)� ; (�, �) ∈ ش�و�    �ذا  إ  � لل��غ��     �في    ��Lipshitzق�  ثاب�    � و ��ال���ة  ه� 

Lipshitz   

 2.3ن���ة 

�ل���   = {(�, �)/� ≤ � ≤ �: −∞ < � < ,�)�وفي    {∞+ في     (�    ��ان�    إذا   �م����ة 

    :ال��الة ال�فاضل�ة ذات ال��و� الاب��ائ�ة إذا  ��ال���ة لل��غ��    �في   Lipshitzت�ق� ش�� 

�
�� = �(�, �)

�(�) =∝
 ;      � ≤ � ≤ �                          (3.5)   

�م� اجل    (�)�تق�ل حل     ≤ � ≤ �  

  2.3 م�ال

 ال��الة ال�فاضل�ة ال�ال�ة: ل���

 ;0 ≤ � ≤ 2  �
�� = � sin � � + 1

�(0) = 0
 

  ال�ل

  م��قة م��ا��ة م����ة  �ث�ات أن إ. 

� = {(�, �)/0 ≤ � ≤ 2: −∞ < � < +∞} 

   �م��قة م��ا��ة م����ة على  وم�ه 
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 .�(�,   �تق�ل حل وح�� في   (�

 ل�ب�ا: 

�(�, �) = 1 + � sin � � 

�
��

��
(�, �)� = |�� cos � �| ≤ |��| = 4     ; � = 4 

  ال��الة تق�ل حل وح�� (ح�� ال��و�).  إذن

       �  إ��اد نه ���� أن��   ,ثاب� ون��� ن���ة ال��� ال���س�ة �نع��� 

� ∈ (��, ��)   

   :ح�� 

�� cos � � =
�(�, ��) − �(�, ��)

�� − ��
= �′(�) 

⟹ |�(�, ��) − �(�, ��)| = |�� − ��||�� cos ξ � | ≤ 4|�� − ��| 

,�)�أ� أن     �في  Lipshitzت�ق� ش��  (�

    ملاح�ة

ق��ا ب�غ��� ���� وصغ�� �ال���ة    إذا  أ�،  لا  أو�ان� مع�فة    إذافي مع�� ال��ائل نه�� ب�ض��ة ال��الة  

 .    لا أمتغ��� صغ�� ج�ا في ال�ل  إليلل��الة .هل ه�ا س��د� 

    4.3 تع���

    :ل��� ل�ی�ا ال��الة

�

��

��
= �� = �(�, ��)

�(�) =∝
; � ≤ � ≤ �                                      (3.6) 
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    :ت�ق� مایلي إذامع�فة  أنهانق�ل 

  ال�ل ال�ح�� لل��الة م�ج�د  .1

 ���� ی���� ال�ل ال�ح�� لل��ألة   �  و  ξه�اك ثاب���   .2

(�) ⟺ �

��

��
= �(�, �) + �(�)

�(�) = � + ��

 ;       � ≤ � ≤ �         (3.7) 

   :ت�ف�ت  ال��و� م� أجل �ل إذا�أنه م�ج�د 

|�(�) − �(�)| < ��  ;      � ≤ � ≤ �                         (3.8)  

|(�)�|ح��:    < � ;|��| < �  

    .صل�ة�ال��ألة ال�����ة ال��فقة لل��الة الأ (�)ت��ى    

  3.3 ن���ة

�:         ل��� = {(�, �); � ≤ � ≤ �: −∞ < � < +∞} 

  وال��ألة ال�فاضل�ة الاب��ائ�ة 

�

��

��
= �� = �(�, �)

�(�) =∝
 ; � ≤ � ≤ �                           (3.9)  

 .  �في ال���قة    �لل��غ��  �ال���ة Lipshit   م����ة وت�ق� ش�� �مع�فة ج��ا ���� أن  �ت��ن  

   3.3 م�ال

� = {(�, �)/0 ≤ � ≤ 1: −∞ < � < +∞} 
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 (�) ⟺   �

��

��
= −� + � + 1

�(0) = 1
 ; 0 ≤ � ≤ 1 

,�)�. أث�� أن 1      �ا�� في  � �م (�

2 .�(�,   �م����ة على   (�

  ال�ل

,�)�. إث�ات أن  1     �ا�� في  � �م (�

��(�, �) = �
�(−� + � + 1)

��
� = |−1| = 1 

�وم�ه    =  ج��ا مع�فة  (�)  فإن ال��ألة 3.3ال����ة  وح��  1

(�) ⟺ �

��

��
= �� = −� + � + 1 + �(�)

�(0) = 1 + ��

      0 ≤ � ≤ 1 

 ل�ی�ا حل ال��ألة ه�: 

�
�(�) = ��� + �

�(�) = (1 + �� − �)��� + � + �; |��| < � 
 

  وعل�ه فإن:

|�(�) − �(�)| = �|� − ��|��� − �� ≤ |�����| + |�||1 − ���| ≤ 2� 

  �ل م�الة تفاضل�ة ���و� اب��ائ�ة وح��ة . ال��ق الع�د�ة ل2

، ون��� م�ها  ��الة تفاضل�ة ���و� اب��ائ�ة وح��ةتق���ي لحل ع�د�ة م��لفة وع�ی�ة لإ��اد ه�اك ��ق  

  أشه� ال��ق اس���اما ون�ر م�ها ���قة أول�، ���قة تایل� و��ق رانج ���ا ذوات ال�ت� ال���لفة. 

   Euler ���قة 1.2

ت����م في ��ق    أننادرا ما ت����م ل��ها ���قة ����ة وت��� ��ا�ها في م��قاتها ال�ي ����   أنهارغ� 

   ج��ا. تفاضل�ة مع�فة �ألةحل تق���ي  ل�� م إ��اد وم�ض�عها ه�  ،وتق��ات أخ�� 
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ال���  لا ���� ال���ل عل�ها وع�ضا ع� ذل� ن�� ،  (�)� ـفي ال�اقع ال���ل  على تق���ات م����ة ل

,�]في نقا� م��لفة  ت��ى نقا� العق�  في ال��ال  (�)� ـ في نقا� م��لفة ل  �  ـال�ق���ة ل �].  

 ش�ح ال���قة 

,��}تع��� ال�قا�  ال���قة على   �هتع��� ه ��, ��, … , ��}; � ∈    ، ح�� ل�ی�ا∗��

�� = � + �ℎ; � = 0,1, … ℎو    � =
���

�
  :  ت��ى ��ل ال���ة  

��ل� دال��� م����ت�� وقابل��� للاش�قاق على ال��ال  (�)ه� ال�ل ال�ح�� لل��ألة  (�)�ونف�ض أن  

[�,   إذا ن����ع ��ا�ة مایلي:  ��ع�� ال�ق�ة    (����)�ال�الة  ىن��� ن�� تایل�ر عل  ،[�

�(����) = �(��) +
(���� − ��)

1!
��(��) +

(���� − ��)�

2!
���(��); �� ≤  � ≤ ����  (3.10) 

⇒ �(����) = �(��) + ℎ��(��) +
ℎ�

2!
���(��);  ℎ = ���� − ��                                 (3.11) 

(��)�تع�ف ل�ا    Eulerإذا ���قة ≈   ، ح��: ��

�
���� = �� + ℎ�(��, ��)

�� = �
                                              (3.12) 

  4.3م�ال 

���� ���قة أول� م� أجل   =   ل�ل ال��ألة ال�فاضل�ة ال�ال�ة:   5

�

��

��
= −� + � + 1

�(0) = 1
 ; 0 ≤ � ≤ 1 

  ال�ل

�  ن�ع: = 5 ،
���

�
=

�

�
= 0.2    ،�� = 0.2� .  
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�
�� = ���� + ℎ�(����, ����)

�� = 1
                             

�� = ���� + 0.2(−���� + 0.2(� − 1) + 1) = 0.8���� + (0.2)�(� − 1) + 0.2 

�� = 0.8���� + 0.04(� − 1) + 0.2 = 0.8���� + 0.04� + 0.16; � = 1,5���� 

  ال�ل ال���قي لل��ألة: 

�(�) = � + ��� 

1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 0.0 �� 
1.348678 
1.367879 
0.019201 

1.230467 
1.449329 
0.018862 

1.131441 
1.0148812 
0.017371 

1.056100 
1.070320 
0.014220 

1.01 
1.018731 
0.008731 

1.0 
1.0 
0 

�� 
�� 

|�� − ��| 

  ملاح�ة 

ℎم� أجل  م�ها  ىالأول���ع ال��ول ال�الي  ال��ائج  ال���ال�ة (الع��ة   = 0.1(  

 وال�ل�ل ال��ل�ل�ة ل�لاح�ة ت��ر ال��أم�ا ��عل م� ال���� مقارنة ال�ل�ل الع�د�ة 

�é�ℎ��� �������     �� = −�(�) + � + 1 
|�(��) − ��| �� �(��)  �� 

0.000000  1.000000  1.000000  0.0  

0.004837  1.000000  1.004837  0.1  

0.008731  1.010000  1.018731  0.2  

0.011818  1.029000  1.040818  0.3  

0.014220  1.056100  1.070302  0.4  

0.016041  1.090490  1.106531  0.5  

0.017371  1.131441  1.148812  0.6  

0.018288  1.178297  1.196585  0.7  

0.018862  1.213467  1.249329  0.8  

0.019150  1.287420  1.306570  0.9  

0.019201  1.348678  1.367879  1  
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  ���قة تایل�ر  2.2

  ال��ألة ال�فاضل�ة ال�ال�ة: ل��� 

�

��

��
= �� = �(�, �)

�(�) =∝
 ; � ≤ � ≤ �                                          (3.13)  

�)ال�� ��ل�  (�)�وال�ي حلها  + 1)  ،� ∈ ����[�, م� ال�ت�ة   ��ج�ار في  (�)�، إذا ق��ا ب���  [�

�  

�(����) = �(��) + ℎ��(��) +
ℎ�

2!
���(��) + ⋯ +

ℎ�

�!
�(�)(��)

+
ℎ���

(� + 1)!
�(���)( ��);        �� ≤ � ≤ ����      (3.14)   

  ن��ل عل�ها ��ایلي:   (�)�وال���قات ال���ا�عة لـ  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��(��) = �(��, �(��))

���(��) = ��(��, �(��))
⋮
⋮

�(�)(��) = �(���)(��, �(��))
 

                      (3.15)  

  ��ایلي:  (3.16)ن��ل ال�عادلة  (3.14)في ال�عادلة  (3.15)نع�ض ال��لة 

�(����) = �(��) + ℎ�(��, �(��)) +
ℎ�

2!
��(��, �(��)) + ⋯ +

ℎ�

�!
�(���)(��, �(��))

+
ℎ���

(� + 1)!
�(�)( ��, �( ��));        �� ≤ � ≤ ����      (3.16)   

  ملاح�ة 

�إذا �ان� . 1 =   ن��ل على ���قة أول�  1

�م� أجل  . أما 2 ∈ ��; � ≥   ن��:   2
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�
���� = �� + ℎ�(��, ��) +

ℎ�

2!
 ��(��, ��) + ⋯ +

ℎ�

�!
 �(���)(��, ��)

���� = �� + ℎ�(�)(��, ��)
�� = �

            (3.17) 

  ح��: 

�(�)(��, ��) = �(��, ��) +
ℎ

2!
 ��(��, ��) + ⋯ +

ℎ���

�!
 �(���)(��, ��)           (3.18) 

  .�وهي ص�غة تایل�ر م� ال�ت�ة 

  5.3م�ال 

�م� أجل ال��ال ال�اب�، أوج� ص�غة تایل�ر م� أجل   = 2;  � = 4 

  ال�ل

  ل�ی�ا: 

�� = ���, �(�)� = −� + � + 1 ⇒ ����, �(�)� = −�� + 1 = −(−� + � + 1) + 1 

⇒ �

����, �(�)� = � − �

����, �(�)� = �� − 1 = −� + �

�����, �(�)� = −�� + 1 = � − �

 

�ص�غة تایل�ر م� أجل . ح�اب 1 = 2  

�
���� = �� + ℎ�(�)(��, ��)

�� = 1
 

⇒ ���� = �� + ℎ�(�)(��, ��) = �� + ℎ �−�� + �� + 1 +
ℎ

2
(�� − ��)� 

⇒ ���� = �� + �ℎ −
ℎ�

2
� (�� − ��) + ℎ; ℎ = 0.2  
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�
���� = �� + ℎ ��1 −

ℎ

2
� (�� − ��) + 1�

�� = 1
 

�ص�غة تایل�ر م� أجل . ح�اب 2 = 4  

�
���� = �� + ℎ�(�)(��, ��)

�� = 1
 

⇒ ���� = �� + ℎ�(�)(��, ��) 

= �� + ℎ ��(��, ��) +
ℎ

2
��(��, ��) +

ℎ�

6
���(��, ��) +

ℎ�

24
����(��, ��)� 

⇒ ���� = �� + ℎ �−�� + �� + 1 +
ℎ

2
(�� − ��) +

ℎ�

6
(−�� + ��) +

ℎ�

24
(�� − ��)� 

⇒ ���� = �� + ℎ ��1 −
ℎ

2
+

ℎ�

6
−

ℎ�

24
� (�� − ��) + 1� 

�
���� = �� + ℎ ��1 −

ℎ

2
+

ℎ�

6
−

ℎ�

24
� (�� − ��) + 1�

�� = 1

 

�م� أجل .  = ℎ، إذا أخ�نا 10 = 0.2   ،�� =  إذا ت��ح العلاق��� ال�ا�ق��� ��ایلي:   �0.2

�. م� أجل تایل�ر   = 2  

�
���� = �� + ℎ ��1 −

0.2

2
� (0.2� − ��) + 1�

�� = 1
⇒ �

���� = 0.82�� + 0.36� + 0.2
�� = 1

 

�. م� أجل تایل�ر   = 4 

�
���� = �� + 0.2 ��1 −

0.2

2
+

0.04

6
−

0.008

24
� (0.2� − ��) + 1� ; � = 0,9���������

�� = 1
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  و���� تل��� �ل ال��ا�ات في ال��ول ال�الي: 

� � = 4 � � =  �  ال���ة ال����ة  2

0 1.0 0 1.0 1.0 0.0 
1.483. 10�� 1.0187309 2.942. 10�� 1.019025 1.08730753 0.2 
2.429. 10�� 1.07032028 4.82. 10�� 1.070802 1.07032004 0.4 
2.983. 10�� 1.14881193 5.924. 10�� 1.149404 1.14881163 0.6 
3.256. 10�� 1.24932928 6.47. 10�� 1.249976 1.24932896 0.8 
3.332. 10�� 1.36787977 6.616. 10�� 1.368541 1.36787944 1.0 

  م�ها )  ىالأول���ع ال��ول ال�الي  ال��ائج  ال���ال�ة (الع��ة  

�é�ℎ���  �� ������     �� = −�(�) + � + 1 
|�(��) − ��| �� �(��) �� 

0.0000000  1.000000  1.000000  0.0  

0.000163  1.005000  1.004873  0.1  

0.000249  1.019025  1.018731  0.2  

0.000400  1.041218  1.040818  0.3  

0.000482  1.07802  1.070302  0.4  

0.000544  1.107075  1.106531  0.5  

0.000592  1.149404  1.148812  0.6  

0.000625  1.197210  1.136585  0.7  

0.000646  1.249975  1.249329  0.8  

0.000658  1.307228  1.306570  0.9  

0.000662  1.368541  1.367879  0.1  

  

  اصغ� م� ���قة او�ل�  2م� ال�ت�ة  ال��أ في ���قة تایل�ر أننلاح� 



 حل المعادلات التفاضلیة من الدرجة الأولى                                                  لث الفصل الثا 
 

69 

 

  6.3م�ال 

���� ���ق�ي �ل م� أول� وتایل�ر م� أجل   = ℎ م� أجل ، 2 =   ل�ل ال��ألة ال�فاضل�ة ال�ال�ة: 0.5

�
�� =

1

�
(�� − �);   1 ≤ � ≤ 3

�(1) = −2
 

  ال�ل

� . ص�غة أول� 1 = 1 

�
�� = ���� + ℎ�(����, ����)

�� = �
⟺   �

�� = ���� + 0.5 �
1

�
(����

� − ����)�

�� = −2
    

⟺   �
�� = ���� +

0.5

1 + 0.5(� − 1)
[(����

� − ����)]

�� = −2

 

� تایل�ر  . ص�غة  2 = 2 

��� = ���� + ℎ�(����, ����) +
ℎ�

2
�(����, ����)

�� = −2
 

⟺ �
�� = ���� + 0.5 �

1

����

(����
� + ����) +

����
�

��
���

(���� + 1)�

�� = −2

 

⟺ �
�� = ���� +

0.5

1 + 0.5(� − 1)
(����

� + ����) +
����

�1 + 0.5(� − 1)�
�

(����
� + ����)

�� = −2

 

⟺ �
�� = ���� +

0.5

1 + 0.5(� − 1)
(����

� + ����) �1 +
0.5

1 + 0.5(� − 1)
����� ; � = 0,3����

�� = −2
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  ال�ل�ل ال�ق����ة ل���ق�ي أول� و تایل�ر ال��ول ال�الي ی��� . 

�� ������   �� �����       ���� � 
−2 −2 1.0 0 
−2 −1 1.5 1 

−1.777776 −1 2.0 2 
−1.585732 −1 2.5 3 
−1.458882 −1 3.0 4 

 ملاح�ة 

ح�اب ال���قات  وفي مع�� ال�الات   إلىل��ه�ا ت��اجان  م����ةوتایل�ر ت��ل�ان  خ�ائ�  أول����قة 

و��لا م�ه�ا ن����م ���قة ت����    انمعق�ا و���غ�ق م�ة ���لة  ول�ل� فهي نادرا ما ت����م الأم����ن 

  ��ق رانج ���ا. ال�ق� وهي 

   Runge-kutta �ا����قة رانج � 3.2

  ش�ح ال���قة  1.3.2

,�)� وت��ف ل�ا ح�اب ال���قات ول��ق�� ذل� ��� ح�اب  ت���� ل�ا ال�ق�  �ا�رانج �  ���قة في  (�

  نقا� أخ�� غ�� العق�. 

  ح� تع�ى �ال��ل ال�الي: �ص�غة ل��غ رانج ���ا ذات لأ� ال��غة العامة 

�
���� = �� + � ����

�

���

�� = �

;      

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �� = ℎ�(��, ��)

�� = ℎ� ��� + ℎ��, �� + � �����

���

���

�    (3.19)
 

,��ح��:  ��, � = 2, �������,   ث�اب� ت��ار ح�� ال�قة ال��اد ح�ابها.  ���

�ال�الة الأولى  2.3.2 = 1  

�
���� = �� + ����; �� = ℎ�(��, ��) 

�� = �
⇒ �

���� = �� + ��ℎ�(��, ��) 
�� = �

   (3.20)  
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  : ملاح�ة

��إذا �ان  =   ن��ل على ���� أول�  1

�ال�الة ال�ان�ة   3.3.2 = 2  

�
���� = �� + ���� + ���� 

�� = �
                                                                     (3.21) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �� = ℎ�(��, ��),

�� = ℎ� ��� + ℎ��, �� + � �����

�

���

� ; � = 2 ⇒ �� = ℎ�(�� + ℎ��, �� + �����)    (3.22)
 

  ��ایلي:  (3.23)ن�� العلاقة  (3.21)في العلاقة  (3.22)نع�ض العلاقة 

�
���� = �� + ��ℎ�(��, ��) + ��ℎ���� + ��ℎ, �� + ���ℎ�(��, ��)� 

�� = �
 (3.23) 

  لات ال�اصةاال�

��أ. إذا أخ�نا   = 1; �� = 0; �� = ��� =
�

�
، ن��ل في ه�ه ال�الة على ���قة ال�ق�ة ال�س�ى  

  تع�ف على ال��� الآتي:وال�ي 

�
���� = �� + + + ℎ� ��� +

ℎ

2
, �� +

ℎ

2
�(��, ��)�                            

�� = �

(3.24) 

��ب. إذا أخ�نا  = �� =
�

�
; �� = ��� = ، ن��ل في ه�ه ال�الة على ���قة أول� ال�ع�لة وال�ي  1

  تع�ف على ال��� الآتي: 

����� = �� +
ℎ

2
�(��, ��) +

ℎ

2
���� + ℎ, �� + ℎ�(��, ��)�                  

�� = �
(3.25) 
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��ج. إذا أخ�نا  =
�

�
;  �� =

�

�
; �� = ��� =

�

�
وال�ي   Heun، ن��ل في ه�ه ال�الة على ���قة  

  تع�ف على ال��� الآتي: 

�
���� = �� +

ℎ

4
�(��, ��) +

3

4
ℎ� ��� +

2

3
ℎ, �� +

2

3
ℎ�(��, ��)�             

�� = �

(3.26) 

�ال�الة ال�ال�ة  4.3.2 = 3  

�
���� = �� + ���� + ���� + ���� 

�� = �
                                                             (3.27) 

  ���قة رانج ���ا م� ال�ت�ة ال�ال�ة في الغال� لا ت����م. 

�ال�الة ال�ال�ة  5.3.2  = 4  

  ���قة رانج ���ا م� ال�ت�ة ال�ا�عة �ال��ل ال�الي:  

����� = �� +
1

6
(�� + 2�� + 2�� + ��); � = � − 1������������

�� = �
                                      (3.28) 

  ح�� أن:  

�
�� = ℎ. �(��, ��)

�� = ℎ�(�� +
ℎ

2
, �� +

��

2
)

 ;     �
�� = ℎ. � ��� +

ℎ

2
, �� +

��

2
�

�� = ℎ�(�� + ℎ, �� + ��)
                   (3.29) 

                                                                                                                              7.3م�ال  

  :رانج ���ا م� ال�ت�ة ال�ا�عة����قة ال�فاضل�ة  ة��ألالال��ال ال�اب� ل�ل ن����م نف� 

�
�� = −�(�) + � + 1

�(0) = 1
;   ℎ = 0.1  

   ال�ل

����   ل�ی�ا: = �� +
�

�
(�� + 2�� + 2�� +   ح��:  (��
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�
�� = ℎ. �(��, ��)

�� = ℎ�(�� +
ℎ

2
, �� +

��

2
)

 ;     �
�� = ℎ. � ��� +

ℎ

2
, �� +

��

2
�

�� = ℎ�(�� + ℎ, �� + ��)
 

�

�� = 0.1�(��, ��) = 0.1(−1 + 1) = 0

�� = ℎ� ��� +
ℎ

2
, �� +

0

2
� = 0.1�(0 + 0.05,1 + 0) = 0.1(−1 + 0.05 + 1) = 0.005

 

�
�� = ℎ. � ��� +

ℎ

2
, �� +

��

2
� = 0.1�(0 + 0.05,1 + 0.0025) = 0.00475

�� = ℎ�(�� + ℎ, �� + ��) = 0.1�(0 + 0.1,1 + 0.00475) = 0.009525
 

  :ن�� في العلاقة ال�ا�قة  إذن ���ع�ما نع�ض ���  

�� = 1 +
1

6
(0 + 2(0.005) + 2(0.0045) + 0.009525) = 1.004754166 

  م�ها )  ىالأول���ع ال��ول ال�الي  ال��ائج  ال���ال�ة (الع��ة  

Méthode de Runge-kutta      y� = −�(�) + � + 1 

|�� − ��| �� �� �� 

0.0  1.0  1.0  0.0  

0.819× 10��  1.0048375400  1.004754166 0.1  

0.148× 10��  1.0187309014  1.0187307798  0.2  

0.210× 10��  1.0408184220  1.0408182207  0.3  

0.242× 10��  1.0703202892  1.0703200460  0.4  

0.274× 10��  1.1065309344  1.1065306597  0.5  

0.298× 10��  1.0148811934  1.1488116361  0.6  

0.314× 10��  1.1965856186  1.1965853034  0.7  

0.325× 10��  1.2493292897  1.2493289641  0.8  

0.331× 10��  1.3065799912  1.3065696598  0.9  

0.333× 10��  1.3678797744  1.3678779412  1.0  
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                                                                                                                              8.3م�ال 

  ال�ال�ة ����ع ال��ق ال�ا�قة ال��روسة:ال�فاضل�ة  ة��ألالحل 

�
�� = −�(�) + �� + 1

�(0) = 1
;   ℎ = 0.1  

  ال�ل

   ن��� ال�ل ال�ق�� ن��ه:

�(�) = −2��� + �� − 2� + 3 

 نل��ها في ال��ول ال�الي: فأما ال�ل�ل الع�د�ة ����ع ال��ق ال�ا�قة ف�� 

��.��� ���. ��� ������ ������� �� �� 
3.01. 10�� 1.000000  0  1.000000  1.000000  0.0  

3.65. 10�� 1.0029025  1.72. 10�� 1.002426  1.002538  0.2  

7.69. 10�� 1.0201288  9.75. 10�� 1.019262  1.019359  0.4  

1.19. 10�� 1.0635645  2.9. 10�� 1.062378  1.062376  0.6  

1.60. 10�� 1.1429444  1.55. 10�� 1.141496  1.141342  0.8  

2. 10�� 1.2662416  3.39. 10�� 1.264579  1.264241  1.0  

 

���� ���. � ����� ������ 

0  1.000000  0  1.000000  

1.0. 10�� 1.1873090  4.65. 10�� 1.025856  

1.48. 10�� 1.0703202  1.91. 10�� 1.0195512  

2.43. 10�� 1.1488119  3.97. 10�� 1.0627739  

9.33. 10�� 1.2493298  6.37. 10�� 1.1419794  

3.33. 10�� 1.3678737  8.93. 10�� 1.2651337  
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  ملاح�ات

  :  ت��ى ال��ألة ال�ال�ة ���ألة ��شي. 1

�
�� = �(�, �)

�(�) = �
 

، ��، ان�لاقا م� ���ة واح�ة سا�قة  ����. ن��ي ���قة ذات خ��ة واح�ة ال�ي ت����ا م� ح�اب 2

  ال����ل عل�ها في  خ��ة إذا ال��ق ال�ي ت��اج ل���ع ال��ائج �وت��ن ال���قة ذات  

 �, � − 1, � − 2, … , � − (� +   .����ل��اب  ، خ��ة سا�قة وذل�(1

  . ال��ق ذات ال���ة ال�اح�ة ج��عها ���� ��اب�ها على ال��لّ:3

���� = �� + ℎ�∅(��, ��, ℎ�); � = 0, � ����������                            (3.30) 

:∅ومع�فة بـ:   دالة م����ة  ∅ح��:  [��, �� + �] × ℝ × ℝ → ℝ 

  . ج��ع ال��ق ال�ي درس�اها هي ��ق ذات خ��ة واح�ة.4

  5.3تع��� 

، فإن م���ع الأخ�اء ال����ة ول���:   �إذا �ان م� أجل �ل حل دق��  نق�ل ع� ال���قة أنها م��اس�ة

∑ |��|�
  .0ن��  ℎع��ما ی�ول   0ت�ول ن��   ���

  6.3تع��� 

�ع� ال���قة أنها م��ق�ة إذا وج� ثاب� نق�ل  ≥ ���ى ب�اب� الاس�ق�ار، ���� م� أجل �ل م��ال����   0

  مع�ف��� �ال��ل:

�
���� = �� + ℎ�∅(��, ��, ℎ�); � = 0, �����������

����� = ��� + ℎ�∅(��, ���, ℎ�) + ��
                         (3.31) 

  ل�ی�ا: 

max
�����

|��� − ��| ≤ � �|��� − ��| + �|��|

�

���

�               (3.32) 
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  7.3تع��� 

���{��}، م��ال�ة ال�ل�ل ال�ق����ة  �نق�ل ع� ال���قة أنها م�قار�ة، إذا �ان م� أجل �ل حل دق�� 
�  

���� = �� + ℎ�∅(��, ��, ℎ�)                                                (3.33) 

  ت�ق�:  

max
�����

|�� − �(��)| → 0; �� → �(��)                                    (3.34)  

  ت��ى ال���ة الأخ��ة �ال��أ ال���ي. 

  4.3ن���ة 

  م��اس�ة، إذا وفق� إذا �ان:  ∅ذات ال���ة ال�اح�ة ال�ع�فة �ال�الة   ت��ن ال���قة

∀(�, �) ∈ [�, �] × ℝ ⇒ ∅(�, �, 0) = �(�, �)                      (3.35) 

  5.3ن���ة 

 �لـ �ال���ة   Lipshitzدالة  ∅ ، إذا وفق� إذا �انثاب�ة ∅ذات ال���ة ال�اح�ة ال�ع�فة �ال�الة   ت��ن ال���قة

  في ه�ه ال�الة ���� أخ� ثاب� الاس�ق�ار ��ایلي: 

� = ���, �:  ثاب� 

∃� ≥ 0; |∅(�, ��, ℎ) − ∅(�, ��, ℎ)| ≤ �|�� − ��|; ∀� ∈ [��, �� + �]       (3.36) 

  : ال�عادلات الف���ة 4.2 

  معادلة ت���� ف�وقا م�ل  إلىال�ع��� "ال�عادلة الف�وق "���� 

∆��� + 2∆�� + �� = 0                                                                        (3.37)  
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ن الادلة على  أو�ف�ض �� ل�ا�ع مع�وف على م���عة م�ق�عة م� الادلة   ��هي علاقة ب�� ال���   إذن

�� ن ال��غ�� العاد� إم��او�ة ف أ�عاد  = �� + ℎ�   حل معادلة   أن  ���عل�ا ن�عامل مع دل�ل ص��ح

   ����معل�مة ن���  ��الف�وق ت�عل م��ال�ة ال�ل�ل  ت��� �ال���ار ا� اذا �ان�  

  8.3 تع���

  ��ه�ان في ال�عادلة   �صغ� دل�ل��  أك�� و أالف���ة هي الف�ق ب��  ت ال�عادلارت�ة 

  9.3م�ال 

    ال�ال�ةم� ال�ت�ة   ةالف���ة ال�ال� ال�عادلة

�� − �� = 3�� 

  ل�عادلة الف���ة ال���ة م� ال��ت�ة الأولى ا 1.4.2

    ال�الي: ال��ل العام  � وهي ال�عادلة ال�ي تأخ

���� = ��(�). �� + ��(�)                                         (3.38) 

(�)��وع��ما ���ن   =   ت��ى �ال�عادلة "ال���ان�ة "   0

  ��ب�لالة   ����حل ه�ه ال�عادلة �ع�ي ح�اب   إن

  10.3م�ال 

  :م� ال��ت�ة الأولى ال�ال�ة حل ال�عادلة الف���ة

�
���� = ��� + ��

�� = 1
 

 ال�ل

  :م� ال�ف� ن��   اب��اء��� م��ال�ة   �  �إع�اء
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�

�� = 0. �� + 0� = 0

�� = 1. �� + 0� = 1

�� = 2. �� + 2� = 2.1 + 4 = 6

 

  ن�� به�ا ال��ل ف���ل على:و 

�� = 2, �� = 124 

   ال�عادلات الف���ة ال���ة م� ال��ت�ة ال�ان�ة 1.4.2 

 ال�الي:  ال��ل العام ت��� م� معادلة كل  هي

��(�)���� + ��(�). ���� + ��(�). �� + �� (�) = 0             (3.39) 

(�) ���ان   إذام��ان�ة  معادلة وت��ى   = ,��ال�وال وع��ما ت��ن   0 ث�اب� ت��ى معادلة ف���ة   �� ��

   .ذات أم�ال ثاب�ة

 : الف���ة م� ال��ت�ة ال�ان�ة ن��� أولا ال�عادلة ال����ة لها ف��لا ال�عادلة لات �عاد ل�ل ال

����� + ����� + ��� = 0                           (3.40)  

 لها هي:  ال�عادلة ال����ةو 

��� + �� + � = 0 ;  ∆= �� − 4. �. � 

  حلها ه�: ه�ه ال�عادلة 

�� = ����
� + ��. ��

�                                     (3.41) 

,��ال�عادلة الف���ة  و��� ت��ی� ال�اب���   مفه�م وه� ��ق� ,��ب��ائ�ة ��و� الاالم�  ��    : أ�   ��

�
�� = �� + ��

�� = ���� + ����
                                      (3.42) 

  ن�ّ�: (3.42)ال��لة  م� 

�� =
�� − ����

�� − ��
;   �� =

���� − ��

�� − ��
           (3.43) 
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  11.3م�ال 

    ال�ال�ة: حل م�الة ال��� الاب��ائ�ة م� ال��ت�ة ال�ان�ة

�

���� = ���� + ��

�� = 0
�� = 1

 

  ال�ل

�نا: أخ� � ل = 0,1,2,   :أنف���     …

�

�� = �� + �� = 1
�� = �� + �� = 1 + 1 = 2
�� = �� + �� = 2 + 1 = 3

 

   :ن�� ���ة ال�ل�ل ��ف� ال���قة و 

�� = 5; �� = 8; �� = 13; �� = 21; … … …. 

 12.3م�ال 

    :حل معادلة الف�وق  ال�ال�ة أوج� 

�
2���� − 8���� + 6�� = 0

�� = 1
 

  ال�ل

    الات�ة: ال�عادلة ال����ة له�ه ال�عادلة الف���ةن�ع 

2�� − 8� + 6 = 0 

∆= 64 − 48 = 16 → √∆ = ∓4 

�� =
8 + 4

4
= 3; �� =

8 − 4

4
= 1 
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  ه�:و�ال�الي فان ال�ل العام له�ه ال�عادلة 

�� = ��. (1)� + ��. (3)� 

  ب��ائ�ة: ن��د ال��اب� م� ش�و� الا

�
1 = �� + ��

1.5 = �� + 3��
⇒ �

�� = 0.75
�� = 0.25

 

   :وم�ه ن�� ال�ل

�� = 0.75 + 0.25(3)�;  � = 0,1,2,3, … 

   أ��ا ال���ال�ة ��ال���ال�ة ل���ل على ���ة ���     �  و��عا لل���ل على ���ة ال�ل�ل ن��ل ���

�ح��  = 0,1,2,3, … … 

  ��شي  –���قة اول�   2.4.2

   :أنب ال��امل في العلاقة �اس���ام قاع�ة ش�ه ال����ف ف��� ا��تع��� �ه�ه ال���قة 

���� = �� +
ℎ

2
[(�(��, ��) + �(����, ����)]                   (3.44) 

ح�� علاقات ال��امل ون�م� إفي ال��ف الا��� ن����لها ����ة تق����ة م����ة م�  ���� و���� �ه�ر 

���� لها
���� ـب����   ـب���ا ن�م� في ال��ف الا��� ل  (�)

وه��ا �ال���ار ن��ل على ال�ل�ل   (�)

 ال�ال�ة: ال�ق����ة م� العلاقة ال���ار�ة 

����
(���) = �� +

ℎ

2
��(��, ��) + �(����, ����

(�))�     (3.45) 

    :في ���قة ش�ه ال����ف و�ع�ى �العلاقة ال��أ قان�ن ه�ا فه� نف�ه  م���   ��ارة ال��أ أما

�� = −
ℎ�

12
�(�)(�)                      (3.46) 

  في "ق�� ال����ح "  �ال��أ و���ى

    أول�وال�� ���� م� ال��أ في ���قة   ��ال�اني    ب���ا ال��أ

�� =
ℎ�

2
�"(�)                                 (3.47)   

 "ق�� ال����"  في �ال��أ و���ى
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  13.3 م�ال

   : ةال�ال� ال�عادلة ال�فاضل�ة ���ل

� �� = ��
�

�

�(1) = 1;  ℎ = 0.1 
 

���شي في ال�ق�ة   –حل ه�ه ال�عادلة ����قة اول�  = 1.1  

  ال�ل 

  ل�ی�ا م� ���قة اول� 

�(1.1) = 1.1 

  و ال�� ��او�   ال����ال��أفي ه�ا الق�� خ�أ  و وه�ا الق�� ��ا ذ��نا في ال���� ه� ق�� ال����

|��| < 0.0066667 

 ق�� ال����ح ����� �ال��ل  أما

�(1.1) = 1 + 0.05(1 + 1.03228) = 1.10677 

 في ال��ف الا��� للعلاقة الاخ��ة م� ص�غة اول� (م� ق�� ال����)  (1.1)′�ح�� ت� تع��� ���ة    

  ة ت�ار�� غ�� م�ل�ل 

  ال����� الأول 

   : ةال�ال�  حل ال�عادلة ال�فاضل�ة

�
�� = � −

2�

�

�(0) = 1

 

�ℎاس���ام ���قة اول� م� اجل   وذل�  = 0وح��       0.2 ≤ � ≤ 1    
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  ال����� ال�اني 

�����قة أول� وتایل� م� أجل  ةال�ال� حل ال�عادلة ال�فاضل�ة  = 2 :  

�
�� = �� + ��

�(0) = 1; 
0 ≤ � ≤ 0.2 ;  ℎ = 0.2 

        ال����� ال�ال�

 ��شي  –حل ال�عادلة ال�فاضل�ة ����قة اول� ث� اول� 

�
� = � + �   

�(0) = 0;  0 ≤ � ≤ 1; ℎ = 0.2 
 

      ال����� ال�ا�ع

  ، ث� قارن ب�� ال���ائج. ك�تا-فاضل�ة ال�ا�قة ����قة رانج حل ال�عادلة ال�

       ال����� ال�ام�

    ال�ال�ة: ل��� ال�عادلة ال�فاضل�ة

�
�� = � − �

�(0) = 0; ℎ = 0.2 
 

�حل ه�ه ال�عادلة في ال�ق�ة  =    .��تا -����قة رانج  0.6

  ال�ادس ال����� 

  حل ال�عادلة ال�فاضل�ة الف���ة  أوج� 

�
3���� − 12���� + 12�� = 0

�� = 0; �� = 3
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 �عال����� ال�ا

  ال�ال�ة   الأولىوج� ال�ل العام لل�عادلة الف���ة ال���ة م� ال��ت�ة أ

�
���� − 4�� − 1 = 0

�� = 2
 

  �ام�ال����� ال

  ال�ل ال�اص لل�عادلة الف���ة ال�ال�ة   أوج� 

�
2���� − 6���� − 8�� = 0

�� = 0; �� = 2
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  الف�ل ال�ا�ع 

 ���ةال�عادلات غ�� ال حل ج�لة 

  ت�ه��:

إلى    الل��ء  م�ه  ی��  تعاني  ال��  الع��  ل�غ��ة  وذل�  ال���ة،  ال�عادلات غ��  ج�لة  ل�ل  الع�د�ة  ال��ق 

.                                                                        ال��ق ال��ل�ل�ة، وال�ي تع��� على ال��ق ال���ار�ة اب��اء م� شعاع ال�ل الاب��ائي

ال���لفة، مع دع��ا  ال��ق م�ها، ���قة ال�ق�ة ال�اب�ة، ��ق ن��ت�  �ع� إلى  وس�ف ن���ق في ه�ا الف�ل

  لفه� ه�ا الف�ل ب�ق��� أم�لة ع�د�ة مع���ة. 

  . تعار�� 1

     1.4 تع���

  ��ایلي: (�)�ال��ل العام ل��لة ال�عادلات غ�� ال���ة  نع�ف 

�

��(����, … … . . , ��) = 0

��(����, … … . . , ��) = 0
… … … … … … … .

��(����, … … . . , ��) = 0

⟺ �(�) = 0           (4.1) 

 

∋ ال�عاع إم�ان�ة ال��� ع� ه�   (4.1)  غ�� ال���ةحل ال��لة  ℝ� � = (��, ��, … . . , ��)�   

(�)�  ت��ن ح��  = (��, ��, … … ,   Dدوال م����ة على ال��ال    �(��

    2.4 تع���

��  م����ة ع�� ال�عاع أنها (�)�نق�ل ع� ال�الة  ∈ lim اذا �ان�   �
�→��

  أ�:  دة � م�ج  (�)�

��  م����ة ع�� ال�عاع أنها (�)�نق�ل ع� ال�الة  ∈ lim اذا �ان�   �
�→��

أ�:   دة � م�ج  (�)�

    lim
�→��

�(�) = �(��)                                         (4.2)    

(�)�ون���    ∈   . � م����ة ع�� �ل نق�ة م�  ��ان�    إذا  (�)�
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  3.4تع���  

⊃ � :إذا �ان ℝ� → ℝ�  و�(�) = (��(�), ��(�), … … , ��(�))�  

  :كان�  إذات��ن ال�ها�ة مع�فة وم�ج�دة 

lim
�→��

�(�) = � = (��, �� … … . . , ��)�                             (4.3) 

���: ح�� 
�→��

��(��, ��, … … . , ��) = ��   

    4.4تع��� 

⊃ �  :�:        (�)�نق�ل ع� ال�الة ℝ� → ℝ� 

�تق�ل نق�ة ثاب�ة   أنها ∈ (�)�اذا �ان�   � = � 

  �ل ال��ل ال���ة  لل��ق الع�د�ة ا. 2

  ���قة ال�ق�ة ال�اب�ة  1.2

(�)�على ت���ل ن�ام ال�عادلات   ال�ق�ة ال�اب�ةتع��� ���قة  = (�)�ال��ام   إلى 0 = �  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��(��, ��, … … . . , ��) = 0 ⇒ �� = ��(��, … … . . , ��)

��(��, ��, … … . . , ��) = 0 ⇒ �� = ��(��, … … . . , ��)
⋮
⋮
 

⋮
⋮
     

⋮
⋮

   
⋮
⋮

    
⋮
⋮
    

⋮
⋮
    

⋮
⋮
    

⋮
⋮
     

⋮
⋮

    
⋮
⋮

��(��, ��, … … . . , ��) = 0 ⇒ �� = ��(��, … … . . , ����)

    (4.4) 

  ت���قي م�ال 

  �ها ��ایلي: ح�اب�ا ���� ��اب نأخ� ال��لة ال�ال�ة ال���نة م� معادل��� 

�
� = �(�, �)

� = �(�, �)
                                                      (4.5) 

  1.4م�ال 

  :الآت�ةل��� ال��لة 

�
�� + �� = 4

�� + � = 1
                                                    



طیة حل جملة المعادلات غیر الخ                                                            الفصل الرابع   

 

86 

  ول الاح��ال الأ أ. 

⟺ �
� = −�4 − ��

� = 1 − ��
                                          

��   ب�ان�ا حل ه�ه ال��لة ه� نقا� تقا�ع ال�ائ�ة + �� = �مع ال��ان  4 = 1 − �� 

��  �ناخأ إذا =  : ن�� مایلي 0.8

1.8162-  1.815-  1.815-  1.83-  �  ��� 

0.874  0.8372  0.84  0.8  �  ��� 

��   الأولالاخ��ار  أننلاح�  = جل ه�ه  أذا ال���قة م�قار�ة م� إم�قار�ة  ��  و ��ت��ن ال���   0.8

  الاخ��ار  

�� أخ�نا إذا =   ن�� مایلي :   1.7−

1.0042  1.665  0.743  1.05  �  ��� 

-4.307  -1.102  -1.857  -1.7  �  ��� 

  جل ه�ه الاخ��ار أال���قة ت��اع� م�  أننلاح� 

 ال�اني  ح��الالاب. 

�� = −�4 − ��

� = ln (1 − �)
 

��  أخ�نا إذا =   ن�� مایلي :   1.7−

1.0042  1.0032  1.006  0.993  �  ��� 

-1.7296  -1.7299  -1.736  -1.7  �  ��� 

    .جل ه�ه الاخ��ارأ نلاح� تقارب ال���قة م� 

  ملاح�ة 

في ال��ال ال�اب� نلاح� وج�د صع��ات ل�ل ج�لة ال�عادلات غ�� ال���ة ول�ل� ی��ج� عل��ا وضع  

  :في ن� ال����ة ال�ال�ة إع�اؤها�ع� ال��و� ال��ان ال�قارب ���� 
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  1.4 ن���ة

 :   ل���

∀���� ∈ ℝ ; � = 1, ������;  � = {(����, … … . . , ��)�; �� ≤ �� ≤ ��} 

:�: دالة م����ة وت�ق� (�)�ول���   � ⊂ ℝ� → ℝ�;  � ∈ ∁(�) 

�∀ :  وت�ق� ∈ �; �(�) ∈ �  

�  � ت�ل� نق�ة ثاب�ة في (�)�ا  إذ . 1 = (��, ��, … . . , ��)�   

�وج�     و�ذا. 2 <   : و��ق�  1

�
��� (�)

���
� ≤

�

�
; ∀� ∈ �; � = 1. ������                                                (4.6) 

�(�)��ذا م��ال�ة ال�ل�ل ال�ق���ة   إ  ،�ت�ل� نق�ة ثاب�ة وح��ة في   (�)� إذا
���

�
تقارب ن�� شعاع     

�ال�ل ال���قي   = (��, ��, … . . �(���)���  :وال�ي ت�ق�   �(�� = �(�); � ≥ 1 

��(�) − ��
�

≤
�(�)

1 − �
��(�) − �(�)�

�
 ;  ‖�‖� = max

�����
|��|  (4.7) 

  2.4  م�ال

    :����قة ال�ق�ة ال�اب�ة ج�لة ال�عادلات غ�� ال���ة ال�ال�ة حل 

�(�) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 3�� − ������� −

1

2
= 0

��
� − 81(�� + 0.1)� + ����� + 1.06 = 0

������ + 20�� +
10� − 3

3
= 0

 

  � = {��, ��, ��)�; −1 ≤ �� ≤ 1}; �(�) = (0.1,0.1,0.1) 

  ال�ل

  ����قة ال�ق�ة ال�اب�ة ال�ا�قة �ل ال��لة ن
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �� =

1

3
������� +

1

6
= ��(�)

�� =
1

9
���

� + ����� + 0.6 − 0.1

�� = −
1

20
������ −

10� − 3

60
= ��(�)

= ��(�) 

�: � ⊂ ℝ� → ℝ�; �(�) = (��(�), ��(�), ��(�))� ; ∀� = (��, ��, ��)� ∈ � 

  فإن:

|��(��, ��, ��)| ≤
1

3
|cos(����)| +

1

6
≤ 0.4932 ≤ 0.50 

|��(��, ��, ��)| 

= �
1

9
���

� + ����� + 0.6 − 0.1� ≤
1

9
��(−1)� + sin(−1) + 1.06 − 0.1� = 0.022 

 �� |��(��, ��, ��)| =
1

9
��(1)� + sin(1) + 1.06 − 0.1� ≤ 0.089 ≤ 0.09 

|��(��, ��, ��)| ≤
1

20
����� +

10� − 3

60
< 0.61 

⇒ �(�) = ���(�), ��(�), ��(�)� ∈ [−1,1]; ∀� ∈ � 

 .�  في  ت�ل� نق�ة ثاب�ة (�)�ا إذ ، وم�ه �ال��ال م����ة في �لها �وال ال �هوه 

�ح�اب   ل�ی�ا أ��ا:. 2
���

���
  .� في  وح��ة ت�ل� نق�ة ثاب�ة (�)�، وذل� م� أجل أث�ات أن  �

�
���(�)

���
� = 0; �

���(�)

���
� = �

���(�)

���
� = 0 

�
���(�)

���
� ≤

1

3
|��||�������| ≤

1

3
sin (1) ≤ 0.281 

�
���(�)

���
� ≤

1

3
|��||�������| ≤

1

3
sin(1) ≤ 0.281 

�
���(�)

���
� =

|��|

9���
� + ����� − 1.06

≤
1

9√0.218
< 0.238 
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�
���(�)

���
� =

|�����|

18���
� + ����� − 1.06

≤
1

18√0.218
≤ 0.119 

�
���(�)

���
� =

|��|

20
����� ≤

1

20
�� ≤ 0.14 

�
���(�)

���
� =

|��|

20
����� ≤

1

20
�� ≤ 0.14 

�  أ�  �م�ج�دة داخل ال��ال      (�)�لل�الة    ��قات ال��ئ�ة ال�  أن نلاح�  
���

���
� ⊂ وهي دوال م����ة     �

 �ق� ال��� :وت ،�على ال��ال  

�
���(�)

���
� ≤ max(|0.281 |, |0.14|, |0.119|, |0.238|) = 0.281  

�
���(�)

���
� ≤

�

�
=

�

3
≤ 0.281 ⇒ � = 0.843 < 1  

  1.4 ����ةال، وذل� ح�� [1,1−]في ال��ال  �وح��ة  ت��ل� نق�ة ثاب�ة  (�)�وم�ه  

  : ةال�ق����ح�اب م��ال�ة ال�ل�ل 

(�)�ل�ی�ا:  = ���(���)� = �(��, ��, ��)(�)  

��(�) − �(���)�
�

 ��
(�) = ��(�) ��

(�) = ��(�) ��
(�) = ��(�) � 

0.1  0.1-  0.1  0.1  0  

0.423  0.52310127-  0.00944115  0.4999833  1  

9.4(10)�� 0.52336331-  0.00002557  0.49999593  2  

2.3. 10�� 0.52359814-  0.00001234  0.5  3  

1.2(10)�� 0.6235847-  3.10�� 0.5  4  

3.1(10)�� 0.52355877-  2.10�� 0.5  5  

� : جلأم�  = 0.843 

��(�) − ��
�

≤
�.���(�)

���.���
  (0.423) < 1.15  

� = (0.5; 2.10��; −0.5235987)� ≈ (0.5; 0 ; −
�

6
)� 

⇒ ��(�) − ��
�

≤ 2. 10�� 
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 المعادلات غیر الخطیةلحل المختلفة  نیوتن ����   2.2

  : یمكن تحدید طریقتي نیوتن وبایلي لحل معادلات من المعادلات غیر الخطیة مثل 

�
�(�, �) = 0

�(�, �) = 0
                                                         

,� غ���� جل م�أوه�ا م�  غ��ات لع�ة م� �الةتایل�ر  ل ن���ع��� ال�ل على     ��ایلي:  ال���ه�ا �ع�ى     �

�(�� + ��, �� + ��) = �(��, ��) + ��(��, ��)�� + ��(��, ��)�� 

+
1

2
����(��, ��)��� + 2���(��, ��)���� + ���(��, ��)���� + ⋯   (4.8) 

�(�� + ��, �� + ��) = �(��, ��) + ��(��, ��)�� + ��(��, ��)�� 

+
1

2
����(��, ��)��� + 2���(��, ��)���� + ���(��, ��)���� + ⋯ (4.9) 

دالة   إلى   غ��ات ذات ع�ة م�  �والت��ی� ���قة ن��ت� ل�ل ج�لة معادلات غ�� خ��ة تع��� على تق��� ال  إن

    .خ�ي �����ات ح�ود تایل�رأو تا�ع 

  : � و  �ذات م�غ����  ل�ل ج�لةت���قي م�ال 

�
�(�, �) = 0

�(�, �) = 0
                                                     (4.10)      

,�)�   إن ال�وال  �), �(�, ,(4.9)تایل�ر   ن��� تق�ب الى  (�  الأولى �ع� ح�ف ال��ود �ع� ال�رجة     (4.8)

�ع�ة    ال�واله ال��لة وال�� �ع��� على تق���  اس���ام ���قة �ایلي ل�ل ه�   أ��ام�ه و���ل م�ا�ه ����  

,���رجة ال�ان�ة في ال�ع� ح�ف ال��ود م�  م�غ��ات �����ات ح�ود تایل�ر ال������ة  لل����� ال�ا�ق��.  ��

  اس���ام ���قة �ایلي ت�جع ل�ع�یل ���قة ن��ت�   إن

  ���قة ن��ت� ل�ل ج�لة معادلات غ�� خ��ة   1.2.2

,��)ال�ل الاب��ائي  أنف�ض ن ,����ادة مق�ارها ب أو ال�ل  خ� ه�ا ال�ق�ی�أ و�ذا ل�ل ال��لة  معل�م (�� �� 

,�)�ل����ة ت�غ��  الأولىع��ئ� تق���ات ال��ت�ة  ,�)�و(�    �ال��ل:تع�ى   (�

�
��(�, �) = ��(��, ��)�� + ��(��, ��)��

δ�(�, �) = ��(��, ��)�� + ��(��, ��)��
                     (4.11) 
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,����ل عل�ه ب���ی�  ن(4.10) حل ال��لة  إن    ال�الي: ��ق� ال��� ه�اال�فاضل ل�ل� أن����  ��

�
�� = −�(��, ��)
�� = −�(��, ��)

                                                              (4.12)  

  ن��: (4.11) في  (4.12) ال�عادلةنع�ض 

�
−�(��, ��) = ��(��, ��)�� + ��(��, ��)��

−�(��, ��) = ��(��, ��)�� + ��(��, ��)��
               (4.13) 

,��ـ �ال���ة لال�عادل�ان ال����ان ���� حله�ا �ان وه �� 

,�)��ل م�    ناق�ر   و�ذا ,�)�و    (� ��)  ع��   (� + ��, �� + تایل�ر  ن�على ش�ل    �اه�او���(��  �

    أ�ل�عادلات ال�ات�ة ���ن مع�وما  الأ��� ال��ف  أن (4.13) ی��ج م�  

�
�(�� + ��, �� + ��) = �(��, ��) + ��(��, ��)�� + ��(��, ��)�� = 0

�(�� + ��, �� + ��) = �(��, ��) + ��(��, ��)�� + ��(��, ��)�� = 0
 (4.14)  

ال  إذا ه�ا  ف  ل�ایل�ر  ����ان  م�  إد��قا  ��)  :أنال�عل�م  نه  + ��, �� + ل�ل   (�� تق���ا  ���ن 

  . (4.10)ال�عادلات 

|��|   �ان  إذا > ε  وأ|��| >  �� م�ج�ة فانه م� ال��ور� اس���الج�ا و صغ��ة    ε  ال���ة  ح�� ت��ن   �

��ـ  ب + ��  ـب  ��و      �� +  لها و�ال�الي ع�د قل�ل م� ال���ارات  ما ���ن  غال�ا  ال�ل  ت��ار معال�ة    ��

,��)  ال�ق���ات الاب��ائ�ة   أن��ه�  . وال�ي ت (4.10)ال�عادلة  ��ور  لتع�ي ���ا د��قة   ال�ل ل�ق�ی�  كا��ة    (��

 .ال���قي

    3.4 م�ال

  ل��� ج�لة ال�ع�ل��� غ�� ال���ة مع�اة بـ: 

�

�(�, �) = �� + �� − 4 = 0

�(�, �) =
��

9
+ �� − 1 = 0

 

,��)  الاب��ائي  ال�لأوج� حل ه�ه ال�عادلات ����قة ن��ت� م� أجل  ��) = (1,1) 

  ال�ل
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,��   ��� ال����ح ال�فاضلينفي �ل ت��ار   :��ل ال�عادلات ال���ة ��

�
��(��, ��) ��(��, ��)

��(��, ��) ��(��, ��)
� �

��
��

� = �
−�(��, ��)

−�(��, ��)
� 

    ، ول�ی�ا:ح�ى ���ح ال������� ال�فاضل�� مه�ل�� �ال���ار  ن����

�

��(�, �) = 2�; ��(�, �) = 2�

��(�, �) =
2

�
�; ��(�, �) = 2� 

 

,��)  و��ع���  ��) =   في ال��لة ن��: (1,1)

�(��, ��) = −2.0 ;  �(��, ��) =
1

9
 

  :وم�ه 

�
2 2

2
9� 2� �

δx
δy

� = �
−(−2.0)

− 1
9�

� 

  :الأولن��ل على ال�ق���   و�ال�الي

�� = 1.1875 ;  δy = −0.1875 

�� + �� = 2.1875 ; �� + �� = 0.8125 

   ن��:  و�ال�الي

�(��, ��) = 1.445;  �(��, ��) = 0.192 

  وم�ه:

�
4.375 1.625
0.486 1.625

� �
��
��

� = �
−1.445
−0.192

� 

  : ن��ل على ال�ق��� ال�اني لل�ل�ال�الي  و 

�� = −0.322;  �� = −0.0218 

�� + �� = 1.8655; y� + δy = 0.7907 
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  و�ال�ع��� ن��: وم�ه 

�(��, ��) = 0.1052;  �(��, ��) = 0.0119 

  و�ال�الي 

�
3.731 1.5818

0.4146 1.5818
� �

��
��

� = �
−0.1052
−0.0119

� 

  وه��ا ن��ل على ال�ق��� ال�ال� لل�ل

�� = −0.0281;  �� = −0.00015 

�� + �� = 1.8374; �� + �� = 0.79055  

�(��, ��) = 0.001008 ; �(��, ��) = 0.000084 

  : ةملاح�

  : لة ه��س�ة �ال��لأعلى ش�ل م�  ه��ح����   هنأما نلاح�ه في ال��ال 

��  ةولى لل�ائ� الأال�عادلة  ب��  ال�قا�ع ال����عي أوج�  + �� =   الق�ع ال�اق� وهي  وال�عادلة ال�ان�ة 4

x�

9
+ y� = 1 

  تایل�ر ال����عي   ن�����قة ن��ت� ال�ع�لة �اس���ام  2.2.2

ن��ت� وذل�   ال�ان�ة  �أخ� ���� تع�یل ���قة    ل�ل الاب��ائي ا  أخ�نا  إذانه  أه�ا �ع�ي    ،ال���قات م� ال��ت�ة 

(��, ,��)مع ازد�اد   (�� ,�)�ـ ع��ئ� ال�ق��� م� ال��ت�ة ال�ان�ة ل (�� ,�)�و  (�  ��ل:�ع�ى �ال (�

�
�� = ���� + ���� +

1

2
[������ + 2������� + ������]

δg = g�δx + g�δy +
1

2
[g��δx� + 2g��δxδy + g��δy�]

       (4.15) 

,��ن��ل عل�ه ب�ع���  (4.10) ال��لة حل إن ,�� :أنح��  ��   ��ق� ال���:  ��

�
�� = −�(��, ��)
�� = −�(��, ��)

                                                                           (4.16) 

 :(4.17)ن��   (4.15)في  (4.16)��ع��� و 
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�
−�(��, ��) = ��� +

�����

2
+

�����

2
� �� + [�� +

�����

2
+

�����

2
]��

−�(��, ��) = ��� +
�����

2
+

�����

2
� �� + [�� +

�����

2
+

�����

2
]��

   (4.17) 

,���ان  إذا     :مق��ة على ال��ت��  الأق�اسداخل   ��

  −f
f�

�           −f
f�

  الأولىفي ال�عادلة   �

−g
g�

�        
−g

g�
 في ال�عادلة ال�ان�ة      �

,��ـت��� على ش�ل ج�لة معادلات خ��ة ل ن ال��لةإف ��  

�
−�(��, ��) = ��� −

����

2
−

����

2
� �� + [�� −

����

2
−

����

2
]��

−�(��, ��) = ��� −
����

2
−

����

2
� �� + [�� −

����

2
−

����

2
]��

  (4.18) 

,����ل ه�ه ال�عادلات ن��ل على  ��)  وال�ي ن��ل م�ها عل  �� + ��, �� +   ج�� وهي تق�ی�    (��

,��) تایل�ر ال����عي على ال�ق���   ن���قة  ال�ع��� على    (4.10)ل�ل ج�لة     (4.18)  ال�����م في  (��

|��| �ان إذا > |��|و  أ � > ,��)ـ  �ع� اس���ال ال��� ل رج�اءات ال�ل�ة ت�� فان الإ �   ـب (��

 (�� + ��, �� + ��)  

  4.4 م�ال

  : �عادل��� غ�� ال������ ال�ال����ج�لة ال حل

�

�(�, �) = �� + �� − 4 = 0

�(�, �) =
��

9
+ �� − 1 = 0

 

,��) علما أن الحل الابتدائي   ��) = (1,1)  

 الحل

,��ح�� ال����ح ال�فاضلي  أفي �ل ت��ار    ��ل ال�عادلات ال���ة  ��
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ �� −

����

2��
−

����

2��
�� −

����

2��
−

����

2��

�� −
����

2��
−

����

2��
�� −

����

2��
−

����

2�� ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

�
��
��

� = �
−�(��, ��)

−�(��, ��)
� 

��(�, �) = 2�  ;   ���(�, �) = 2  ; ���(�, �) = 0 ; ��(�, �) = 2�  ; ���(�, �) = 2 

��(�, �) =
2

9
�  ;  ���(�, �) =

2

9
  ; ���(�, �) = 0   ; ��(�, �) = 2�  ; ���(�, �) = 2  

,�x)  أن��ا  y�) = (1,1)  

�(��, ��) = −2;  �(��, ��) =
1

9
 

  :وم�ه

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 2 −

2

2
−

−2

2
− 0 2 −

2

2
−

−2

2
− 0

2

9
−

2
9�

2
−

1
9�

2
9�

− 0 2 −
2

2
−

1
9�

2
− 0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

�
��
��

� = �
−�(��, ��)

−�(��, ��)
� 

 :الأولوه��ا ن��ل على ال�ق���  

�� = 0.0477;  �� = −0.0831 

�� + �� = 1 − 8393 ; �� + �� = 7919 

    :ن���   أنوم� ث� ���� 

�(��, ��) = −0.0101;  �(��, ��) = 0.0030 

ه�  على  ح�ل�ا  ال�ق���ات لق�  في    ه  ب���ا  فق�  ال�ع�لة  ال���قة  م�  الأح�ان  ب���ار��  ل�لاثة  غال�  ن��اج 

  ال�ق���ات.  ت��ارات في ���قة ن��ت� العاد�ة لل���ل على تل�

  

  تع��� ���قة ن��ت� في حل ج�لة معادلات غ�� خ��ة  3.2.2

  م� ال��ل:���ة ال ج�لة ال�عادلات غ��  ل�ی�ا
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⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

��(��, … , ��) = 0

��(��, … , ��) = 0

��(��, … , ��) = 0
⋮ ⋮ ⋮

��(��, … , ��) = 0

                                             (4.19)  

����F(X) ال���� ��ا�ة ه�ه ال��لة على ال��ل  =   ، ح��: 0

� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
��

��

.

.

.
��⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 ; �(�) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
��(�)

��(�)
.
.
.

��(�)⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

                                   (4.20)  

(�)� ال���ال�ة  ات لل�ق��� م ���قة ن��ت� اس��� �ا (4.19)ول�ل ال��لة   = (��
(�)

, ��
(�)

, … , ��
(�)

)  

 : ال��ل���� ال�ل ال�ق�� � ع��ئ�  (4.20)ال��ور ال��ع�لة لل�عادلة  لأح�  �ل�ی�ا ال�ق���   هنأو�ف�ض   

� = �(�) + �(�)                               (4.21) 

 ح�� 

�(�) = ���
(�)

, ��
(�)

, … , ��
(�)

لال�����ة  ه�    � ال�ق����ة  ال�ل�ل  م��ال�ة  تق���  ال�ق��، لأجل ل�ل  أ في 

   :ف���  (4.20) في  (4.21) نع�ض ه�ا 

���(�) + �(�)� = 0          (4.22)  

م��قات  (�)�ال�ا�ع    أنل�ف�ض   و  للاش�قاق  على    هقابل  ت���  ما  م���ة  ساحة  في   �م����ة 

م��ف�� �ال��ود ال���ة    (�)�ال�غ��    ��أ�ال���ة لق�� ال  (4.22)ول�ف�ض ال��ف الاول لل�عادلة  (�)� و 

  إذا: 

���(�) + �(�)� = ���(�)� + ����(�)��(�) = 0          (4.23) 

 لل��� ف���: ���ل مف�ل أو

�� ���
(�)

+ ��
(�)

, ��
(�)

+ ��
(�)

, … . . , ��
(�)

+ ��
(�)

� = �� ���
(�)

, ��
(�)

, … . , ��
(�)

� 

+����

� ���
(�)

, ��
(�)

, … , ��
(�)

� ��
(�)

+ ����

� ���
(�)

, … , ��
(�)

� ��
�

+ ⋯ +����

� ���
(�)

, … , ��
(�)

� ��
(�)

= 0 
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�� ���
(�)

+ ��
(�)

, ��
(�)

+ ��
(�)

, … . . , ��
(�)

+ ��
(�)

� = �� ���
(�)

, ��
(�)

, … . , ��
(�)

� 

+����

� ���
(�)

, ��
(�)

, … , ��
(�)

� ��
(�)

+ ����

� ���
(�)

, … , ��
(�)

� ��
�

+ ⋯ +����

� ���
(�)

, … , ��
(�)

� ��
(�)

= 0 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

�� ���
(�)

+ ��
(�)

, ��
(�)

+ ��
(�)

, … . . , ��
(�)

+ ��
(�)

� = �� ���
(�)

, ��
(�)

, … . , ��
(�)

� 

+����

� ���
(�)

, ��
(�)

, … , ��
(�)

� ��
(�)

+ ����

� ���
(�)

, … , ��
(�)

� ��
� + ⋯ +

         ����

� ���
(�)

, … , ��
(�)

� ��
(�)

= 0                       (4.24)    

 الأولى ���ف�فة ال���قات ال��ئ�ة وم� ال��ت�ة    (�)��م��قة    إلىت�د�     (4.24)إن ج�لة ال�ع�لات ل ـ

,�� لل��ا�ع   ��, … . , ,�� �غ��ات لل� �� ��, … ,  . ون���: على ال��ت��  ��

��(�) = �(�) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
���

���
…

���

���… … …
���

���
…

���

���⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

                 (4.25) 

    :م� ال��ل ال�����أ��ا ت���  و

��(�) = �(�) = �
���

���
� ; (�, � = 1,2, … . , �)     (4.26) 

�ال���ة ال هي ج�لة  (4.24)ج�لة ال�عادلات    إن ��  لـ  �عادلات ال���ة 
�)ح��    � = 1,2, … . , ذات   (�

  :�ال��ل (4.23)و�ال�الي ���� ��ا�ة   (�)�ال��ف�فة 

�(��) + �(��)�� = 0                                          (4.27)  

    :ن��ل علىلا ��او� ال�ف�، إذا م��دها و ن�ام�ة م�ف�فة   �(�)���  أننف�ض 

�(�) = −�����(�)����(�)�                                   (4.28)   

   و�ال�ع��� ن��:

�(��)� = �(�) − �����(�)����(�)�; (� = 0,1,2, … )      (4.29) 
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 ���ة ال�ق���ات ال���ال�ة  لإ��اد  (�)� ال�ق��� الاب��ائي  � ون��أ

  5.4 م�ال

  ��� ال�ال����:ل�ق����ة ال��ج�ة  ل��لة ال�عادلال�ل�ل ا أوج� 

�(�) = �
��(��, ��) = �� + 3 �� �� − ��

� = 0

��(��, ��) = 2��
����� − 5�� + 1 = 9

 

  ال�ل 

;1.4)��ال�����ات لهات�� ال�عادل��� تق���ا في ال�قا�   إن −1.5); ��(3.4; 2.2) 

(�)�  الاب��ائي ن��ار شعاع ال�ل = �
3.4
2.2

� 

  و�أخ� ع���ة  أرقام �أر�عةل���� ال�ق��� ال�الي  

�(�) = �
��(��, ��)

��(��, ��)
� 

 : ل�ی�ا

�(��) = �
3.4 + 3���3.4 − 2.2�

(2). (3.4)� − (3.4)(2.2) − (5). (3.4) + 1
� = �

0.1544
−0.3600

� 

 ��ف�فة ال�اك���ان  ال ن��� ع�

�(�) =

⎣
⎢
⎢
⎡
���

���

���

���

���

���

���

���⎦
⎥
⎥
⎤

= �
1 +

3�

��
−2��

4�� − �� − 5 −��

� 

�أن ح�� و  =   فإن:   0.43429

���(�)� = �
1 +

(3). (0.43429)

3.4
(−2)(2.2)

(4)(3.4) − 2.2 − 5 −3.4
� = �

1.3832 −4.4
6.4 −3.4

� 

∆= ��� ���(�)� = 23.4571 ≠ 0 
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  مقل��ها   ل�أخ� هي م�ف�فة ن�ام�ة  إذنال��ف�فة  

�����(�)� =
1

∆
�
−3.4 4.4
−6.4 1.3832

� 

   فإن: (4.29)العلاقة ح�� 

�(�) = �
3.4
2.2

� −
1

23.4571
�
−3.4 4.4
−6.4 1.3832

� �
0.1544

−0.3600
�

= �
3.4
2.2

� −
1

23.4571
�
−2.10896
−1.48604

� = �
3.4
2.2

� + �
0.0899
0.0633

� = �
3.4899
2.2633

� 

�� = ∆�� �� �� = ∆�� �� � 

0.0633  2.2  0.0899  3.4  0  

-0.0012  2.2633  -0016  3.4899  1  

-0.0005  2.2621  -0.0008  3.4891  2  

-0.00002  2.2616  -0.00005  3.4875  3  

  ن��: (�)�وق��ا ب�ع��� ����ي ه�ا ال�عاع في ال��لة  (�)�ت�قف�ا ع�� ال�ق���  إذا

�� = 3.4875     , �� = 2.2616 

���(�)� = �
0.0002

0.00003
� 

  6.4 م�ال

  ال�ال�ة:  ال�ل ال��ج� ال�ق���ي ل��لة ال�عادلات  أوج� �اس���ام  ���قة ن��ت� 

�(�) = �

�� + �� + �� = 1

2�� + �� − 4� = 0

3�� − 4� + �� = 0

 

(�)� ال�ل الاب��ائي   �أخ� وذل�  = (0.5; 0.5; 0.5) 

  ال�ل 

�(�) = �

�� + �� + �� − 1

2�� + �� − 4�

3�� − 4� + ��

� 
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  وم�ه  

���(�)� = �

�� + �� + �� − 1

2�� + �� − 4�

3�� − 4� + ��

� = �
−0.25
−1.25
−1.00

� 

  تع�ى ب ـّ م�ف�فة ال�اك���ان إذا

�(�) = �
2� 2� 2�
4� 2� −4
6� −4 2�

� 

  ل�ی�ا 

���(�)� = �
1 1 1
2 1 −4
3 −4 1

� 

��� ���(�)� = �
1 1 1
2 1 −4
3 −4 1

� = −40 ≠ 0 

    ال�اك���ة  ��ف�فةال مقل�ب  ل���� ع�

�����(�)� = −
1

40
�
−15 −5 −5
−14 −2 6
−11 7 −1

� =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

3

8

1

8

1

8
7

20

1

20

−3

20
11

40

−7

40

1

40⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

  ع�ى بـ:�  (�)�الأولال�ق���  فإن  (4.29)ح�� العلاقة 

�(�) = �(�) − �����(�)����(�)� = �
0.5
0.5
0.5

� −

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

3

8

1

8

1

8
7

20

1

20

−3

20
11

40

−7

40

1

40⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�
−0.25
−1.25
−1.00

� 

= �
0.5
0.5
0.5

� + �
0.375

0
−0.125

� = �
0.875
0.500
0.375

� 

  : (�)�ن��� ال�ق��� ال�اني  
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���(�)� = �

(0.875)� + (0.500)� + (0.375)� − 1

2. (0.875)� + (0.500)� − 4. (0.375)

3. (0.875)� − 4. (0.500) + (0.375)�

� = �
0.15625
0.28125
0.43750

� 

���(�)� = �

2. (0.875) 2. (0.500) 2. (0.375)
4. (0.875) 2. (0.500) −4
6. (0.875) −4 0.750

� = �
1.750 1 0.750
3.500 1 −4
2.250 −4 0.750

� 

  وم�ه  

��� ���(�)� = �
1.750 1 0.750
3.500 1 −4
2.250 −4 0.750

� = �
1.750 1 0.750
1.750 0 −4.750

12.250 0 3.750
� = −64.75 ≠ 0 

  :وم�ه

�����(�)� = −
1

64.75
�

−15.25 −3.75 −4.75
−23.625 −2.6250 9.625
−19.25 12.25 −1.75

� 

  إذا: 

�(�) = �(�) − �����(�)����(�)�

= �
0.875
0.500
0.375

� +
1

64.75
�

−15.25 −3.75 −4.75
−23.625 −2.6250 9.625
−19.25 12.25 −1.75

� �
0.15625
0.28125
0.43750

�

= �
0.875
0.500
0.375

� − �
0.08519
0.00338
0.00507

� = �
0.78981
0.49662
0.36993

� 

  ���� ��ایلي: (�)X  أ�  ال�ق��� ال�ال� و���ل م�ا�ه ن��� 

�(�) = �
0.78521
0.49662
0.36992

�   ; �(�(�)) = �
0.00001
0.00004
0.00005

� 

  

  7.4  م�ال

  ال�� ق��ا ��له ����� ال�ق�ة ال�اب�ة  2.4 ال��الن�ل نف� 
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�(�) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 3�� − ������� −

1

2
= 0

��
� − 81(�� + 0.1)� + ����� + 1.06 = 0

������ + 20�� +
10� − 3

3
= 0

 

  � = {��, ��, ��)�; −1 ≤ �� ≤ 1}; �(�) = (0.1,0.1,0.1) 

  ال�ل

�(�) = �

3 �� sin ���� �� sin ����

2�� −162(�� − 0.1) cos ��

−�������� −�������� 20
� 

  :ـال�ع�اة ب (4.29)العلاقة    و������

�(��)� = �(�) − �����(�)����(�)�; (� = 0,1,2, … )       

���
(�)

− ��
(���)

� ��
(�)

 ��
(�)

 ��
(�)

 � 

0 0,1 0,1 0,1 0 
0,422 −0,52152047 0,01946686 0,5003702 1 

1.79. 10�� −0,52355711 0,00158859 0,5000459 2 
1.58. 10�� −0,52359845 0,00001244 0,5000000 3 
1.24. 10�� −0,52358877 0,00000000 0,5000000 4 

0 −0,52359877 0,00000000 0,5000000 � 

 ملاح�ة 

ال���ة   ال�عادلات غ��  ج�ل  ل�ل  ن��ت�  أن ���قة  (�)�نلاح�  = الأخ��    0 في  ل���ل  ج�ا،  س��ع 

خاصة إذا �ان ع�د ال�عادلات ����، ل�ل� م� ال���    � على ال�ل ال�ق��، ل�� ح�اب�ا هي م�لفة ج�ا لل�ق

ت�ه�لا   وذل�  ال����اع،  ق�ر  على  حلها   ��� ال�ي  ال�عادلات  ع�د  تقل��  ن�اول  أن  ال��ق  �ل  وفي 

  .لل��ا�ات وتقل��ا لل�ق� 
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