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Notations

Tout au long de ce travail, nous avons utilisé les notations suivantes :
H : Espace de Hilbert.

L(X,Y) : Espace des opérateurs linéaires bornés de X vers Y.
L(H) : Espace des opérateurs linéaires et bornés défini sur 'espace H.

ZL(FE) : Ensemble des opérateurs inversibles sur L(E).

K(X,Y) : Espace des opérateurs compacts de X vers Y.

K (H) : Espace des opérateurs compacts de I'espace H.
r(A) : Rayon spectral de A.
R(A) : Image de A.

Ker(A) : Noyau de A.
Re(A) : Partie réelle de A.

Im (A) : Partie imaginaire de A.

I : Application identité.

k : Corps quelconque.

0 : Frontiére.

C'[a,b] : Espace des fonctions continues définies sur [a, b] .

C* ([a, b)) : Espace des fonctions contintiments dérivables (de classe C* sur [a, b]).

ls ([a, b]) : Espaces des suites réelles (z,,),, de carrés sommables.
L% (R) : Espace des fonctions de carrées intégrables sur R.

Vect (vq, v, ...) : Espace vectoriel engendré par les vecteurs vy, vs.

{z,} : Suite.
> : Symbole de sommation.
M+ : Complémentaire orthogonale de M.

(.,.) : Produit scalaire.
X : Fermeture de X.
A/r : Restriction de A sur I'espace F.

B(a,r) : Boule de centre a et de rayon r.




A~1: Inverse de A.

A* : Adjoint de A.

o(A) : Spectre de A.

Ry (A) : Résolvante de A.

p(A) : Ensemble résolvant.
) : Spectre ponctuel de A.
) : Spectre residuel de A.
o.(A) : Spectre continu de A.
)

: Spectre approché de A.




Introduction

Ce mémoire présente une synthése des théories des opérateurs et spectrales, qui sont
des domaines des mathématiques. Ils ont été développé dans la premiére moitié du 20°"¢ siécle
grace en particulier aux travaux de S. Banach, D. Hilbert et M.Fréchet.

Ces travaux ont permis de faire de grands progrés dans la résolution de plusieurs problémes et
fournissent les principaux outils encore utilisés actuellement dans ces domaines.

D’un point de vue purement mathématique ont peut voir la théorie des opérateurs comme une
extension a la dimension infinie de la géométrie Euclidienne en dimension finie.

Ce domaine d’apparence abstraite a beaucoup d’applications concretes, notamment en physique
quantique.

C’est d’ailleurs en partie pour donner un cadre mathématique adapté a la théorie quantique que
D. Hilbert et J. Von Neumann ont développé la théorie des opérateurs linéaires dans les espaces
de Hilbert.

Pour terminer cette introduction je voudrais insister sur le point suivant :

La théorie des opérateurs étudie des concepts généraux, parfois loin de l'intuition géométrique,
mais dont l'efficacité a été prouvée depuis presque un siécle.

Pour se familiariser en profondeur avec ses concepts et méthodes il faut constamment faire des
aller-retour entre les concepts, les résultats généraux, d’'une part, et les exemples qui les ont
motivés d’autre part.

Ce mémoire est structuré de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a les notions de bases de I'analyse fonctionnelle. Nous donnons
un court résumé des théorémes et définitions que nous allons utiliser dans les autres chapitres.
Dans la premiere partie, nous parlons des espaces vectoriels, normés, Hilbert et Banach. Dans la
deuxieme partie, nous donnons quelques inigalités et leurs démonstrations qui serons nécessaires
aux chapitres suivants. Nous avons pourtant préféré ne pas aller trop loin dans les généralisations.
Dans le deuxiéme chapitre on a présenté quelques notions des opérateurs linéaires sur un espace
de Hilbert, qui représente les outils utilisés dans la théorie des opérateurs.

Le troixieme chapitre tourne essentiellement autour de I'étude de différentes classes d’opérateurs
normaux définis sur un espace de Hilbert et donner leurs propriétés.

Le quatriéme chapitre est consacré a la théorie spectrale ot on introduit trois notions essentielles :
la notion du spectre, la notion de la resolvante enfin les notions du spectre continu, residuel,

ponctuel, approché, leurs propriétés et applications sur les differents types d’opérateurs.




Chapitre 1
Notions préliminiaires

A fin de simplifier la lecture de ce travail, le premier chapitre de ce mémoire est consacré a donner
quelques rappels, définitions et résultats d’analyse fonctionnelle. Ces rappels concernent : espaces
vectoriels, normés et espaces de Hilbert et Banach. Comme on va donner quelques inégalités et
leurs démonstrations qui serons nécessaires aux chapitres suivants. Nous avons préféré ne pas

aller trop loin dans les généralisations.

1.1 Espaces vectoriels et Normés

Dans ce chapitre tous les espaces considérés seront sur le corps des nombres réels R ou le corps
C des nombres complexes.

) désigne le nombre complexe conjugué de \ € C, k désigne R ou C.

Définition 1.1 On appelle espace vectoriel topologique tout espace vectoriel E muni d’'une topologie

rendant continues les applications :
(r,y) e EXE —x+uy, et (\,x) e Rx E — \zx.

On notera également qu'une application linéaire entre espace vectoriel topologique est continue
si et seulement si elle I'est en 0.
Enfin, on rappelle qu'un espace topologique est séparé, si pour tout couple de points distincts

posséde des voisinages disjoints.

Définition 1.2 Un produit scalaire sur un espace vectoriel E, est une application qu’on notera

(.,.); tel que
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(,) : ExE—Kk

(z,y) — (z,9)

vérifiant les conditions suivantes :
1) pour tout (x,y) € E x E, Uapplication (x,y) — {(x,y) € k est une application linéaire.
2) pour tout x,y € E, ona:

(y,x) = (x,y) ; si 'espace est réel.
(y,x) = (x,y); sil'espace est complexe.

3) pour tout x € E, ona: (x,z) > 0et (z,z) = 0; si et seulement si x = 0.

On note alors : ||u|| = y/(u,u) > 0;et on vérifie que c’est une norme sur E.

Remarque 1.1 Notons que dans le cas complexe, on a pour tout x,y € Eet A € C:

(z, \y) = Az, y)
Exemple 1.1 - Pour (z;y) € R"; le produit scalaire usuel de R" est défini par :

(,y) =21y1 + oo F Tpyn s telsque : x = (21, oo, T0); Y = (Y15 ooy Yn)

- Le produit scalaire usuel de C" est défini par :

(r,y) = 2191 + oot T s tels que : x = (21, ooy 20) 5y = (Y1, o, yn) € C.

- On peut définir d’autres produits scalaires sur k™ en se donnant des poids, c’est-a-dire des

nombres aq, ..., a, > 0, et en posant

(z,y) = Zzzl aprryr Sik=R
(,y) =Y p_axziyy  sik=C

Définition 1.3 Soit E un espace vectoriel, on appelle semi-norme sur F, toute application o définie

de E dans R satisfaisant aux trois conditions suivantes :

[c1] Ve € E: ¢ (x) >0,
0] YA €k, Vo € B (Ma) = |\ (2),
[cs] Yo,y € B (@ +y) < @)+ 0 (y).
pour tout x de E on note :
p(z) = =]

Le couple (E, ||.||) s’appelle un espace semi-normé.

1.1. Espaces vectoriels et Normés
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Exemple 1.2 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des semi-normes.
2- I’ application ¢ définie par :
¢ : R*—R
(z,y) = ¢(z,y)=lr—yl
est une semi-norme.

Proposition 1.1 Si (E, ||.||) est un espace semi-normé sur k, alors :

1-]jof =0,
2-Vaye Bz —yl|l=ly—=,
3-VayeE: ||z -yl <llz—yll.
Preuve. 1- Soit A un élément de k; tel que |A\| # 1.0n a : A\.0 = 0. En vertu de la condition [cs],
on obtient :
10] = [IA-0f = [AL o] -

Dou :

0]} (1 = [A]) = 0.
Comme |\| # 1, il en resulte que :
0[] = 0.

2-Pour tout z et yde E,ona:

[z =yl ==y =) = =1 Ity — )] = [[(y = )|
3-Ona:

y=y—c+z=yll=lly—z+z| <ly—z|+[l
D'ou :

lyll = {lll <l =yl *)

De méme, on a :
r=r—y+y=z|=lz—y+yll <l -yl +lyll.
Dot :
lzll =1yl < llz—yll.- (**)

Les inégalités (*) et (**) prises simultanément donnent I'égalité cherchée. m

1.1. Espaces vectoriels et Normés ||
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Définition 1.4 On appelle norme sur un espace vectoriel E, toute application N de E dans R, vérifiant,

en sus des trois conditions [c1], [co] et [c3] précitées, la quatriéme condition suivante :

[ca] N(x)=0=2=0.
Le couple (E, N) s’appelle espace normé. Comme précédemment, la norme N est désignée par
Exemple 1.3 1- La valeur absolue dans R et le module dans C sont des normes.

2- LLapplication citée dans I'exemple (1.2) ci-dessus n’est pas norme. Elle ne vérifié pas la condition

[ca]
En effet,ona: |(1,1)[| =1 —1]=0et(1,1) # (0,0).
3- Exemples des Normes sur R”

) flall, = 3 feil
=1
- 1
n 9 2

b el = [ £07]
L1=

9 o] = sup [z
1<i<n

_ 1
n p
d) |lal|, = ;mwﬂ 1 <p<too

1.2 Quelques propriétés
1- Inégalité de Cauchy-Schwartz

Proposition 1.2 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes muni d’'un produit

scalaire (., .). Soit ||.|| la norme euclidiénne associée a ., .) ; pour x,y € E; alors : |(x,y)| < ||z] . ||y -

De plus, les deux membres sont égaux si et seulement si z et y sont linéairement dépendants.
Preuve. a- Posons, pour tout réel t, P(t) = ||z + ty||* = ||=|* + 2t (z,y) + 2 ||y’

Comme y est non nul, ||y *est non nul également.

Par construction, cette expression polynomiale du second degré est positive ou nulle pour tout
réel t. On en déduit que son discriminant est négatif ou nul : i.e (z,7)> — ||ly||*|[|=||* < 0; d’ot
I'inégalité annoncée.

b- Cas d’égalité :

Si (z,y) est 1ié alors = = Ay pour un certain scalaire A et 'on en déduit immédiatement :

(@)l = AL Mlyl® = NIl - Iyl -

1.2. Quelques propriétés E
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Réciproquement, si |(z,y)| = ||z|| . ||y|| ; alors le discriminant ci-dessus est nul donc P admet une
racine réelle (double) ¢, et pour ce ton a :

|z + ty||* = P(t) = 0,donc 2 = —ty, si bien que (z,y) est lié. Ou plus directement (avec le ¢, de
la variante ci-dessus) : I'hypothése équivaut a P(ty) = 0, donca z = —tyy. m

2- Identité du Parallélogramme
Proposition 1.3 Soit F un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes. Pour tous
(z,y) € E?, on a l'identité :
2 2 2 2
lz +yl” + llz = yI” =2 (=] + [ly[I) -

Preuve. Soient z,y € E. On sait que :
2 2 2 2 2 2
[z +yllI” = llz” + lyll” + 2 (z,9) et [z —yl” = =[] + [yl = 2(z,4),
en sommant les deux équations : ||z + y||*> + ||z — y||> = 2 (||« + [|y[|*). =

3- Identité de polarisation
Proposition 1.4 Soit FE un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes. Pour tous
(z;y) € E?, on a l'identité :

(lz +yl” = llz = ylI* +illz + iyl* — illx — iyl*)

| =

(z,y) =

Preuve. Ona: |z +y|” = (z+y,z+y) = [«|* + ly|* + (=, 9) + (v, 7)
—llz =yl = = (@ —yx —y) = = |2l = ly* + (&, 9) + (y,2)
il +iyl® =ife iy, +iy) = i|ll* +illy]* + (o) = (g, 2)
—illz —iy||* = =i (x — iy, x —iy) = i |l«]* =i |yl]* + (z,y) - (y,2)
Par I’'addition, On obtient I’égalité de polarisation. m

Remarque 1.2 Si k = R légalité précédente devient

1
Va,y € H; (w,y) =7 (lo + ol = o =yl .

Théoreme 1.1 Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité fermée de E est compacte; alors

E est de dimension finie.

Preuve. Désignons par B la boule unité de E et par B(a, ) la boule de centre a et de rayon r. De

la compacité de la boule unité il résulte, qu'’il existe ay, ...,a, € B, tels que : B C UB (aj, %)
1<j<n
Soit V' le sous-espace vectoriel engendré par {ay,...,a,}, montrons que V = E'; raisonnons par

Pabsurde.

1.2. Quelques propriétés
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Supposons qu'il existe b € E et b ¢ V et puisque V est fermé ; donc dist(b, V) = o > 0.

Il existe doncc € V tel que : a < |[b— ¢f| < 2.

Posons u = HZ;C lexistei: 1 <i<n;telque: |ju—a < 3.
=] ) 2

D’autre partonab=c+ ||b—c|lu=c+ ||b—c| a; + ||b — ¢| (v — a;);
ottc+ ||b—clla; € Vet|b—c|(u—a;) <3
Ce qui implique : dist(b, V) < 22, ce qui contredit la définition. m
Définition 1.5 Si g,h € H, on dit que g et h sont orthogonaux, et on écrit g 1 h si (g, h) = 0.
Si M est une partie de H, ’orthogonal de M défini par :
M+={heH :VYgeM, hlg)

La remarque suivante est souvent utile :

Remarque 1.3 Un sous-espace M C H est dense si et seulement si M+ = {0}. De plus, si M est un

sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe H = M @& M.

On peut énoncer le théoreme de Pythagore : si fi, ..., f, € H sont deux a deux orthogonausx,

alors :
1f1 4 oo+ fall = LA+ o+ [ fall

Lemme 1.1 Soit F' un sous-espace d’'un espace de Hilbert H. Alors, on a :

1. (Fi)L coincide avec 'adhérence F de F dans H.

2. F est dense dans H si et seulement si; F'- = {0}.

Critere de fermeture : Soit H un espace de Hilbert. Un sous ensemble I’ C H est fermé si et

seulement s’il existe une application linéaire f : H — k continue telle que F' = Ker(f).

1.3 Espaces de Hilbert et de Banach

Définition 1.6 Un espace de Hilbert est la donnée d’un espace vectoriel H complexe et d’une forme

sesquilinéaire, i.e. linéaire en la premiére variable :

Az + N’ y) = XNa,y) + N (2, y); Vo,y € E; \, N € C.
Et anti-linéaire en la seconde :

(2, 8y +B'y) = Ble.y) + B (2,y); Yo,y € B; 5,5 € C.

Cette forme sesquilinéaire est de plus hermitienne : (x, y) = (z, y) et strictement positive :
r# 0= (z, y) > 0.

1.3. Espaces de Hilbert et de Banach
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Exemple 1.4 1- L espace k", muni du produit scalaire défini par : (x, y) = > x;7j; est un espace
I — 1<i<n

de Hilbert.

2- Lespace [5(N) = {(un)neN Y |un|2converge}, muni du produit scalaire (u, v) = > u,v, est un
1<i<n neN
espace de Hilbert.

Définition 1.7 Pour H un espace, muni de la norme ||z||* = (x, z); H est un espace de Banach, s’il
est complet pour la métrique associée a la norme. (On dit qu’un espace normé X est complet si toute

suite de Cauchy a une limite dans X).

Exemple 1.5 (i) Pour n un entier tel que n > 1,alors k"est un espace de Banach (k = R ou C).

(ii) On désigne par Ci(K) 'ensemble des fonctions continues sur k a valeurs dans K. Cy(K) est

un espace de Banach pour la norme ||| .

Solution

(1) Il suffit de prouver que k est complet. On sait que tout produit fini d’espaces métriques complet
est complet et que R et C sont complets d’ot k™ est complet, donc un espace de Banach.

(ii) Soit f,, une suite de Cauchy. Pour chaque x € K montrons successivement que f,(z) converge
vers f(x), tel que f est continue sur KX puis que f,, converge vers f pour la norme |.|_ .

On a d’abord

[fu(@) = fm(@)] < o = fnll (1.9
pour tout n, m. On en déduit que f,(x) est une suite de Cauchy. k étant complet, on pose
Fa) = lim f,(x).
Il résulte de (1.*) que f,, converge uniformement vers f sur K, f est donc continue sur K.
Soient ¢ > 0 et N, tel que Vn,m > N, on ait || f, — f|l, < e. Il résulte alors de (1.*) que'on a:
[fn = finll <€ ¥n > Ne.

Exemple 1.6 Soit L'(R) lepace des fonctions intégrables sur R; muni d’'un produit défini comme

suite :

fgla) = / f(hg(x —t)dt,  f.g€ LNR)

est un espace de Banach.

Théoreme 1.2 Si P, est une projection dans un sous-espace fermé M d’un espace de Hilbert H,
alors Py est un opérateur tel que P}, = Py et Pi, = Py. Si P est un opérateur tel que P* = P et

P? = P alors; M = R (P) est un sous-espace fermé et P = Py, i.e., P est un projection dans M.

1.3. Espaces de Hilbert et de Banach
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Preuve. (=) :On suppose que P,; est une projection dans H et de note R (P,,) le rang de P), par
M.Soit x1 =y, @ 21 et x5 = 1y, B 2, telle que y1,y, € M et 2y, 2y € M.
Alors z1, 1y = (y1 + y2) @ (21 + 22) avec y; +y2 € M et z; + 2z, € ML, alors

Py (@1 4+ x2) = (11 + y2) = Puxr + Py,

et il est evident que Py, (ax) = aPyx, alors Py, est linéaire. La preuve de bornétude de Py, se
vérifie d’aprés :
2 2 2 2 2
[ Prrza]|” = (lyall™ < oall™ + [za]]” = [zl

Py est un opérateur de H. De plus

(Prwr,x2) = (Y1, Y2 + 22) = (Y1, 92) = (1 + 21, 92) = (21 + Pyza),
Alors P,y = P;;. Pour toutz € H et Pyyx € M,on a

alors P = Py.
(<) :On suppose que P = P* = P? et de note R (P,,) par M. Nous observons que M est un
sous-espace fermé de H. Pour tout = € M, il existe une sequence {z,} C H telle que Pz, — z,
et Pz, = P?x, — Px par la continuité de P et P> = P. A partir de x = Pz € M, alors M = M.
Depuis P = P* = P2,

(x — Pz, Px) = (z, Px) — (xz, P*Pz) = 0.

Il suit que * = Px @ (I — P)x, Px € M etz — Pz € M*, donc P est la projection dans M. m

Remarque 1.4 Si M C H est un sous-espace fermé, on peut définir la projection orthogonale sur

M, notée Py, de la maniére suivante : pour h € H, Py/h est Uunique élément de M tel que

h — Pyh L M. Alors Py est une application linéaire telle que PZ, = Py, |lpa h|| < ||R| pour tout
h € H, ker Pyy = M* etIm P,, = M.

Définition 1.8 Une famille (e;);c; est une base orthonormale d’un espace de Hilbert H si

D Jlesl| = 1.

2) L espace engendré Vect {e;} est dense dans H.

3) e; L ej pouri # j.

Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale, qui est finie si et seulement si ’'espace est

de dimension finie.

1.3. Espaces de Hilbert et de Banach



Chapitre 2
Opérateurs linéaires

Dans ce chapitre on va rappeller un certain nombre de résultats, pour la plupart déja vus, sur
les opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert et Banach. Dans tout ce chapitre F et F
désigneront des espaces de Banach, nous noterons L(FE, F') (respectivement L(FE)) I'espace des
applications linéaires continues de F dans F' (respectivement des endomorphismes continus de

E) muni de sa norme d’opérateur habituelle.

2.1 Définition d’opérateur

Définition 2.1 Soit H un espace de Hilbert, un opérateur A est une application définie sur un sous-
espace vectoriel D(A) C H a valeurs dans H. D(A) est appelé le domaine de Uopérateur. A est un

opérateur linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) Additive : A(x +y) = Az + Ay; z,y € H.

(i) Homogene : A(ax) = aAz, x € H et pour tout nombre complexe .

Exemple 2.1 Soient X un espace vectoriel sur le corps C et A € C; Uapplication A : X — X définie
pour x € X par:
Ay(z) = M

est un opérateur linéaire.

En effet, pour 1,20 € X eta € C;Ona:

Ax(azy + 29) = Maxy + z2)

= a(Ar1) + (Az2)

14
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= aA)(r1) + Ax(x2)
Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport A de I'espace vectoriel X.
Remarque 2.1 1) On notera Ker A le noyau de Uopérateur Ai.e. Ker A= {z € H; Az = 0}.

2) TmA désignera le sous-espace de H, image de H par A. On le notera aussi A(H ).
3) Ker A (resp. ImA) est un sous-espace vectoriel de H (resp. de Hy). On notera que Ker A est

toujours un sous-espace fermé de H mais Im A n’est pas forcément fermé dans H,.

Remarque 2.2 - Opérateur identité noté I est défini par : Ix = z,Vx € H.

- Opérateur nul 0 est défini : 0x = 0,Vx € H.
- On note L(H) l'ensemble des opérateurs sur H. Si A € L(H), on définit la norme de Uopérateur A
par:

|Al| = sup {||[AR]| ; h € H; |[h]| < 1}.

Proposition 2.1 Voici quelques propriétés de la norme d’'un opérateur :

1.Si A € L(H), alors |A]| = 0 si et seulement si A = 0.

2.SiA;Be L(H),alors A+ Be L(H)et| A+ B| < |A]l + ||B]-

3.Siaeket Ac L(H), alors aA € L(H) et |[aAl = |af . ||A]|-

4.Si A;B e L(H), alors AB € L(H) et ||[AB|| < ||A|| . || B|| (AB désigne la composition A o B).
Les trois premiers points de la proposition précédente affirment que ||.|| définit une norme sur
L(H).

2.2 Quelques propriétés des opérateurs

2.2.1 Composé de plusieurs opérateurs

Soient H, Hy et H; des espaces de Hilbert et A; € L(H, Hy) et Ay € L(Hy, H;) des opérateurs.

Considerons 'opérateur composé A, o Ay € L(H, Hy).

Proposition 2.2 1. On a :||Ay o Ay|| < || Az || ALl

2. Soit U € L(H) un opérateur de I'espace de Hilbert H dans lui méme. On définit les puissances

de 'opérateur U comme étant les opérateurs de H dans H définis de la maniere suivante :
U° = I (lopérateur identité), U = U, U =UoU,..,.U"=UoU" ' =U"1oU (n>1).

Corollaire 2.1 Vn € N; ||| < ||T|".

2.2. Quelques propriétés des opérateurs
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2.2.2 Norme d’opérateur

Définition 2.2 Soit A un opérateur borné défini sur un espace de Hilbert H, on dit que A est un
opérateur borné, s’il existe
c>0:|Az| < cllz|;Vx € H;

|A|| est définie par :
|Al =inf{c>0; ||[Az|| < c|z|; Vo € H}.

Proposition 2.3 Considérons deux espaces de Banach, E;, i = 1,2 et une application linéaire A :

E1 — FE,. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est continue sur FE;.
(ii) A est continue en 0.
(iii) Il existe C' > 0 telle que pour tout u € E; on a [|Aul|, < C'||ul];.

Preuve. Il suffit de montrer que (ii) entraine (iii), les autres propriétés étant immédiates.

Il résulte de la continuité en 0, qu’il existe > 0 tel que
[ull, <n = [Aul; <1

Maintenant pour v # 0 on applique I'inégalité précédente a v = 7 et on obtient (iii) avec
1
C=1.m
n

2.2.3 Inverse d’un opérateur

Définition 2.3 Soient H et H'des espaces de Hilbert et A € L(H, H') un opérateur. On dit que A est
inversible s’il existe B € L(H', H) tel que : AB = Iy, et BA = Iy, ot Iy (resp. Iy:) est Uopérateur
identité de H (resp. de H'). Un tel opérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On Uappelle opérateur

inverse de A ou plus simplement inverse de A et on le note B = A~L.

Cas particulier ou H = H' : Soit T € L(H). Dans le cas ou H est de dimension finie, on sait que
I'inversibilité de 7" a plusieurs aspects équivalents.

Plus précisément, rappelons I'important résultat suivant :

Théoreme 2.1 Si dim H < 400, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A est inversible.
2) A est injectif.
3) A est surjectif.

2.2. Quelques propriétés des opérateurs
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4) A admet un inverse a droite (i.e. il existe U € L(H) tel que AU = Iy).

5) A admet un inverse a gauche (i.e. il existe V € L(H) tel que VA = Iy).

Remarque et contre-exemple : Attention si dim H = +oo, les propriétés équivalentes du
théoreme précédent ne sont plus vraies :

Soit H = (2, 'espace des suites de nombres complexes de carré sommable, muni de sa norme

lll, = (ZIJ?F) s (2= (2n)n>1)-

Considérons I'application S : /> — (? définie pour tout
T = (Tp)n>1, PAT ST =Yy = (Yn)n>1 OW; y1 =0, Yo = X1, ..o, Yn = Tp1,...(n > 1).

Autrement dit Sz est la suite qui commence par 0 et qui ensuite est composée des mémes termes
que la suite x mais décalés d’un rang. I application S est linéaire de ¢/?> dans lui méme et c’est une
isométrie puisque ||Sz|. = ||z]]2-

Donc S € L(£?). On appelle S Popérateur de décalage dans /2.

On voit alors facilement que :

1) S est injective (car isométrique),

2) S n’est pas surjective.

3) S admet un inverse a gauche 7' : z = (x,,)>1 — 7% = (Tp41)n>1 (Cest Vopérateur qui «efface»
la premiére coordonnée donc on a clairement 7'S = I,2.

4) L opérateur T n’est pas l'inverse a droite de 'opérateur S.

Le seul résultat simple valable quelle que soit la dimension de H est le suivant :

Théoreme 2.2 Soit A € L (H), tel que : ||A|| < 1, alors la serie Y A* est convergente et Uopérateur
k=0

(I — A) est inversible et son inverse (I — A) " est donnée par : (I — A)~' = > A*.

k=0
Remarque 2.3 Le théoréme précédent est vrai aussi si H est remplacé par un espace de Banach
quelconque F.

n n
Preuve. Pour tout entier naturel nona: Y [|A*] < S [|A[".
k=0 k=0

La contrainte ||A| < 1, assure la convergence de la série S ||A||". Il en résulte aussitt que la

k>0

série > ||A*|| converge elle aussi. Comme E est supposé de Banach, la convergence de cette
k>0

derniére série entraine que la somme de la série >_ A* est un opérateur continu.

k>0

2.2. Quelques propriétés des opérateurs
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Par ailleurs, pour tout n de N, on a :

n

(1—A)) AF= Zn:A'f (I —A)=1— A"+,

k=0 k=0

En sachant que ||A"+!|| < ||A|"™" — 0, le passage a la limite dans la derniére égalité donne ;
n—oo

(I—A)iA’“:iA’“([—A):I.

Dou;
d oAb =(T1-4)""
k=0

Il convient de savoir utiliser le résultat du théoreme précédent sous la forme suivante :

Corollaire 2.2 Soit A € L(H), tel que : || — A|| < 1, alors Uopérateur A est inversible et son

. —1 s
inverse (A)~ " est donnée par :

o0

A7 =31 - A"

k=0

Théoreme 2.3 (i) Soit A € L(E); tel que ||A|| < 1 alors (I — A) est inversibe et

[e.o]

(I-A)t=> A
n=0
(ii) Si A est inversible alors, A + B est inversible pour tout B € L(E) tel que ||B|| < ||A[|”"
etona:

+o0
(A+B)™' = Y (A'B)"A™"
n=0
“+o0o
(A+B)! = ZA*I*”B”, si A et B commutent.
n=0

(ii) L ensemble des opérateurs inversibles sur L(£) noté ZL(E) est un ouvert de L(E)
et lapplication A — A~! est continue et méme C*> de ZL(F) dans ZL(E).

Théoreme 2.4 Un opérateur A € L(Hy, Hy) est inversible si et seulement si A* est inversible
etona (A*)~! = (A7)~

Exemple 2.2 1- I application identité I est de toute évidence inversible

2.2. Quelques propriétés des opérateurs
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2- Soit E = L% (R) et u une application définie de F dans E par

1 1
x—u(x)= |, 502 g Ty o

avec & = (1, X2, c., Tpy .o -
u est trivialement linéaire. Elle est aussi injective car son noyau est réduit a {0}. Elle est enfin
surjective et de plus

ut(z) = (:171, 2%s, ..., 2" ta,, ) )

u~! n’est pas bornée sur E. Elle est donc non continue. On conclus que « n’est pas inversible.

2.2. Quelques propriétés des opérateurs
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Quelques classes d’opérateurs

Dans ce chapitre nous proposons une breve étude de différentes classes d’opérateurs normaux
définis sur un espace de Hilbert et donné leurs propriétés.

On commence avec la notion essentielle d’adjoint d’'un opérateur linéaire, plusieurs des classes
particuliéres d’opérateurs bornés sur les espaces de Hilbert seront ensuite définies au moyen de

cette notion.

3.1 Adjoint d’un opérateur

Définition 3.1 Soient F et F deux espaces de Hilbert et A € L(E, F); lU'unique application linéaire
A* € L(F,F) tel que pour tout x € F et tout y € F on ait : (A(x),y) = (x, A*(y)) est appelée
adjointe de A.

Proposition 3.1 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il existe un unique opérateur

A* € L(H), appelé adjoint de A, vérifiant la relation suivante : pour tous z,y € H :
(Az,y) = (x, A%y) .

De plus, on a: || Al = ||A*||.
Preuve. D’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz et la définition de la norme opérateur, on a
I'inégalité :
(A, y)| < [|A]]- =[] - [lyll -
Ainsi, I'application ¢, : x — (Az,y) est une forme linéaire continue sur H, et par le théoréme de

représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H notons-le A* (y) tel que :

(Az,y) = (z, Ay) .

20
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On vérifie facilement que pour tous y,z € H et A € K, A*(y) + A\A*(z) vérifie la propriété qui
définit A*(y + Az). Par unicité, A*(y) + N\A* (2) = A* (y + \z), ce qui prouve que A*est linéaire.
Enfin, on calcule la norme opérateur de A*
|A*] = sup [(A"z,y)| = sup [{y, A"z)| = sup [(Ay z)| = |[Al.
[=lI<L]lyll<1 l=l<L[lyll<1 l=zl<Llyll<1
u

Regroupons dans la proposition suivante quelques propriétés des adjoints.

Proposition 3.2 Soient A, B € L(H) et a € k. Alors :

1. I* = 1.
2. (A%)* = A.

3. (0¢A + BB)* = aA* + BB*Va,f € C .
4. (AB)* = B*A*.

5. Si A est inversible d’inverse A}, alors A* est inversible et (4*)~! = (A71)".

Proposition 3.3 Soit A € L (H), Alors : ||A|* = || AA*]|.

Preuve. Pour h € H avec |h|| < 1,ona:

IAR||* = (Ah, Ah) = (A"AR,h) < | A"AR|.||h]| < | A"A| < [|A7] - | Al -

d’ots : ||A|]* < ||A*A|| < ||A*|.||Al. En simplifiant par || A|, on obtient ||A|| < ||A*||. En remplagant
A par A*, on obtient ||A*|| < ||A**| = ||A||. Ainsi ||A|| = ||A*||, et la chaine d’inégalités est en fait
une chaine d’égalités. m

Exemple 3.1 Soit S : L? — L? un opérateur défini par
S(al, Qg, ) = (O, Qaq, Qg, ), alors S*(Oél, g, ) = (Oég, g, )
(S est nomé le shift)

Solution 3.1 Soient (a,) et (f3,,) deux suites dans L* et S : L* — L. Alors :

(5™ (o), (B)) = ((am) . S (B,))
= <(041, Qg ) ) (Oaﬁlaﬁ% ))
= a25_1+ 0435_24—

= <(a2, s, ) ) (617627 )> .

Ainsi S* est bien donné par la formule annoncée.

3.1. Adjoint d'un opérateur
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Proposition 3.4 Soit A € L(H); Alors :

Ker A = (Im A*)* etIm A = (Ker A*)*.

Preuve. (1). C . Soient z € Ker A et y € Im A*. Alors il existe z € H tel que : y = A*z.

Dot (x,y) = (x, A*z) = (Az, z) = 0; donc z € (Im A*)".

(2). D . Pour lautre sense, si z € (Im A*)" et z € H, alors (Ax, z) = (x, A*z) = 0. mettons z = Az
on aura Az = 0, z € Ker A. D’ou 'égalité est prouvé. Pour la deuxiéme relation en utilise une
démonstration similaire.

D’apres (1) on obtient :

[Ker(A")]" = [Im(A)*]~ = Im(4)

Y

d’ou, résulte I'égalité cherchée. m

3.2 Opérateurs auto-adjoints

Définition 3.2 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur A € L(H) est dit auto-adjoint ou
hermitien si A* = A.
Définition 3.3 Un opérateur P € L(H,) est appelé positif (notation : P > 0 ) si P est auto-adjoint

et si pour tout x € Hy
(P(x),z) > 0,Vz € H.

Proposition 3.5 Si A est auto-adjoint, alors :
[All = sup {|(Ah, h)| - [[A]| = 1}

Preuve. Soit M = sup {|(Ah, h)| : ||h| = 1}.
Si ||h|| = 1; alors : |(Ah, h)| < ||A]|, et donc M < || A]|.
D’autre part, remarquons d’abord que pour tout f dans H, [(Af, f)| < M || f|]. Si ||h] = ||lg]| = 1,
alors :
(A(hxg), h+xg)=(Ah,h) = (Ah,g) = (Ag, h) + (Ag, )

= (Ah, h) £ (Ah,g) + (g, A"h) + (Ag,9)
Puisque A = A*, cela implique :
(A(h+g),h*g) = (Ah,h) £ 2Re(Ah, g) + (Ag, )
En soustrayant 'une de 'autre de ces inégalités, on obtient :

ARe(Ah,g) = (A(h+g),h+g) — (A(h—g),h—g) < M (|h+g|*+ |k — g|*) .

3.2. Opérateurs auto-adjoints
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On obtient alors, par I'identité du parallélogramme,
4Re (Ah, g) < 2M (1] + gll%) = 4M.

Soit maintenant § € [0, 2x]; tel que (Ah, g) = ¢ |(Ah, g)|. En appliquant I'inégalité précédente
avec ¢h a la place de h, on obtient |(Ah,g)| < M dés lors que ||h|| = ||g]| = 1. On prenant le

supremum sur g et h, on obtient ||A|| < M. =
Corollaire 3.1 Si A = A* et si (Ah, h) = 0 pour tout h, alors : A = 0.

Remarque 3.1 Ce corollaire n’est pas vrai si on ne suppose pas A = A*. Par exemple, pour

0 1
A= sur R2.
-1 0

Alors (Ah, h) = 0; pour tout h € R?.

Théoreme 3.1 Si H est un espace de Hilbert complexe et si A € L(H), alors les opérateurs

B = (AJ“—QA*) et C' = % sont auto-adjoints et A = B + iC'. Les opérateurs B et C' sont appelés

respectivement partie réelle et partie imaginaire de A.

Exemple 3.2 Pour tout A € L(H,, Hy), Uopérateur A*A € L(H,) est auto-adjoint, car

(A*A)* = A*A™ = A*A.

Proposition 3.6 Soient A € L(H;, H,) et B € L(H,, H3) des opérateurs auto-adjoint, Alors :
1. A* est borné et ||A*|| = [|4].

(A*)* = A.

Ker A = (Im A*)* et Im A = (ker A*)*.

(Ao B)* = B*o A*

1A= All = | AA*|| = ||l

A e

A*A =0ou AA* = 0 implique A = 0.

3.3 Opérateurs isométriques

Définition 3.4 Un opérateur A € L(H) est isométrique s’il préserve la norme, c’est-a-dire si

|Ah|| = ||h||; pour tout h € H.

3.3.  Opérateurs isométriques
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Proposition 3.7 Si A € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est une isométrique.

2. A*A=1.

3. (Ah, Ag) = (h, g) ; pour tout h, g dans H.

Preuve. Comme (A*Ah, g) = (Ah, Ag), on voit facilement que (2) et (3) sont équivalents.

On obtient (1) a partir de (3) en prenant g = h. Pour montrer (1) = (3), on utilise la formule

de« polarisation »

(Ah, Ag) = (1A (A + g)II” = A (h = 9)I” + i [|A (b + ig)|” — i A (h —ig)]") .

N

Proposition 3.8 Soient F et F deux espaces de Hilbert, Uapplication T — T* est isométrique de
L(E,F) sur L(F,E); pour tout T € L(E,F) on a (T*)* = T et |[T*oT|| = ||T||>. Pour tout
SeL(E,F)etpourtoutT € L(F,H)ona: (T oS)"=S*oT".

3.4 Opérateurs unitaires

Définition 3.5 Soient E et F' deux espaces de Hilbert, un élément U € L(E, F') est appelé unitaire

siU*oU = Idp et U o U* = Idp .i.e. U est un opérateur unitaire si U est inversible et U~! = U*.

Proposition 3.9 Soient U,V € L(H) des opérateurs unitaires. Alors :

(i) U est isométrique .

(i) [|[U]| = 1.

(iii) U~' et U* sont unitaires.

(iv) UV est unitaire.

Preuve. (i) Pour tout v € H, ona : ||Uv||> = (Uv, Uv) = (U*Uv,v) = (v,v) = ||v|]*.
(ii) Si |Uv|| = ||v|| pour tout v € H, alors : |U|| = f?B””vT'H =1.

(iii) C’est une conséquence immédiate de la proposition (3.6).
(iv) On a bien (UV) ! = V-IlU~ = V*U* = (UV)*.

Par contre, une application linéaire isométrique n’est pas forcément unitaire. m

Exemple 3.3 Soit A un opérateur auto-adjoint, alors Uopérateur U = (A — i)(A + i)~ est unitaire.

Solution

Calculons U™ :

Ur=(A—14)'(A+14).0r A—iet(A+:) ! commutent.
Dou UU* =U*U = 1.

3.4. Opérateurs unitaires
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3.5 Opérateurs normaux

Définition 3.6 Soient H un espace de Hilbert et A € L(H). On dit que A est un opérateur normal
st A*A = AA*.

Clairement, un opérateur A € L(H) auto-adjoint ou unitaires est normal, mais la réciproque est
fausse .

0
Exemple 3.4 1) Pour A = ( g ; ) a,b € C, A est normal.

() () (5 0)
(o) (28)-(5)

2) Soit S : L? — L? tel que :
S(z1,x9, T3, ...) = (0,21, T2, T3, ...)
(SX,Y) = (X,S*Y); X,Y € L?
On pose X = (z1, 9, 23,...), Y = (y1, Y2, Y3, --.)
(SX,Y) =((0, 21, 9, 23, ...), (Y1, Y2, Y3, ---))
= 0y1 + 192 + w2y3 + - - -
On pose S*Y = (z1, 22, 23, ...)
(X,S*Y) =2z + w925 + w3Z3 + - - -
([ A=mo =y
=Yz — 22 =Y3

z
Ys — 23 = Ya

[\
Il

I

3

[ Zn = Ynt1 — Zn = Yn+1

(SSHX = S(S*X) = S(g, 73, 24, -..)
= (0, z9, x3, T4, ...)
(S*9)X = S*(SX) = 5*(0, 2, 22, x3, ...)
= (21, T2, X3, ...)
SS* £ 5*S

L’opérateur S n’est pas normal.

Proposition 3.10 Soit A € L (H). Les assertions suivantes sont équivalentes

3.5. Opérateurs normaux
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(a) A est normal.
(b) ||Ah|| = ||A*h|| pour tout h.
Dans le cas complexe, ces assertions sont équivalentes a (c).

(c) Les parties réelles et imaginaires de A commutent.

3.6 Opérateurs compacts
Soient E, I’ des espaces de Banach.

Définition 3.7 Une application linéaire continue A € L(E, F) est dite compacte si l'image A(Bg)
par Uapplication A de la boule unité fermée By de espace E est relativement compacte (en norme)
dans F. On note K(F, F) U'ensemble des applications linéaires compactes de F dans F. Si E = F

alors, on note K (F).

On rappelle que si (X, d) est un espace métrique, un sous-ensemble Y de X est dit relativement

compact si son adhérence dans X est compacte.

Proposition 3.11 Si A est un opérateur linéaire de E dans F. Alors; les assertions suivantes sont

équivalentes.

1. Ac K(E,F)

2. Pour toute suite bornée (x,,), de E, la suite (Az,), admet une sous suite convergente dans F'.
Preuve. > On suppose que A est un opérateur compact et on considere une suite bornée
quelconque (x,),. Si on pose a = Sup ||z, ||, alors la suite (Az,), est contenue dans 'ensemble
A(Bi(0,)). :

Or A(Bg(0, «)) est relativement compact, on peut alors extraire de (Ax,,), une sous suite conver-
gente.

< Soient maintenant )M une partie bornée de E et (y,), une suite d’éléments de A(M). Alors il

existe une suite (z,), d’éléments de A(M) telle que :

S|

| 20—y [I<

Par hypothese, la suite (z,),, admet une sous suite convergente, la suite (y,),, aussi. Il s’en suit que

A(M) est relativement compact. D’ou A est compact. m

Remarque 3.2 Un opérateur compact est nécessairement continu, sinon il existerait une suite (x,),

bornée telle que || Az, || — 400, ce qui contredit la compacité.

On rappelle maintenant le théoréme d’Ascoli, qui est un outil pour montrer la compacité.

3.6. Opérateurs compacts
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Théoreme 3.2 (Théoréeme d’Ascoli) Soient (I,d) un espace métrique compact et (X,d') un espace
métrique complet. Alors; une partie H de C'(I, X) est relativement compacte pour la topologie de la

convergence uniforme si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. H est équicontinue, i.e.,

Ve >0,30 >0:Vo,y e I,Vf € H (d(x,y) <) =d(f(x), f(y)) <e.
2. Pour tout = € I, 'ensemble H(x) = {f(z), f € H} est relativement compact.
Exemple 3.5 Soit £ = C([0, 1], k). Lopérateur de Volterra A : E — E défini par :

Ve E:Af(x) = /Oxf(t)dt,V:c € [0,1]

est compact.
On va utiliser le théoréme d’Ascoli avec I = [0, 1] et X = k. On pose H = A(Bg).

/w ' f(t)dt'

[z =yl [ fll o
< |z —y|.

Soit f € Bp, pour tous x,y € [0,1],ona:

[Af(x) = Af(y)l

IN

D’ou,
Veel, Ve>0,30=e>0;Vfe€Bg, Yyel, (r—y|l<d)= (|Af(x) — Af(y)| < e).

Autrement dit, 'ensemble H est équicontinu. De plus, pour tout x € [0, 1], H(x) est une partie de

k donc si H(x) est borné alors, H(z) est relativement compacte. Or, pour tout x € [0, 1], on a :

Vi € Bu:lAf()] < / o) de

7l

r < 1.

IANIAN M

Les conditions du théoréme d’Ascoli sont satisfaites, il s’en suit que A est compact.

Propriétés fondamentales des opérateurs compacts

Lemme 3.1 K(H) est un sous-espace vectoriel fermé de L(H). En particulier la somme de deux
opérateurs compacts est un compact. Si {T,,}, -, est une suite d’opérateurs compacts convergeant au

sens de la norme des opérateurs vers T' dans L(H ); alors T est compact.

3.6. Opérateurs compacts
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Preuve. La caractérisation par les suites permet de montrer que K (H) est un sous-espace vectoriel

de L(H). Pour établir la stabilité de la compacité par convergence en norme d’opérateurs, on

utilisera le critére de précompacité. Il existe n. tel que ||7,,. — T'|| . Or T,,. étant compact, il existe

une famille finie de vecteurs {v;}, .. de H, tel que 7,,_(By) C 1<U<NBH<UZ', e), Il résulte alors de
1S

'inégalité triangulaire, T'(By) C 1<U<NBH<U1'7 2¢); d’ott 'on déduit que 7" est compact. m

Proposition 3.12 Soient A € L(E,F) et B € L(F,G). Si A ou B est compact alors; BA est

compact.

Preuve. Si A est compact, alors, pour tout borné M C FE, A(M) est compact. Or, 'image dun

compact par une application continue est compacte, donc, B(A(M)) est compact. Il résulte que
Bo A(M) C B(A(M)) est relativement compacte.
Si B est compact, alors, pour tout borné M C FE, A(M) est aussi borné et donc B o A(M) est

relativement compacte m

Théoreme 3.3 Si E ou F est de dimension finie, alors K(E, F') = L(E, F).

Preuve. Si E est de dimension finie, alors By sera compacte, d’ou A(Bg) est compacte pour tout
A€ L(E,F), car A est continu.

On suppose que F' est de dimension finie alors, A(Bg) est bornée donc relativement compacte

(car F est de dimension finie). m
Théoréme 3.4 Si T est un opérateur compact et positif alors ; \/T est compact.
Exemple 3.6 Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et (z, ) une base hilbertienne de H
, et (An),>, une suite bornée de nombres complexe décroissante, et T' € L (H) tel que :
T(l‘n) = )\nxn = ()\1.:171 s )\2.$2 g e )

Alors T' est compact.
Pour démontrer que 7" est un opérateur compact, il suffit de montrer que 7' est un opérateur
borné.

Ona:

| T (xn) |li2= [ A -2nlle =I| A2, Aea e ) |2

1T (o) =D | A 1P |
i=1

3.6. Opérateurs compacts
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donc

d’ou T est un opérateur compact.

1))\ 2 2
(max (| A; )" [« |
A @ P ve e 1?

T <Al

3.6. Opérateurs compacts



Chapitre 4
Théorie spectrale des opérateurs bornés

Ce chapitre est consacré a la théorie spectrale ot on introduit trois notions essentielles : la notion
du spectre, la notion de la resolvante et enfin les notions du spectre continu, residuel, ponctuel,

approché, leurs propriétés et applications sur les différents types d’opérateurs.

4.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Définition 4.1 Soit T' un opérateur, on dit que \ € C est une valeur propre de T' si A\l —T' n’est

pas injectif. Autrement dit :

Un scalaire A € C est une valeur propre de 7' s’il existe un vecteur v € V non nul tel que :
Tv = .

Le vecteur v est alors appelé vecteur propre de T' correspondant a la valeur propre A
L ensemble des valeurs propres noté : V,,(T') = {A € C : Ker (\] —T') # {0}}.

Ker (AI — T') est ’espace propre associé a .

1 4
Exemple 4.1 Trouvons les valeurs propres de la matrice A = < - )

1—-X 4

=(1-X°"—4
R =4

Le polynome caractéristique de A est p4(\) =

Les valeurs propres sont les racines de I'’équation :
(1-X>—4=0
donc A= —-letA=3

30
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Trouvons maintenant les vecteurs propres correspondants.

Soit v = (xl);Av:)\v
T2

sid=—1

1 4 T —X1 T+ 41132 = —I
= e
11 T2 —XT9 Tr|+ To = —I9
dry = =214 —2x9
S — 209 = —21, 01 =0 =
1+ X9 = —To )

vy = < _1 ) est un vecteur propre correspondant a A = —1

si =3,
1 4 Ty 3I’1 T+ 41’2 = 3[L’1
= )
11 T 31‘2 T+ To = 3$2
423'2 = 21’1 21’2
<~ — 21 = 2T,
T, = 229 T2

2
Vg = < ) ) est un vecteur propre correspondant a A = 3.

4.2 Spectre et résolvante
Définition 4.2 Soit T € L(E).
1. On appelle ensemble résolvante de 7' I'ensemble :
p(T) ={X € C: A\ — T est inversible} .

Un élément de p(7T'), est appelé valeur résolvante de 7.
2. Si X € p(T'), on définit la résolvante R,(7") de T" au point A par :

R\(T) =\ —T)".
La résolvante R, (7)) est simplement notée R, s’il n’y a pas d’ambiguité sur 7.
Définition 4.3 Soit T € L(E).
Le spectre de 7' noté o(T') est 'ensemble :

o(T) = C\p(T)

= {A e C:T — A est non inversible} .

4.2. Spectre et résolvante
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Un élément A\ € o(T") est une valeur spectrale de 7.

Ona:

Lemme 4.2 Soient F un espace de Banach complexe, T' € L(E) et A € 0o(T) (la frontiére du spectre

de T'). Alors il existe une suite de vecteurs (x,,) C E de norme 1, telle que (T' — A\ g)(x,,) tend vers 0.

Preuve. En posant S = (T — A\lg), on se rameéne a montrer que si 0 € do(.5), il existe une suite
(x,) C E de vecteurs de norme 1, telle que S(z,,) tende vers 0. Puisque o(5) est fermé, sa frontiere
est contenue dans ¢(.S), donc 0 € o(5) et S n’est pas inversible. Si on ne pouvait pas trouver la
suite (z,), on aurait ||S(x)|| > c||z| pour un ¢ > 0 et tout z € E , donc S(F) serait fermé et
S(F) # F puisque S n’est pas inversible.

On pourrait alors trouver y ¢ S(FE); puisque 0 est a la frontiere du spectre de 5, il existe une
suite (u,,) hors du spectre et qui tende vers 0; alors S — 1,/ est inversible pour tout n. Il existe
donc un vecteur z, € E tel que (S — w,/g)(z,) = y. Si (z,) était bornée, on aurait p,z, — 0
et y serait la limite de la suite (S(z,)) C S(F), ce qui est impossible puisque S(E) est supposé

fermé et y ¢ S(F). Il existe donc une sous-suite (z],) telle que ||z, || tende vers +o00; en posant

l
n

z, = |21~ 2., on voit que S(z,) — p,x, = ||2,|| " y tend vers 0, donc S(z,) — 0. m

4.3 Type de Spectre

- On appelle spectre ponctuel de 7' I'ensemble des valeurs propres de 7', noté o,(7’) tel que :
op(T) ={X€o(T): (T'— \) est non injectif} .
- On appelle spectre continu de 7" et on note par o.(7"), 'ensemble :
oo(T) = {)\ € o(T) : (T — ) est injectif et Im(T — AI) # Im(T — M) = E} .
- On appelle spectre résiduel de 7" et on note par o,.(7"), 'ensemble :

oo (T) = {/\ € o(T) : (T — \I) injectif et Tm(T — 1) # E} .

4.3. Type de Spectre
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Définition 4.4 Soit T € L(E). On définit le rayon spectral de T noté r(T') par :

r(T) = Sup |A|.

Xeo(T)

Sio(T) =0, alors; r(T) = 0.
Remarque 4.1 Le spectre o(T) est la réunion disjointe de trois ensembles :
o(T)=0,(T)Uoc.(T)Uo,.(T).
Définition 4.5 Le spectre approché de T, noté o, (T') est l'ensemble :
0 (T) = {A € C: I} [lrall = 1, lim (T = AL = 0}
Les A\ € 0, (T) sont des valeurs propres approchés de 7.

Théoreme 4.1 Soient E un espace de Banach complexe et T' € L(E). Alors :

() lim ||T7||*/ existe et égale a (7).

(ii) Si £ = H est un espace de Hilbert complexe et si A € L(H) est auto-adjoint, alors 7(A) = || A4]|.
Exemple 4.2 Trouvons le spectre dans les cas suivants :

(1) PourT=1Iona:

o(l)={X € C:I— A n’estpas inversible}
={A e C: (1—\)In’est pas inversible} .

(1 —X) I non inversible ssi A = 1; alors o () = {1}.
De méme, si i € k, alors, o (uly) = {un}.

(2) Soit S (le shift) 'opérateur défini par :

pour x, = (x1, %2, 3, ...) : S (x,) = (0,21, 2, 3, ...)

S n’a pas de valeur propre. Supposons que \ est une valeur propre de S; alors 3(x,,) telle que :
S(zn) = A(zn) & (0,21, 29,73, ...) = (A1, AT2, AT3, ...) .

Si A = 0; alors x = 0 contradiction, car il faut que = # 0.

Si A # 0; alors = 0 contradiction.

Exemple 4.3 Soit A Uapplication linéaire définie sur L?[0,1], 1 < p < oo par : Au(z) = zu(x),

4.3. Type de Spectre
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i) Montrons que A est une application linéaire continue de L?[0,1]| dans lui-méme et donnons un
majorant de sa norme.

it) Montrons que o(A) C [0, 1].

iii) Soit A\ €]0, 1[. Montrons que X € o(A).

Solution

(i) A est clairement linéaire et on a :

1 1
/ \xu(x)\pdxg/ u(@)]? dz; dott || Al < 1.
0 0

(ii) On a l'opérateur défini par Myu(x) = % est linéaire continu si A ¢ [0,1] et que M, est
l'inverse de A — AI.
(iii) Raisonner par 'absurde et supposons qu’il existe A €]0,1[Np(A); alors il existe C' > 0 telle

que pour tout v € LP[0,1] ona:

/|u |pdx<c/ (2 — Nu(z) dz

Soit u.(z) = (z — A\)"/PIjy \_ (), applicant 'inégalité précédente & u. on obtient :

A—e 1
/ lz— A dz < C/ |z — AP~ da
0 0

Le membre de droite étant indépendant de ¢ on obtient une contradition car le membre de gauche

tend vers I'infini lorsque ¢ tend vers 0.

4.4 Propriétés du spectre et de la résolvante

Lemme 4.3 Soit T € L (H); alors :

l-o(T*)={A: A€o (D)}.
2- Si T est inversible, alors o (T—') = {;; A€ o (T)}.
Preuve. 1- Si A € ¢ (T') ; alors (T — M) n’est pas inversible.

Soient x,y € H; alors :
<(T - )‘I) $7y> - <Tl',y> - </\$,y>
= (x,T"y) — <x,Xy>
= (o (T = 31)y)

— <(T* —X])*x,y>

4.4. Propriétés du spectre et de la résolvante
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Alors (T* — A\I)” n'est pas inversible, donc (T* — AI) n'est pas inversible, alors A € o (7).

2- Soit T" un opérateur inversible alors 0 n’appartient pas a o (7).

Soit A™! p(T) <= T — \"'I estinversible

c
< (M =T ") Ax'T" est inversible
< (M —T7") estinversible

= Aep(T)

Alors: A\t €o(T™) <= Aco(T). m

Lemme 4.4 Soient E un espace de Banach complexe et T € L(E); ona: o('T) = o(T).
Preuve. Il suffit de remarquer que (7' — AIg) =" (T') — AI,. pour tout nombre complexe \. m
Proposition 4.1 Soient 11,1, € L(FE); alors : o(T1Ty) = o(T2TY).
Preuve. Basée sur le fait que, si I — T} est inversible d’'inverse U, alors :
(I +LUN)I -TT) =1-TT —TOUNTT +TUT
= - + U - TyTy)T, = 1.
De méme (I — T277)(I + ToUTy) = I, et donc (I — T»T7) est inversible. m

Proposition 4.2 Soit T un opérateur linéaire. Si T n'est pas fermé ; alors o(T') = C (ou, de maniére

équivalente, si p(T) # () ; alors T est fermé.

Preuve. Supposons que p(T) # 0; et soit z € p(T) d’oui : (T — 2I)~! est borné, donc fermé et il en
est de méme pour (7' — z/)etT. m

Théoreme 4.2 Soit T € L (H);ona:
o(p(T)) =p(c(T)); pour tout polynome p € C[X].
Proposition 4.3 Soit A € L(H). Alors, ona :

Lp(A) ={ ek: e pA)}.
2. Pour tout A € p(A*), Ry(A*) = (Rx(A4))*.

Preuve. 1. On a : Ay — A* est inversible si et seulement si (\[y — A*)* est inversible (d’apres le

4.4. Propriétés du spectre et de la résolvante
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Théoréme (2.4)). Or, (M — A*)* = M — A; donc :

p(A*) = {Ae€k: Ay — A" est inversible}
= {M€k: Ay — A estinversible}
= {Aek: )€ p(A)}.

De plus, o(A*) = k\p(A*), ce qui donne le résultat.
2.Si )\ € p(A*); alors,ona:

Ry(A*) = (My— A%
= (Mg —A4)")"
= ((My = A7) = (Bx(A))”

ceci découle du Théoreme (2.4). D’'ot, résulte I'égalité attendue. m

Exemple 4.4 Soit H = L?([0,1],R). On considére l'opérateur de multiplication A : H — H défini
par:

Af(t)=tf(t),t €10,1].

Alors, on a o(A) = [0, 1]. De plus, Uopérateur A n’a pas de valeurs propres.
Solutoin
En effet, soient A\ € R, f € H,t € [0,1],ona: (Mg — A)f(t) = (A —1)f(t).
On distingue deux cas :
Si A ¢ [0,1]; alors, la fonction t — % est bornée et Uopérateur (A — A)~" défini par :

(M — A)g(t) = 5——(0). g € H.
est un opérateur borné.
Si A € [0,1]; alors, la fonction t — = nest pas dans H, car il y a la singularité non intégrable en
t = A\ Il résulte que (A — A) n'est pas inversible et tous les \ sont des points singuliers. D’ou, on
déduit que o(A) = [0, 1].
On suppose maintenant que A soit une valeur propre de A et f le vecteur propre associé dans H.
Alors, ona :

(A—=1)f(t)=0,t €[0,1].

Il s’en suit que f = 0 dans H. D’oti, A n’a pas de valeurs propres et o,(A) = 0.

Théoreme 4.3 Soit A € L(E).

4.4. Propriétés du spectre et de la résolvante
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1. Si |A| > ||All; alors A € p(A) et o(A) C B(0,]|A]).

2. p(A) est un ouvert non vide de k.

3. 0(A) est un compact non vide de k.

Preuve. 1. Si || > [|A] ; alors A # 0 et |A"A|| < 1. On en déduit du Théoréme (2.3) que

(Ir — A" A) est inversible, i.e., A € p(A).

2.0na: p(A) est non vide (d’apres 1.) On considére 'application f : k — L(F) définie pour tout

A € k par f(A\) = Mg — A. On remarque que p(A) = f~Y(ZL(F)) et pour tous \, x € k on a :
1S = Fll = 1A = ) Lell < [A = pl -

Il résulte que f est continue. Or, ZL(E) est un ouvert de L(E) (voir Théoréme(2.3)). On en déduit
que p(A) = f~YZL(E)) est un ouvert de k.
3.0na:o(A) =k\ p(A) est fermé (d’apres 2.), il est borné (d’apres 1.) ; alors il est compact. =

Lemme 4.5 (Identité de la résolvante) : Pour \;,\s € p(T);ona:
Ry, (T) — Ry, (T) = ()‘1 - /\2) <R>\1 (T> Ry, (T>> .

De plus les résolvantes commutent.

Preuve. En utilisant le fait que (7' — A7) et (T'— \y/) commutent, on a :

(Bx, (T') = Ry, (1) (T' = M) (T = A1)
= R\ (1) (T = M) (T = X2I) = Ry, (T) (T = M) (T — A1)
= (T =X I)— (T — M)
— (MmN
Dot : Ry (T)— Ry, (T) = (M = A2) (R, (T) Ry, (T))

4.5 Spectre de ’adjoint d’un opérateur

Commencons par énoncer le théoréme suivant.

Théoreme 4.4 (théoréme de Phillips) Soient E un espace de Banach complexe, T' € L(E)
et T* € L(E*) I'adjoint de T, alors;;
o(T*)=0o(T) et YA€ p(T), RA\(T*) = R\(T)".

Ce résultat a comme conséquence immédiate, dans le cas particulier ou £ = H est un espace de

Hilbert complexe.

4.5. Spectre de I'adjoint d'un opérateur
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Proposition 4.4 Soit H un espace de Hilbert complexe, T € L(H) et T* € L(H) Uadjoint hilbertien
de T . Alors :

o(T*) = o(T) = {\\ € a(T)} et Y\ € p(T), Rx(T*) = Rx(T)".

Preuve. Observons d’abord que, VS,T € L(H),

(TS)* = S*T*

si T' est inversible, alors :
(T T =(T(T") =I"=1
T™T ) = (T =I"=1,

ce qui signifie que T* est aussi inversible et (7*)~! = (T~1)*. Comme T +— T* est une involution,

la réciproque est immédiate, autrement dit : 7" est inversible ssi 7* est inversible. Donc
A€ p(T) <= (M —T) estinversible <= (A — T*) est inversible <= X € p(T™).

1

Etalors (M —~T7)"") =(\M -T*) . =

0 — A0
Exemple 4.5 Soit A = ! = (A= \) = !
— 0 = 0 1—A

det(A=M)=0&(i—N’=0=>A=1i

alors;

o(A) = {i} = o (A") ={-i}
p(A) = C\{i} = p(A") = C\ {—i}

(= o) (L o
R,\ (A ) — <z+/\ . > — ()\—z . )
0 0 L

Proposition 4.5 Soit E un espace de Banach complexe et T' € L(E). Alors

Si A € C\ {—i}, alors

(1) Si A € 0,(T'), alors Im(AI — T™) n’est pas dense dans E*;
(ii) Soit \ € C; tel que Im(A\I — T') n’est pas dense dans E, alors A € o,(T™).

Exemple 4.6 Considérons lopérateur de décalage T € L(¢*) défini par :

r = (21,29,...) €LY, T(21,29,...) = (29, 23,...)

4.5. Spectre de I'adjoint d'un opérateur
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Rappelons que le dual de ¢! est £*°. Or 'adjoint T* € (>, qui satisfait :
Pour o = (g, g, ...) € £, T (o, g, ...) = (0, a1, ag, ...).
Notons qu'on a : ||T"|| = ||[(T™)"|| = 1, Vn € N*, d’aprés le théoréme (4.1) on a :
(1) = Jim |77 = r(T") = lim [|(27)"]]"" = 1

Nous allons établir les propriétés suivantes :

Spectre Spectre ponctuel | Spectre résiduel | Spectre continu
o(T) = B(0,1) | 0,(T)=B(0,1) |o.(T)=0 o.(T)=0B(0,1)
o(T") = B(0,1) | 0p(T") =0 o, (T") = B(0,1) | 0.(T") =0

4.6 Spectre des opérateurs auto-adjoints

On s’intéresse dans la proposition suivante aux valeurs propres des opérateurs auto-adjoints.

Proposition 4.6 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors, on a :

1l.0,(A) CR.

2.\ € 0,(A) si et seulement si Im(A\ [y — A) # H.

3.Si\ pe€o,(A), N# p, alors, Ker (A — A) L Ker (ulyg — A), i.e., les sous-espaces propres de
A sont orthogonaux deux a deux.

Preuve. 1. Si A € 0,(A); alors il existe x € H\{0}, tel que Az = A\z. D’ou :
_ {(Az,m) (A, )

2 2

]l edl

2. Soit A € 0,(A). D’aprés la proposition (3.4), on a :
Tm(My — A) = [Ker (\y — A)*]" = [Ker (M — A)] ™.

Comme 0,(A) C R, A € 5,(A) si et seulement si A € 0,,(A), ce qui équivaut a Ker (A — A) # {0},

soit encore [Ker (Al — A)] £ H. On déduit que ) € 0,(A) si et seulement si Im(\/y — A) # H.

3.Siz € Ker(AMpy—A) ety € Ker(uly — A), alors, Az = \x et Ay = uy. Comme A = A* et

i € R, on obtient

(A=) (z,y) = Az,y) — (2, py) = (Az,y) — (2, Ay) = 0.

Il résulte : (z,y) = 0 car A # u. D’'ott, Ker (A — A) L Ker (uly — A).
La démonstration de la proposition est ainsi terminée. m

Les propriétés spectrales des opérateurs auto-adjoints sont réunies dans le théoreme suivant :

4.6. Spectre des opérateurs auto-adjoints
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Théoreme 4.5 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

I = inf (Az,z) et L = Sup (Azx,z) .

llzll=1 |lz||=1

Alors,on a :

1.1,L e [-] Al ]l C .

2.1, L € o(A).

3.0(A) C[l, L]

4.||A|| = Sup {|{Az,x)| : = € H et ||x| = 1} . En particulier, || A|| = max (||, |L]) .

Les points 2., 3. et 4. entrainent le corollaire suivant :

Corollaire 4.1 1. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint, alors, | Al = max || .
A€o (A)

2. Soit A un opérateur auto-adjoint sur H. Si 0(A) = {0}; alors A = 0.

Proposition 4.7 Soit T' € L (H), un opérateur auto adjoint alors :

1. Le rayon spectral de 7" est égale a la norme de 7" : r (¢) = ||T]| .
2. Le spectre de T est réel.
3. Le spectre résiduel de 7" est vide.
4.Si\€ o (T)\o,(T), alors ) est une valeur propre de T*.
5. Si T est un opérateur auto-adjoint alors; o (T") = o, (7).
Preuve. Puisque 7" est un opérateur auto-adjoint donc ||77*| = ||T||*, implique que :
|72|| = ||T||*. D’ot1 par récurrence :
vn e N, ||| = |T*
T = |7
2. Puisque T = T*, (Tx,z) = (x,Tz) = (Tx,x),ona: (Tz,z) € R, et donc :

Dot r (t) = lim |

Im((T"— N z,z) = —Im A Hx|]2

Il en résulte :
Vo e H,|Im\|z|?] < (T = A)z,2)| < [[(T — X z|| |||

En divisant par ||z||, on en déduit que (7' — AI) est injectif d'image fermée si A n’est pas réel.

Mais I'image de 7' — \I est dense. Sinon, soit y # 0 orthogonal a cette image :

Vo e H (T — N z,y) =(z,(T—X)y)=0
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Donc X est une valeur propre de T, avec pour tout vecteur propre y, et (Ty,y) = A ||ly||*, ce qui
est absurde (le premier membre est réel, et pas le seconde).

T — M est donc inversible, ce qui prouve le point 2.

3. Si \ est dans le spectre résiduel, prouve que X est valeur propre de 7', et puisque \ est réelle
(car dans le spectre de T'), \ serait valeur propre de 7', et donc n’appartiendrait pas au spectre
résiduel.

4. Si A n’appartient pas a o, (T'), alors il existe C' > 0 avec :
Vue H, |lul| < Cl[(AM —=T)ul

Si un tel C n’existait pas on trouverait en effet une suite u,, de norme 1 avec 1 > n ||(T"— \) u,|| .
ce qui fournirait A € o, (7).

On en déduit comme dans cette preuve que soit \ est dans 'ensemble résolvant de 7T, soit A une
valeur propre de T*.

Le point 5. en découle immédiatement puisque le spectre de 7" = T™ est réel. m

Exemple 4.7 Soit f € H; T(f)(z) = af(x), x € [a,b].

T est un opérateur auto-adjoint de H, calculons o (7).
Ona:T*(f)(z) =xf(z). Donc T* = T. D'ou T est auto-adjoint.
Si A ¢ [a,b], l'opérateur R, défini par :

RA(f)(@) = (z = \) " f (=)

est un opérateur linéaire continu sur H etona: R\T =TR) = 1.

Par conséquent o(7T) C [a, b].

Supposons qu'’il existe \ €]a, b[ telle que (7" — AI) soit un isomorphisme bicontinu de H dans H.
Il existerait alors C > 0, tel que Vf € L*(a,b), on ait :

b b
/ |f(2)]dz < O/ lz — AP | f(2))? da

I[a,)\—é] (x)

ek On obtient

Soit § > 0; tel que § < A — a. Testons l'inégalité précédente avec f(z) =

alors :

6—A dr
< C(b—a)? :
/a /\—x_C(b a)*;¥o6 > 0

On obtient une contradiction en faisant tendre ¢ vers 0.

Le spectre étant fermé on en déduit que o(T) = [a, b].
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4.7 Spectre des opérateurs isométriques

Le spectre d’'un opérateur isométrique est inclus dans {—1,+1} et de ce fait on peut diagonaliser
A comme la différence des projecteurs Y4 (espace propre de +1) et Y=2) (espace propre de
-1).

Proposition 4.8 Si A un opérateur isométrique et \ € o,(A), alors |\| = 1.

Preuve. Si A un opérateur isométrique ; alors ||[Az| = ||z|/, et si A\ € 0,(A); alors : 3= € H tel
que :

Ax = Mz
donc

[Az|| = |Az]l = [A[l=]] = ll=[],

ie. [A[=1 m

Remarque 4.2 Si F est de dimension fini, alors, (A g — A) est inversible si et seulement si

Ker(AM g — A) = {0}. On déduit que 0,(A) = o(A).

En effet, si £ est un espace vectoriel normé de dimension finie, alors, tout opérateur linéaire A
sur F peut étre représenté par une matrice carée A, et que 'opérateur linéaire (A/p — A) est
inversible quand la matrice (A/y — A) est inversible. Il est clair que pour tout A € k, I'un des cas
suivants doit apparaitre :

(1) X est une valeur propre de A,

(i1) la matrice (\[p — A) est inversible, i.e., la matrice (A — A)~! existe.

Il en résulte que le spectre o(A) = 0,(A) est 'ensemble des valeurs propres de la matrice A,

et la dimension de I'espace vectoriel propre correspondant a toute valeur propre est finie.

Le spectre d’'un opérateur linéaire dans un espace de dimension finie a une structure simple, mais
pour un opérateur général dans un espace de dimension infinie, le spectre peut étre différent

et plus complexe.

4.8 Spectre des opérateurs unitaires

Lemme 4.6 Soit U un opérateur unitaire de L (H). Alors o(U) C {2z € C, |z| = 1}.

Preuve. On a : |U|| = 1. Il en résulte que : si |z| > 1; alors z € p(U). On applique cela a U~'. Si
|z] > 1; alors z € p(U~"') donc 27! € p(U). On en déduit que o(U) C {z € C,|z| =1}. m
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Proposition 4.9 Soient H un espace de Hilbert complexe, T est un opérateur positif, son spectre est

contenu dans [0, 4+00].

4.9 Spectre des opérateurs normaux

Théoreme 4.6 Soit A un opérateur normal de L(H); alors :
1. En dimension finie 0(A) = 0,(A).

2.5t A€ og(A);alors |\ < ||A].
3.7(A) = [|A]l.

Proposition 4.10 Le spectre résiduel d’'un opérateur normal est vide.

Proposition 4.11 Soit H un espace de Hilbert complexe, le rayon spectral de tout élément normal T
de L(H) est égal a sa norme, r(T) = ||T||.

Preuve. Soit A un élément hermitien, on a || 42| = ||A*A|| = ||A|*, on en déduit par récurrence
que ||A%"|| = |A|*" pour tout n > 0, donc r(A) = || A|. Soit maintenant 7" un élément normal de
L(H), par récurrence pour n, ona : (T*T)" = (T*)"T™ donc ||(T*T)"|| = ||T"||* et r(T*T) = r(T)>2.
Or A = T*T est hermitien, donc r(T)? = r(T*T) = |T*T|| = |T||*>. =

Proposition 4.12 Le spectre d’un opérateur normal est U'ensemble de ses valeurs propres approchées.

—1

det (A— M) =0 (2i—A)(—i—A) =0= A= —i A =2

2t 0 2i—X 0
Exemple 4.8 Soit A = (OZ ) ; tel que A est normal = (A — \I) = ( ¢ . ‘ )\)
LACMpic o

alors;

o(4) = {~i,2i} =0, (A)
p(A) = C\ {2}

Si A € C\{—i,2i}, alors
Ry (A7) = sup {[A], A € 0 (A)} = {2}
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4.10 Spectre des opérateurs compacts

Lemme 4.7 Soient A un opérateur compact et \ € C* tel que (A — \I) n’est pas inferieurement
borné. Alors \ € 0,(A).

Proposition 4.13 Le spectre d’un opérateur compact est constitué du 0 et des valeurs propres de

Uopérateur

Exemple 4.9 Soit T' = diag(c,); ot ¢c; = 1 et ¢,, = 0 pour n > 2, alors T est compact
eto(T)={0,1}.

Exemple 4.10 On Consider Uopérateur de Volterra V sur C'|0, 1] comme suit :

V() = /f(t)dt, 0<z<l.
0

Cet opérateur est inversible et son spectre est {1}, | est injectif et son image n’est pas fermé.

Théoreme 4.7 Soit A € K(E).

1. Si E est de dimension infinie alors; 0 € o(A).
2. 0,(A)\{0} = o(A)\{0} et pour tout A € o(A)\{0}, le sous-espace vectoriel propre associé
Ker(A g — A) est de dimension finie.
3. 0(A) est dénombrable. De plus, s'il est infini, les éléments de o(A)\{0} forment une suite (\,),
de k telle que :

Vn € Nt |Apsa] <A, et ninﬁooA” =0.

Preuve. 1. Si 0 ¢ o(A), alors, A est inversible dans L(FE) et Ip = A™'A € K(F), d’apres la
Proposition (3.12), 'opérateur identité de £ est compact si et seulement si £ est de dimension
finie.

2.0n a A € 0(A)\{0} si et seulement si A # 0 et Az —A est non inversible dans L(F), ce qui
est équivalent 4, A # 0 et Iz — A\~ ' A est non inversible dans L(E). appliqué & A™'A, I — A\ A
n’est pas inversible dans L(FE) si et seulement si I —\ "' A n’est pas injectif. D’ou, A € o(A4)\{0}
si et seulement si A # 0 et A € 0,(A). De plus, Ker(Ir — \"'A) est de dimension finie, donc
Ker(A g — A) est de dimension finie.

3. D’apres (2), pour tout € > 0 'ensemble

eo(A): |\ >e)
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est fini. Soit n € N* fixé. Alors, 'ensemble

{A € o(A): A > %}

est fini. Soient Ay, ..., \,,, ses éléments classés de la facon suivante

De méme, ’ensemble
1
Ln:{)\ea(A):—<|/\|<—}
n + n

est fini. On pose L,, = {\ny11, .-, An, } OU les \; sont classés de la fagon suivante

1
e <Pl S S Pl < < gl < < Dol

En procédant ainsi par récurrence, on peut ranger les éléments de o(A)\{0} en une suite (A,),
qui décroit en module vers 0.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme. m

Remarque 4.3 Etant donnée une suite réelle (\,),, telle que : lim \,, = 0. On peut construire un
opérateur compact A tel que o(A) = {\,},cyU{0} . Soit H = ZQ(I\EROSJ, il suffit de considérer Uopéra-
teur A sur H défini par A((x,)n) = (Anxn)n. Cet opérateur est compact car il existe une suite (A,),
d’opérateurs de rangs finis telle que || A, — A|| tend vers 0. On remarque ici que 0 peut appartenir,
ou ne pas appartenir a o,(A). Si 0 € 0,(A), Uespace propre associé Ker(A) peut étre de dimension

infinie.
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Conclusion

La théorie spectrale est une branche essentielle de 'analyse fonctionnelle, elle s’applique en
mathématique pures et appliquées (équation différentielle ou aux dérivée partielle, théorie des
algeébres de Von Neumann.....), en physique et en chimie (mécanique quantique, mécanique
Statistique, Spectroscopie ...... ), on a essayé briévement de présenter les outils mathématiques
de la théorie spectrale : passage de la dimension finie a la dimenssion infinie pour des opérateurs

linéaires continus . De nombreux exemples on été présentés d’application.

4.10. Spectre des opérateurs compacts



Bibliographie

[1]

[2]
[3]

[4]
[5]
[6]
[7]
[8]
[9]
[10]
[11]
[12]
[13]
[14]
[15]
[16]

J. H. Anderson, C. Foias, Properties which share with normal derivation and related operators,
Pacific J. Math.,61(1976) 313-325.

G. Aubrun, Théorie des Opérateurs M1 Mathématiques, Université de la Réunion.

H. Brézis, Analyse fonctionnelle théorie et applications, Masson Paris. 1983 Collection Mathe-

matiques Appliquées pour la Maitrise.

PL. Bruhl, Introduction a la théorie spectrale, Dunod, Paris, 2003.

I. Chalendar, Analyse fonctionnelle et théorie des opérateurs, 2011.

J. B. Conway, A Course in Functional Analysis, New york, Springer. 1990.

R. Didier, Présentation du cours d’Analyse Fonctionnelle, polycopie univ Nantes, Juillet 2005.
N. Dunford and J.T. Shcwarz, Linear Operators, part I, II et III Interscience, Newyork, 1964.
J. L. Ferrand et J.M. Arnaudiés, Cours de Mathématiques, tome 2 analyse. Dunod.1972.

M. Hazi, Introduction aux espaces normés, OPU,1994.

E Helein, Notes pour le cours de théorie spectrale, Polycopie Université de Paris 7, 2009.

S. Maingot et D.Manceau, Théorie spectrale, Université de Harve, 2011.

B. Maurey, Analyse fonctionnelle et théorie spectrale, MT404, 2001-2002.

S. Schnaubelt, Lecture Notes Spectral theory, Kharlsruhe, 06 Aof{it 2012.

L. Schwartz, Analyse I. Collection Enseignement des Sciences, Vol.42. Hermann, Paris, 1991.

M. Soussane, Sur Inégalités d’opérateurs auto-adjoints, ; Mémoire Magister en mathéma-

tiques, université d’Oran, juin 2014.

[17] A.Yger, Analyse complexe et distributions, Collection Mathématiques 2eme édition. Ellipses,

2001.

47



	Notions préliminiaires
	Espaces vectoriels et Normés
	Quelques propriétés
	Espaces de Hilbert et de Banach

	Opérateurs linéaires
	Définition d'opérateur
	Quelques propriétés des opérateurs
	Composé de plusieurs opérateurs
	Norme d'opérateur
	Inverse d'un opérateur


	Quelques classes d'opérateurs
	Adjoint d'un opérateur
	Opérateurs auto-adjoints
	 Opérateurs isométriques
	Opérateurs unitaires
	Opérateurs normaux
	Opérateurs compacts

	Théorie spectrale des opérateurs bornés
	Valeurs propres et vecteurs propres
	Spectre et résolvante
	Type de Spectre
	Propriétés du spectre et de la résolvante
	Spectre de l'adjoint d'un opérateur
	Spectre des opérateurs auto-adjoints
	Spectre des opérateurs isométriques
	Spectre des opérateurs unitaires
	Spectre des opérateurs normaux
	Spectre des opérateurs compacts


