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Abstract

In this thesis, we studied the two-dimensional Hubbard model using many-body pertur-
bation theory and systematically analyzed its thermodynamic properties. Symbolic com-
putations of generalized Hugenholtz diagrams were performed using divided differences
for efficient evaluation. We derived the grand potential expansion up to the eighth order
in both interaction strength (U) and inverse temperature (). At half-filling, we present
results for the magnetic susceptibility and heat capacity, revealing key thermodynamic

behavior in this regime.

Keywords: Many-body perturbation theory, Divided differences, Feynman vacuum dia-

grams, Finite temperature

Résumé

Dans cette thése, nous avons étudié le modéle de Hubbard 2D a l'aide de la théorie
des perturbations & N corps, en analysant systématiquement ses propriétés thermodyna-
miques. Le calcul symbolique des diagrammes de Hugenholtz généralisés a été réalisé a
I’aide des différences divisées, afin d’obtenir une évaluation efficace. Nous avons dérivé le
développement du grand potentiel jusqu’au huitiéme ordre, a la fois en fonction de la force
d’interaction (U) et de I'inverse de la température (3). A demi-remplissage, nous présen-
tons des résultats pour la susceptibilité magnétique et la capacité thermique, révélant le

comportement thermodynamique clé dans ce régime.

Mots Clés :Théorie de Perturbation a plusieurs corps, différences divisées, Diagrammes

de Vide de Feynman, Température Finie
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Introduction générale

La mécanique quantique constitue le cadre théorique fondamental pour comprendre les
phénomeénes physiques a 1’échelle microscopique, notamment ceux régissant les systémes
atomiques et subatomiques [1]. Lorsqu’il s’agit de décrire des systémes contenant un grand
nombre de particules identiques en interaction, comme dans les solides, les gaz quantiques
ou les systémes nucléaires, la formulation en deuxiéme quantification devient indispensable
[2]. Elle permet de représenter les particules comme des excitations de champs quantiques
et de manipuler leurs états au moyen d’opérateurs de création et d’annihilation [3].

Dans ce contexte, la théorie de la perturbation a plusieurs corps (TPMC) s’est imposée
comme une méthode puissante pour approcher analytiquement les propriétés de tels sys-
témes, notamment lorsque les solutions exactes sont inaccessibles [4]. A température finie,
la TPMC-TF étend ce formalisme, mais elle entraine une croissance combinatoire rapide
du nombre de diagrammes & évaluer, ce qui pose un défi computationnel majeur [5]. Pour
y remédier, diverses techniques de réduction diagrammatique ont été développées, notam-
ment celles s’appuyant sur la suppression des diagrammes déconnectés et 1identification
des diagrammes topologiquement équivalents [6].

La complexité de ces approches a stimulé le développement d’algorithmes rapides, ba-
sés principalement sur la théorie des graphes et la manipulation symbolique, pour générer
et évaluer efficacement les diagrammes essentiels |7]. Par ailleurs, la méthode Monte Carlo
diagrammatique (DiagMC) a permis une percée dans le traitement non perturbatif des
séries de Feynman, en particulier pour les systémes fortement corrélés [8]. L’utilisation
des diagrammes de Hugenholtz, combinant contributions directes et d’échange, constitue
une amélioration notable dans cette approche, car elle permet une réduction significative
du nombre de configurations a échantillonner [9].

En paralléle, des méthodes plus classiques, telles que les expansions a haute tempéra-
ture et les développements en séries finies, ont démontré leur utilité dans ’analyse ther-
modynamique des modeéles quantiques [10]. Toutefois, ces méthodes souffrent également
de limitations en termes de convergence et de cotit computationnel [11].

Face a ces défis, le présent travail propose une nouvelle approche algorithmique et
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symbolique permettant d’évaluer automatiquement le grand potentiel associé aux dia-
grammes essentiels dans le cadre de la TPMC-TF. Cette méthode est appliquée au modéle
de Hubbard bidimensionnel, qui constitue un paradigme pour 1’étude des phénomeénes col-
lectifs tels que le magnétisme et la supraconductivité [12]. Contrairement aux méthodes
stochastiques traditionnelles, notre approche repose sur une manipulation formelle des
contributions diagrammatiques, facilitée par 'usage de différences divisées, ce qui permet

un calcul rapide, précis et extensible [13].



Chapitre 1

Généralités sur la théorie des

perturbations a N corps

1.1 Introduction

Les systémes de fermions fortement corrélés posent un défi majeur en physique de
la matiére condensée, car aucune solution exacte ne permet de décrire pleinement leur
comportement [14]. Une des approches les plus répandues pour les étudier est la théorie
des perturbations a plusieurs corps (TPMC), basée sur les diagrammes de Feynman qui
structurent les calculs de maniére systématique [3]. Toutefois, cette méthode est confrontée
a une explosion combinatoire du nombre de diagrammes & chaque ordre d’expansion [4] .

Pour réduire cette complexité, deux stratégies sont souvent employées : I'utilisation des
diagrammes de Hugenholtz, qui combinent contributions directes et d’échange [9], et la sé-

lection de diagrammes topologiquement distincts, éliminant les redondances structurelles

Les contributions diagrammatiques générent des intégrales multidimensionnelles com-
plexes, qui nécessitent des méthodes numériques précises. Une approche récente consiste a
utiliser le potentiel grand-canonique exprimé par différences divisées, ce qui facilite I’étude
des basses températures grace a 'approximation de Padé appliquée a des séries de haute
température [10].

Dans ce contexte, ce travail adopte 'algorithme AFHTS pour obtenir analytiquement
les coefficients de haute température jusqu’a l'ordre 3'° du potentiel grand-canonique,
appliqué au modeéle de Hubbard unidimensionnel. Le développement est réalisé jusqu’a
I'ordre 6 en interaction, et les résultats gardent une validité pour toute valeur des constantes
du systéme [15].

Enfin, si certaines méthodes analytiques conviennent a de petits systémes, d’autres —
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notamment celles basées sur le formalisme de Matsubara permettent ’étude de réseaux
étendus, mais restent limitées par leur définition dans ’espace des fréquences imaginaires

ou des temps imaginaires, compliquant leur extrapolation au domaine réel [16].

1.2 Hamiltonien d’un systéme de particules identiques

1.2.1 Formulation de I’ Hamiltonien pour des particules sans in-

teraction

Considérons un systéme composé de N particules identiques et indiscernables, se dé-
plagant sous I'influence d’un potentiel externe V' (x). L’Hamiltonien total du systéme s’ex-

prime comme la somme des contributions de chaque particule :

H=>h (1.1)

ou h; est ’'Hamiltonien & une particule pour la i-éme particule, donné par :

hQ
h(x) = ——V*+V 1.2
(0 =~V 4 V(x) (12
L’équation aux valeurs propres ho,(X) = €,0.(X) est résolue pour déterminer les

états propres ¢, (x) et les énergies €, [17]. Représentation par les Opérateurs de Champ
Quantique En deuxiéme quantification, I’état quantique est décrit a ’aide des opérateurs
de champ ¥(x) et UT(x), ot :

V() =) da®¥)ca . Vx)=) ¢n(x)d (1.3)

Ici, ¢, et ¢l sont les opérateurs d’annihilation et de création pour 'état a, soumis aux

relations de commutation (ou d’anticommutation) :

cacg — echa = 0aBCaCB — €C3Co = chL — eczgcjl =0 (1.4)

avec € = +1 pour les bosons et € = —1 pour les fermions [3].
-Espace de Fock et Représentation des Nombres de Particules L’espace de Fock est
construit & partir des états |n,, ng, ...), ot n, désigne le nombre de particules dans I'état

a. Les opérateurs de création et d’annihilation agissent comme suit :

CalPa,ng, .. .) = /Na|ha — 1, ng,...) (1.5)



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LA THEORIE DES PERTURBATIONS A N CORPS

cnasng, ) = Ve + L|ng +1,ns,...) (1.6)

Pour les fermions : n, € {0,1} (principe d’exclusion de Pauli). Pour les bosons : n, € N.
Hamiltonien avec Interactions entre Particules Lorsqu’on introduit des interactions &

deux corps V(x,x’), 'Hamiltonien devient :

H= /\DT(X)h(X)\IJ(X)dX—i—%// U (x )T (x)V (x, X ) U (x)¥(x')dxdx’ (1.7)
En substituant W(x) depuis (1.3), on obtient :

1
H=Hy+H= Z €0l Co + ) Z (045|V|fy5)clc}3(:507 (1.8)

«a afByo

ou :

o = / 07 (X)h(x) 0 (x)dx (1.9)

(@B|V]yd) = / / 6 ()85 (X (36, X') b ()5 (x )l (1.10)

1.3 Théorie des perturbations a plusieurs corps

La théorie des perturbations a plusieurs corps est une méthode centrale en phy-
sique quantique pour étudier des systémes de particules en interaction (électrons dans un
solide, gaz de fermions, etc.). Elle permet de traiter les interactions comme des perturba-
tions autour d’un systéme non interactif soluble. Cette approche s’appuie sur la fonction

de partition Z, un outil clé en mécanique statistique [18].

1.4 La fonction de partition

La fonction de partition est définie par :
Z =Tr[e 1], (1.11)

ou f = kBLT, H est 'hamiltonien total, et la trace (Tr) couvre tous les états quantiques.

Pour les systémes interactifs, on décompose H en :
H=H,+V, (1.12)

ou Hy est un hamiltonien non interactif soluble, et V' représente les interactions.
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1.5 Série de perturbation et diagrammes de Feynman

Le développement perturbatif donne :

X (_1\n B B
z-ny SL [ [ awe vy anean.

Chaque terme est représenté par des diagrammes de Feynman :
— Lignes : Propagateurs (Gy) associés a Hy,

— Vertices : Interactions V.

1.6 Théoréme de Wick

Le théoreme de Wick est un outil fondamental en physique théorique et en mathé-
matiques appliquées, particuliérement pour analyser les produits complexes d’opérateurs
quantiques via leur décomposition en "contractions". Il simplifie le calcul des valeurs
moyennes de produits chronologiques (ordonnés dans le temps), omniprésents en théorie

des perturbations et en mécanique statistique quantique [19].

1.6.1 Concepts de base

1. Ordre chronologique (7)) : Réorganise les opérateurs selon leur temps, du plus

récent au plus ancien. Par exemple :

a(t)a’ () sim > T,
T [a(r)a' ()] = m)ai(m) g (1.14)

al(ro)a(m) sim > 7.

2. Ordre normal(: - - - :) : Place les opérateurs d’annihilation (a) a droite et les opérateurs
de création (a') & gauche.
3. Contractions ({7 [ab])o) : Valeur moyenne du produit chronologique de deux opé-

rateurs dans 1’état vide (non perturbé). Par exemple :

(T [a(r)a’(72)] )0 = Go(r1 — 1), (1.15)

ou (G est la "fonction de Green libre", décrivant la propagation d’une particule entre
D) et T1-
Le théoréme stipule que tout "produit chronologique" d’opérateurs peut étre décom-

posé en une somme de "termes en ordre normal" combinés & toutes les contractions
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possibles. Mathématiquement :

T[A1Ay - Ay =1 AjAy - Ay + Z (toutes les contractions) (1.16)

Contractions

1.7 Hamiltonien en seconde quantification avec la théo-

rie des perturbations multi-corps

L’hamiltonien d’un systéme a N corps en seconde quantification s’écrit comme la

somme d’'une partie non perturbée (Hy) et d’une interaction (V') :
H=Hy+V, (1.17)

1.7.1 Partie non perturbée (H)

Hj décrit les particules libres (sans interactions) :
A ot s a3k Sts
Hy = Z €alp Qo + Z W Ekbkbk, (1.18)
o 3

ou :

2 . N h2k2
— €q OU € : énergie a un corps (ex : e = o),

— @, G, : opérateurs de création/annihilation pour des états discrets (ex : électrons
dans un atome),

— BL, b opérateurs pour des états continus (ex : gaz d’électrons).

1.7.2 Terme d’interaction (V)

V' capture les interactions a deux corps (ex : Coulomb) :

1

V= 5 Y (aB|V]yd) alabasas, (1.19)
a,B,7,0
ou en notation continue :
N 1 ~ ~ ~ ~
V = 5 /d3r1d3r2 @/)T(rl)@/)T(rg)V(rl — I'Q)@Z)(I‘Q)@Z)(I‘l), (120)

ou :
— (ap|V|yd) : élément de matrice d’interaction,

— ¢f(r),(r) : opérateurs de création/annihilation en position,
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2

— V(ry —ry) : potentiel d’interaction (ex : V(r) = =—).

dmegr

1.7.3 Formulation perturbative

Dans le cadre de la théorie des perturbations, on développe les observables (énergie
libre, fonctions de Green) en puissances de V. Par exemple, I’énergie de ground state
s’écrit : .

’ (@0 |V] o) |?
E=F |V D —_—
0+ (Po|V] o>+z Fo— E, +oeee

n#0

(1.21)

ou |Pg) est I’état fondamental de Hy, et |P,,) sont des états excités.

1.8 Fonction de partition dans le cadre perturbatif multi-
corps

La fonction de partition Z est l'outil central pour étudier les propriétés thermodyna-
miques d’'un systéme quantique a I’équilibre. Dans le formalisme de la seconde quantifi-

cation, elle s’exprime comme :
Z="Tr [e‘ﬂﬁ} =Tr [e‘ﬂ(ﬁﬁv)] : (1.22)

ol Hy est Phamiltonien non perturbé et V le terme d’interaction.

1.8.1 Développement perturbatif de Z

En utilisant la représentation d’interaction (temps imaginaire 7), on réécrit Z

comme :

7 =% <TT [e— IV @) dT] >0, (1.23)

ou :
— Zy= Tr[e‘ﬁﬁo] est la fonction de partition non perturbée,
— 7T, est opérateur de mise en ordre chronologique en 7,

— () = ZLOTr[e*BHO(- -+ )] désigne la moyenne thermique.

1.8.2 Série de perturbation et diagrammes

En développant ’exponentielle en série, on obtient :
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Zﬁo _ f;(—nﬁ/f/f (T V) Vim)]), dri--dr. (1.24)

Chaque terme d’ordre n correspond a des diagrammes de Feynman :
— Lignes : Fonctions de Green Go(7; — 7;) = —(T,a(r;)a’(1;))o,
— Vertices : Intégrales des interactions (afS|V]vd).

1.8.3 Théoréme de Wick et contractions

Le théoréme de Wick permet de décomposer les produits d’opérateurs en paires contrac-

tées. Par exemple, pour n = 2 :

(TV V() =5 D (aBIV 1) (uv|V]po)

x (Tral (r)ah(m)as(m)a, (m)al(r) - ) (1.25)

Les contractions générent des termes comme Gg(7; — 7), représentés par des lignes reliant

les vertices.

1.8.4 Représentation de Hugenholtz

Cette représentation s’inscrit dans le cadre de la "théorie des perturbations & plusieurs
corps", utilisée pour étudier les systémes quantiques complexes comme les gaz d’électrons,
la matiére nucléaire ou les fermions en interaction. Contrairement aux diagrammes de
Feynman (qui distinguent les interactions directes et d’échange) ou aux diagrammes de
Goldstone (basés sur le vide non interactif), les diagrammes de Hugenholtz intégrent une
antisymétrisation automatique des sommets d’interaction. Cela réduit drastiquement le

nombre de diagrammes a considérer.

1.8.5 Hamiltonien en seconde quantification
L’Hamiltonien d’un systéme a plusieurs corps s’écrit :
1 ..
H = Z e;ala; + 1 Z<Z]|U|kl>antisym aja;alak, (1.26)
i ijkl

ot (17|v|kl) antisym = (2j|v|kl) — (ij|v|lk) est 'élément de matrice antisymétrisé, incluant a
la fois les contributions directes et d’échange.

Théoréme de Wick et Développement Perturbatif : Les termes de la série perturbative
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sont organisés a ’aide du théoreme de Wick. Les diagrammes de Hugenholtz représentent
ces termes en "fusionnant les processus physiquement équivalents", contrairement aux

autres formalismes [5].

1.8.6 Avantages des diagrammes de Hugenholtz

- Réduction des Diagrammes : Un seul diagramme remplace plusieurs diagrammes de
Feynman /Goldstone, grace a 'antisymétrisation des sommets.
- Efficacité Numérique : Idéal pour les calculs de haute précision (ex : énergie de corréla-
tion dans les gaz d’électrons).
-Intégration du Principe d’Exclusion de Pauli : L’antisymétrie des fermions est naturelle-

ment incluse [20].

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi les fondements théoriques indispensables a ’étude
des systémes quantiques de particules identiques. Nous avons introduit la seconde quan-
tification, les interactions & deux corps, ainsi que les outils essentiels de la théorie des
perturbations, notamment les diagrammes de Feynman et le théoréme de Wick. Ces élé-
ments conceptuels constituent une base solide pour les développements analytiques qui
seront abordés dans les chapitres suivants, en particulier dans le cadre du modele de

Hubbard & haute température.

10



Chapitre 2

Methodes d’integrations

2.1 Introduction

La compréhension théorique des systémes quantiques composés d’un grand nombre de
particules identiques en interaction constitue I'un des défis fondamentaux de la physique de
la matiére condensée. Lorsqu’une solution exacte est hors de portée, ce qui est le cas dans
la majorité des situations réalistes, la théorie de perturbation a plusieurs corps (TPMC)
devient I'un des outils les plus puissants et les plus utilisés. Cette approche repose sur
une formulation diagrammatique, introduite par Feynman [21] et étendue aux systémes
a plusieurs corps par Brueckner [22], Hugenholtz [23] et Goldstone [24]. A température
finie, la théorie a été développée par Luttinger, Bloch et Gaudin [25-27].

Bien que des descriptions détaillées de la TPMC a température finie (TPMC-TF)
soient disponibles dans plusieurs ouvrages classiques [28-30|, la complexité combinatoire
inhérente & cette méthode rend son application directe difficile. En effet, I'utilisation naive
du théoreme de Wick [31] pour générer les diagrammes & un ordre donné entraine une
croissance exponentielle du nombre de configurations possibles.

Pour faire face a cette explosion combinatoire, deux techniques de réduction s’avérent
essentielles. La premiére consiste a supprimer tous les diagrammes déconnectés, en consi-
dérant directement le grand potentiel plutot que la fonction de partition. La seconde re-
pose sur I'élimination des diagrammes topologiquement équivalents, ne conservant qu’'un
ensemble minimal et distinct. Les premiéres tentatives dans cette direction [32-37] se
fondaient sur des techniques de comparaison, mais ces approches deviennent inefficaces
a mesure que 'ordre augmente, en raison de leur cotit élevé en temps de calcul et en
mémoire.

Dans ce travail, nous adoptons une méthode alternative, introduite dans [38], qui

permet d’identifier directement les diagrammes essentiels, sans nécessité de comparaison

11
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avec les configurations précédentes. Cette méthode, fondée sur des concepts issus de la
théorie des graphes, offre une approche algorithmique plus efficace et plus systématique.

L’objectif principal de ce chapitre est I’évaluation automatique du grand potentiel &
partir des diagrammes obtenus via notre méthode de réduction de la TPMC. L’ensemble
des algorithmes développés repose sur des outils combinatoires avancés, dont certains sont

proposés ici sous une forme améliorée ou généralisée.

1 rs
H=H,+ H; = Z (ex — ) afay + 2 Z Viatalaan, (2.1)

k rsmi
Ou a; et a, sont respectivement les opérateurs de création et d’annihilation. Les éléments
de matrice du potentiel d’interaction V7 contiennent la combinaison du potentiel direct

(rs|V|ml) et du potentiel d’échange (rs|V|lm).

7= (rs|V|Iml) 4+ € (rs|V]im) (2.2)
Ici, € = 1 pour les bosons et € = —1 pour les fermions, et £, représente 1’énergie des

quasi-particules du systéme, et p le potentiel chimique.

La théorie de perturbation & température finie & plusieurs corps (TPMC-TF) repose
sur le développement en série de la fonction de partition canonique grand-canonique Z =
Tre PH on f = % (T décrit la température). Le développement en perturbation de Z

s’écrit comme suit [39]

Z o
Z}:HZ

—1)» B B8 n
o [ i [, <Tﬂ{w|V|mm}am)a;t(mam<n>ami<n>>

n=1 0

(2.3)

La notation (A), = ZLOTr (Ae_ﬂHU) indique la moyenne thermique en mécanique statis-
tique, et a; (1) = a; €™, a;(1) = a;e”7Fi. Ici, 'énergie est représentée comme

Ey=c,—pu (2.4)

La fonction de partition Z, est définie pour un systéme non interactif Z, = Tre 5o,

En utilisant le théoréme de Wick [31], la série de puissances de chaque ordre de la
série (1.3) est calculée en énumérant tous les ensembles complets de contractions entre les
opérateurs de création et d’annihilation contribuant & la moyenne thermique. La moyenne

thermique de chaque contraction est donnée par

(ap (T) a} (T’)>0 =e(a} (7)a, (T)>O = Opygp (T —7) (2.5)

12
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ou le propagateur g, (7) est défini par
G (T =)= TR0 (r = =)+ f,0 (7 — 7+ )] (2.6)

ou linfinitésimal 7 — 07 est inclus dans la fonction de Heaviside 6 (x) pour indiquer
que le deuxiéme terme doit étre utilisé aux temps égaux. Les facteurs statistiques f;E sont

définis comme

fy=e(@—e)”
fr=1+f (2.7)

Pour simplifier, il est pratique de représenter le développement en série d’ordre n de (2.3)
en termes de diagrammes en dessinant n sommets (étiquetés 7y, ..., 7,) avec deux lignes
d’entrée et deux lignes de sortie, puis en connectant toutes les lignes d’entrée avec les lignes
de sortie de toutes les fagons possibles. Chaque ligne connectée p entre deux sommets 7;
et 7; correspond au propagateur g, (1; — 7;).

(222)!. Ce nombre

contient des diagrammes connectés et déconnectés. Ainsi, en appliquant la fonction lo-

Le nombre de diagrammes Np déduit de la relation (2.3) est Np =

garithme a (2.3), Np peut étre réduit aux seuls diagrammes connectés. Comme toutes
les propriétés thermodynamiques peuvent également étre dérivées du grand potentiel
Q = —%log (Z), il est pratique d’étudier Q plutdt que Z. Le développement en série

du grand potentiel en termes de diagrammes est défini comme
Q=0Q+ Z (Tous les diagrammes connectés) (2.8)

Ou )y = % > . log (1 — ee*BEk) est le grand potentiel du systéme non interactif. Le nombre
de diagrammes est réduit a Np = % — (Diagrammes déconnectés), mais ce nombre
reste treés grand. Comme de nombreux diagrammes connectés ont la méme contribution
numérique, il vaut la peine de choisir seulement un de ces diagrammes. Comme tous les
intervalles d’intégration sur les temps imaginaires 71, ..., 7, ont les mémes valeurs [0, ]
dans (2.3), alors toute permutation de sommets laisse la valeur d’un diagramme inchangée.
En fait, toute permutation laissant le diagramme inchangé topologiquement (non déformé)
ne peut pas étre comptée, le nombre de ces diagrammes est appelé le facteur de symétrie S.
Ainsi, il y a %’ diagrammes distincts qui ont les mémes valeurs parmi les Np diagrammes.

(2n)!
Par conséquent, le nombre de diagrammes est réduit a moins de 2%

—(Diagrammes déconnectés)

n! )

I'ensemble de ces diagrammes est appelé diagrammes non étiquetés dans [28]. Dans cette

thése, nous suggérons la nomenclature EDDs (Diagrammes Essentiellement Distincts)

13
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proposée dans [32|. Ainsi, le grand potentiel (2.8) peut étre écrit comme

%

Q:QﬁZ@ (2.9)

Le probléme qui se pose est comment énumérer tous les EDDs. De nombreux algo-
rithmes [32-37] ont été proposés pour résoudre ce probléme avec quelques différences.
La technique essentielle utilisée consiste a lister chaque sommet parmi n sommets comme
deux entiers successifs, puis & permuter tous ces entiers, ot chaque permutation donne un
diagramme distinct. Pour déterminer quel diagramme est un EDD, la méthode utilisée
consiste également a permuter les paires d’entiers de chaque diagramme distinct et a les
comparer avec I’ensemble des EDDs précédents. Mais cette technique nécessite beaucoup
plus d’espace et de temps, car nous devons sauvegarder tous les EDDs précédents dans la
mémoire vive de l'ordinateur (plus d’espace) et boucler sur tous les EDDs précédents a
chaque étape de comparaison (plus de temps). Notre méthode [38] utilise une technique
différente qui trouve directement les EDDs sur place et n’a pas besoin de les comparer
avec les EDDs précédemment générés (pour une explication plus détaillée, voir [38]). Le

sujet de cette thése est d’évaluer chaque EDD généré par notre programme précédent [38].

2.2 Contribution du diagramme irréductible du second

ordre

Commencons par le cas le plus simple du diagramme irréductible du second ordre

illustré a la Fig. (2.1). La contribution du grand potentiel du second ordre [28,38| peut

Figure 2.1: Le diagramme du vide de Hugenholtz du second ordre

étre écrite comme

0, 5%’;;%@24 / / dridragy, (71— 72) G (71— 72) g (72— 70) Gy (72— 71) (2.10)

Pour comprendre la méthode de calcul utilisée dans cette these, nous suggérons deux

méthodes de base : la méthode directe habituelle et la méthode graphique.

14
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2.2.1 Meéthode directe

Pour évaluer 'intégrale sur 'intervalle [0, ], il est utile de transformer de 'espace
imaginaire 7 a la fréquence. La transformation du propagateur (2.6) (ou somme de Mat-

subara [40]) est écrite comme suit

o efgm(‘rf‘r’fne)

, 1
gp(7_7'>:§ Z Ep—Cm

m=—00

(2.11)

Oou ¢, = i3 (2m) pour les bosons et (,, = i3 (2m — 1) pour les fermions. Et § — 0T et n
sont des entiers positifs arbitraires. Ici, nous choisissons n = nf pour éviter les difficultés
dans certaines situations lors du calcul des limites  — 0. La relation des facteurs

statistiques (2.7) dans la représentation de Matsubara [40] peut étre écrite comme suit

En appliquant la somme de Matsubara a (2.10) et en intégrant 7 sur Uintervalle [0, 3],

nous obtenons

1
_ p1p p3p.
Qy = %3;42‘/;12724@ Z 5CM1 +Cmg Cmg+Cmy H (Ep_ _ Cm)

mi1mamsmag i=1

(2.13)

O 0¢,,, +Cpny Gy +Gm, €S le delta de Kronecker qui représente la conservation entre les lignes
entrantes (,,, G, et les lignes sortantes (,,,, (m,. Il est évidemment nécessaire d’éliminer
la conservation d¢,, 1¢,., ¢y +¢m, POUr simplifier le calcul de (2.13). Ainsi, nous multiplions

la relation (2.13) par la quantité

Epl + Ep2 _ Eps _ Ep4 + le + sz _ CM3 _ Cm4
Epl + Epz - Eps - EP4

(2.14)

Et réduisons chaque terme E,, — (,,, dans le numérateur avec sa valeur correspondante

dans le dénominateur, nous obtenons 4 termes élémentaires.

Q= Q) + 05+ Q5 + Q5 (2.15)
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Avec

Q% B Vp@ﬁz ‘/}71?1%1;4 eCma0(n2—n1) olms 0(n3+n1) pGmyO(natni)
/83 (Epl + Epz - EP3 - EP4) Mamamy ( gmz) ( Cms) ( Cm4)

Qg _ ‘/172117]12‘/;7101?}3}024 Z elee(nl—m)eCmg (n3+n2)€Cm49(n4+n2)
p° (Epz Ep1 - Eps o Ep4) mymaimy ( le) ( Cms) ( Cm4)

0 = Vv i )01 1)
53 (EPS Ep4 - Epl - Epz) mimgm ( - Cm1) ( 2) (E <m4)

Ol = Vi Vorpe. 6<m19(”1+"4)e<m2 (n2+n4) gGmy B(na—na) 216
63 (Ep4 + Eps - Em - Em) mimams ( <m1) ( sz) (E Cm3)

Maintenant, nous choisissons les valeurs des nombres n; > 0 de telle maniére que la
somme Y. n,; dans ecmg(zi”") ne soit pas égale a zéro. Par exemple, ny = 2, ny = 1,
nz = 2, ng = 1. Aprés avoir appliqué la limite # — 0T, nous trouvons chaque facteur
statistique correspondant ff de la relation (2.12). Ainsi, les 4 termes élémentaires sont

réécrits sous les formes suivantes :

Vplpz Vp3p4

Ql —_ p3p4a " p1p2 f—f— -
2 P27 p3Jpa
(Em + Epz - Ep3 - Ep4)
P1p2Vp3p4
QQ _ p3p4 " pP1p2
2

= +f_ -
<EP2 + E - Ep3 - Ep4) pLopssp
Qg — ‘/pI;lprlQ ‘/P]?P%l f— f— +
(Epa + Ep4 - Ep1 - Ep2) prope
P1P2 |/ P3P4

Q4 — p3p4a " pi1p2 — = r— 217
2 (Ep, + E,, — E,, — Ep2)fp1fp2 3 ( )

; 61 ] Pp1p21/P3pa ;
En raison de la symétrie, le potentiel V2IP2V PPt ne change pas sous la transformation

suivante py — ps, p3 — ps dans Q3 et p3 — p1, p1 — P3, P4 — P2, P2 — pa dans Q3 et
P3 — P2, D2 — D3, pa — p1, p1 — pa dans 3. Nous trouvons alors la version finale de €2s.

Vo b (f + fo)
(Ep, + E,, — E,, — E

p2)

Qy =2

(2.18)
Remarque : Nous pouvons choisir d’autres valeurs pour n;, par exemple ny = 1, ny = 2,

ng =2, ng=1oun; =1, ny =4, ng =2, ng = 3, mais le résultat reste identique a €2
dans (2.18).
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2.2.2 Meéthode graphique

L’idée principale de la méthode graphique est de décomposer le produit des propaga-
teurs associés aux lignes d'un graphe donné en fractions partielles. Tout d’abord, nous
dessinons sur le graphe G de la Fig.( 2.1) tous les arbres possibles, c’est-a-dire les graphes
associés sans cycles de deux sommets et une ligne choisie parmi les lignes de Gy (Il y a
4 arbres T;, i = 1,...,4 sur G;). La Fig. (2.2) montre tous les arbres possibles dans
le graphe G, ou les lignes épaisses représentent ’arbre T}, tandis que les lignes minces

représentent ’arbre complémentaire associé a ’arbre. Expliquons maintenant la régle de

1.4l 1®d 1@ 1@‘
- _
T, T, Ts Ts

Figure 2.2: Tous les arbres possibles du diagramme de Hugenholtz d’ordre deux

calcul pour un arbre 7 de la Fig. (2.2). La contribution de I'arbre 7} peut étre définie
comme suit : Les lignes de ’arbre 7T} sont associées aux dénominateurs des énergies. Les

lignes complémentaires 2, 3 et 4 de G sont associées aux facteurs statistiques f+ ou f~.

1. Dénominateur des énergies : Pour déterminer le dénominateur D; de T3, nous
coupons le graphe en deux graphes séparés de telle sorte que les ciseaux passent a
travers une seule branche de I'arbre, nous désignons cette opération de coupe par
le symbole C'. Le dénominateur est Dy = +FE; + Ey — E5 — Ej, o le signe + a été
placé devant ’énergie F; de la seule ligne de I'arbre T} qui est coupée par C, et
les autres signes suivent la direction relative par rapport a E; des lignes qui sont

coupées par C.

2. Nombres des facteurs statistiques : Dans cette méthode, chaque ligne complémen-
taire 4 du graphe représente le facteur statistique correspondant f;" ou f; . Il reste
maintenant a déterminer le signe; (+ ou —) dans I'exponentielle du facteur f7*"“.
Remarquez que I’ajout mental d’une ligne complémentaire a I’arbre 7; crée un cycle

fondamental.
Définition 2.1. Coefficient de 'aréte n; : est un nombre entier associé a la ligne
1, ou n; > 0.
Définition 2.2. Définissons 1’orientation totale O; de chaque cycle de la maniére

suivante : nous parcourons le cycle dans le sens indiqué par la fléche de la ligne .
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Donc :
O;=nl —n; (2.19)

Ou n] représente le nombre total de coefficients de bord rencontrés dans la méme

direction que la ligne 7 et n; représente le nombre de coefficients de bord pointant

dans la direction opposée a i. Par conséquent, le signe; peut étre déterminé comme
O;

signe; = [O;] = 0 (2.20)

Ou les crochets sont utilisés pour indiquer un signe.

L’orientation totale de chaque cycle dans 7T} des lignes complémentaires 2, 3 et 4
est

Pour la ligne 2 : Oy = ny — ny

Pour la ligne 3 : O3 = ng +n,

Pour la ligne 4 : Oy = ny + ny

Enfin, la contribution de I'arbre 77 est

[no—n1] plna+ni] plna+ni]

Ol =22 3 4 2.21
2 (EyW + By — B35 — Ey) ( )

De la méme maniére, nous pouvons déterminer toutes les autres contributions des
arbres Ty, T et T}

[n1—n2] p[ns+nz] plnat+neo]
02 -1 3 4
> (By+ E, — Es — Ey)

[n1+n3] p[n2+ng] plna—ns]
3 __ J1 2 4

> (Bs+ Ey— E, — Ey)
[n14+n4] plne+na] plns—nadl

o =24 2 3 2.22
2 (E4+E3—E1—E2) ( )

Enfin, nous choisissons les valeurs de n; > 0 de telle sorte que toutes les orientations
totales ne soient pas égales a zéro. En prenant le choix arbitraire ny = 2,ny =

1,n3 = 2,4 = 1, nous obtenons les mémes résultats que (2.16).

Dans ce chapitre, nous proposons la méthode graphique. Nous devons étudier quelques

problémes connus en théorie des graphes.
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2.3 Définitions

Soit G (n,m) un graphe connexe avec n sommets et m arétes.

Définition 2.3. L’arbre couvrant T est un sous-graphe de G qui inclut tous les sommets
de G mais ne contient aucun cycle [41-43|. Les arétes de 'arbre couvrant sont appelées

branches. Le nombre de branches dans ’arbre couvrant est n — 1.

Définition 2.4. Le cotree T* (complément d'un arbre) d’un arbre couvrant 7" dans G est
exactement constitué des arétes de G qui ne sont pas dans T [42,43]. Les arétes du cotree
sont appelées cordes (le cotree peut contenir des cycles). Par conséquent, le nombre de

cordes dans le cotree est m — n + 1.

Définition 2.5. La coupe fondamentale est une coupe constituée d’une seule branche de
I’arbre couvrant T et d’un certain nombre de cordes du cotree T™, de sorte que le graphe
(G soit divisé en deux parties. Cet ensemble de n — 1 coupes est appelé ensemble de coupes
fondamentales. L’orientation des ensembles de coupes fondamentales est choisie pour étre

en accord avec celle de la branche définissante [43].

Définition 2.6. Le cycle fondamental est un cycle produit aprés I'ajout d’une seule corde
du cotree T* a l'arbre couvrant 7" [42,44]. Le nombre de cycles fondamentaux générés par

cette méthode est de m — n + 1 cycles.

Voici un exemple de graphe connexe G avec les sommets v;, 1 < i < 5 et les arétes
E;,1 < j <8:L’exemple de 'arbre couvrant 7" défini par les branches { Es, E5, Er, Es}, et
le cotree associé T* représenté par les cordes { £y, Ey, Fs5, Eg}. Le dénominateur des éner-
gies D peut étre calculé directement a partir des coupes fondamentales D = CoC3C7Cy, ol
I’on voit dans la figure que Cy = Fy — Ey, C3 = Es+ FEs— E1— Ey, C; = B;+ Ey— Es— Eg
et Cs = Ex+ Ey — E5 — Eg. Les facteurs statistiques peuvent également étre déterminés a

partir des cordes du cotree fl7! % 5[05] 6[06]

, ol les orientations totales O; peuvent étre
extraites des cycles fondamentaux qui sont O; = ny + ng + ng, Oy = Ny + n3z — ny — ng,
Os = ns +ny + ng — ng et Og = ng + ny + ng.

La formule générale F© de la contribution d’un diagramme connexe donné G au grand

potentiel est

QF =

n

m—n+1 ;[Oj]
> =i 2)
Touteslesarbrescouvrants [lizi G
Ou C; représentent les coupes fondamentales (Def. 2.5) de l'arbre couvrant T (Def. 2.3),
et [Oy] représentent I'orientation totale (Def. 2.2) de chaque cycle fondamental (Def. 2.6)
j du cotree T* (Def. 2.4). Ainsi, la méthode graphique de calcul de Q¢ a été réduite a

quatre problémes connus en théorie des graphes :
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1. Enumérer tous les arbres couvrants du graphe connexe.
(1) Trouver les coupes fondamentales de chaque arbre couvrant 7.
(2) Trouver les cycles fondamentaux de chaque cotree correspondant 7.

2. Enumérer tous les cycles du graphe connexe pour trouver les valeurs des coefficients
de branche n; (Def. 2.1).

Figure 2.3: Exemple de graphe connexe : Les lignes épaisses représentent un exemple d’arbre
couvrant 7', tandis que les lignes fines représentent le cotree T™ associé & T'. Les ensembles de
coupes fondamentales sont représentés par des lignes en pointillés. {v1,vs,v4}, {E2, F3, Eg} sont
respectivement les sommets et les branches terminales de 'arbre couvrant T

2.4 Enumérer tous les arbres couvrants

Plusieurs algorithmes ont été développés pour énumérer tous les arbres couvrants
[45-51], avec des degrés d’utilité variables. Dans cette thése, nous proposons un algorithme
différent basé sur la méthode de contraction-suppression. Les détails de ’algorithme sont

présentés dans les procédures suivantes

2.4.1 Procédure d’initialisation

— Supprimer toutes les boucles Hartree-Fock (HFL), c’est-a-dire une ligne orientée
partant et aboutissant sur le méme sommet. La contribution de chaque HFL est
fi , ot k est le numéro de 'aréte de cette boucle, et est calculée comme un facteur
commun ;

— Utiliser la recherche en profondeur d’abord (DFS) [52] pour trouver un arbre arbi-
traire du graphe connexe G';

— Relabelliser les sommets du graphe G selo Les étapes (2) et (3) permettent de
s’assurer que chaque sommet v; doit étre connecté au sommet v;_1.n 'ordre des

sommets rencontrés lors de la recherche DFS.
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La Fig. (2.4). (a) montre un exemple de l'ordre 4 des diagrammes de Hugenholtz avec 4
sommets vy, Vg, V3,4 €t 8 arétes Ey,..., Fg. La Fig. (2.4). (b) représente le diagramme
G1 aprés la procédure d’initialisation, on voit ici dans G2 que vy a une aréte avec vs
(l'aréte E7), v a une aréte avec vy (l'aréte Ej3) et vg a une aréte avec vy (l'aréte E). La
contribution des HFL dans I'exemple de la Fig. (2.4). (b) est f; fg et nous ajouterons ce

facteur commun 2 la fin du calcul.

Figure 2.4: (a) G1 : Un exemple d’ordre 4 des diagrammes de Hugenholtz, (b) G2 : Le dia-
gramme initialisé obtenu aprés 'application de la procédure d’initialisation sur le graphe G1.

2.4.2 Procédure de contraction-suppression

La méthode de contraction et de suppression consiste a décomposer le graphe initialisé
G (n,m) en un niveau de multi-graphe réduit G®%) k =n, ... 1et 1 < I < ny, oll ng
est le nombre d’arétes incidentes au sommet v,. Au niveau k, on supprime chaque aréte
incidente au sommet v, et on contracte le long de cette aréte (en joignant le sommet
vk & son sommet adjacent le long de cette aréte) pour traiter le niveau k£ — 1, comme
illustré a la Fig. (2.5), montrant la procédure de contraction-suppression au niveau k.
Pendant cette opération, nous rencontrons des arétes paralléles résultant des contractions
précédentes, ces arétes sont supprimées et contractées simultanément comme une seule
aréte. Cette méthode est répétée de maniére récursive en commencant par le niveau n
jusqu’au niveau 1. La méthode de contraction-suppression nous aide a compresser toutes
les arétes paralléles. La Fig. (2.6) montre les processus de contraction et de suppression
du graphe G2. L’arbre de flux de calcul correspondant (arbres compressés) est présenté

dans la Fig. (2.7), ou chaque fleche représente un ensemble d’arétes paralléles.
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Level: k
Delete E, Delete E,, En
S —— S ——— T
Ve ™
I 1 W [l
; Contracte E, ; Contracte E, -~ : Contracte E; ™ s Contracte f:',,"
v v ¥ ¥

Level: k — 1

Figure 2.5: Procédure de contraction-suppression au niveau k.

2.4.3 L’algorithme d’arbre couvrant compressé et décompressé
(CDST)

Dans cette thése, nous proposons un nouvel algorithme pour mettre en ceuvre la mé-
thode de contraction-suppression. L’idée de base de cet algorithme est de classer les
positions des arétes selon la représentation d’un entier sous forme binaire. Soit G =
(V,E) un graphe initialisé et connecté (initialisé signifie que le graphe G est obtenu
aprés la procédure d’initialisation (1)), avec V' = {v,,vy_1,...,0v1} les sommets et £ =
{Em, ..., Ex,...,Ey, E} les arétes (les arétes triées par ordre décroissant et représentant
les énergies). Soit Edg (j,i),7 =2,3,...,neti=1,2,...,5—1, les arétes dans G joignant
j et i arrangées dans 'ordre croissant de ¢ et selon leur position dans E. Les arétes Fj, de
I'ensemble E sont présentées sous forme binaire, c’est-a-dire Ej, = 2¢~!. Cette méthode
nous aide a présenter les arétes Fdg (7, ) sous forme d’entiers. Soit LFE (j), j =2,3,...,n

contenant la liste des entiers Fdg (j,1).
LE(j) ={Edg(j,i);1<i<j}2<j<n (2.24)
Par exemple, dans le graphe G5 de la Fig. (2.4). (b), nous avons

LE(4) = {{}, {Ea}. {Er}}
LE(3) = {{E1},{E5, Es}}
LE(2) = {{Es}}

Dans cet exemple, F5 et Eg dans LE (3) sont des arétes paralléles. La présentation
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Ll .!:.-
| - 1 i e e e - I
¥ 3] 3 3 '- ] j'-l. I
-------- F
E, Q E, E, £
s y i 1’y 1y '
! | L
"'Contracte |r:'i E..E. ' Contra te E; 'Cantracte E;.E, 'Contracte £,

1" 174 L
.

:: ontracte E, , E; '"Contracte E, 'Contracte E, . E, "'Contracte E,
+ ¥
'y 'y 1 Iy
Figure 2.6: Le flux de calcul du graphe G2.
sous forme binaire est :
LE (4) ={0,2°,2° = {0,8,64}
LE (3) ={2°2* + 2°} = {1,48}
LE (2) = {2*} = {4} (2.25)

Ensuite, nous appliquons I’algorithme récursif suivant qui repose sur deux opérations

arithmétiques, 'opération (+) ou (OR) pour la contraction et I'opération (-) ou (XOR)
pour la suppression.

k=n
Compression(k)
si k == 1 alors
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Level k = 4

k =3

=2
k=1

Ey.5,.E) Ey.E.Ey E. s E, E,E,.Es

E_'.‘.EI-IIE?I E.‘.Eb.-l‘"]

i .; i:} E,.E.E,

G705 B3 s 3 .

EnEyE, Ey B Ey

By, B Ea

Figure 2.7: Diagramme d’arbre (arbre compressé) du graphe G2.

Afficher : CT'r
Décompression(n)
sinon

Commentaire : Etape de contraction

fairei1 =1, i <k

si Edg (k,i) == 0 alors continuer

fin si

CTr (k) = Edg (k,1)

SauvegarderBitsGauches( Edg (k,i) , k)

faire j=1,7 <1

Edg (i, j) = Edg i, j) + Edg (k, j)

fin faire

Compression(k-1)

Commentaire : Etape de suppression

CTr(k)=0

faire j=1,5 <1

Edg (i, j) = Edg (i, j) — Edg (k, j)

fin faire

fin si

fin Compression

Ou CTr = {ap,a1,...a,...,a,—2} est un ensemble d’arbres compressés a; (la com-
pression indique la somme des arétes paralléles rencontrées). Pour décompresser ay, nous

devons extraire successivement le bit le plus a droite (ou le plus a gauche) de chaque entier
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ar, en utilisant 'opération a, (AN D) (NOT) (ar — 1), puis enregistrer cet entier dans des
listes chainées LB (k,i), c’est le role de la fonction SauvegarderBitsGauches. Le nombre
d’arétes (cela signifie le nombre de bits) dans a;, peut étre calculé pendant cette opération.

SauvegarderBitsGauches( ay, k )

nb = 0

La procédure finale consiste a décompresser C'T'r, ce qui indique la combinaison de
chaque bit dans a; avec chaque bit dans a; pour tous les j = 0,...,n — 2;j # i. L’algo-
rithme de décompression suivant peut étendre CTr et imprimer les résultats de tous les
arbres couvrants T'r

Tr=0

Décompression(k)

Si k == 1 alors

Afficher : T'r

sinon

faire i = 0,7 < NombreDeBits(k)

Tr=Tr+ LB(k,1)

Décompression(k-1)

Tr=Tr— LB(k,i)

fin faire

fin si

fin décompression

Par exemple, les arbres compressés obtenus aprés ’application de I'algorithme de com-

pression sur le graphe Gy présenté dans la Fig. (2.4). (b), sont :

{64,56,5}
(64,1, 4}
{8,48,5}

(8,1,4}

Les arbres couvrants obtenus, aprés 'application de ’algorithme de décompression,
sont :
73,76,81,84,97,100 ;69 ;25,28,41,44 ;13

Ces nombres entiers sont présentés respectivement dans 'architecture informatique
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sous forme

01001001, 01001100, 01010001, 01010100, 01100001, 01100100;
01000101; 00011001, 00011100, 00101001, 00101100; 00001101.

Ou le bit de chaque entier représente la position appropriée de ’aréte de ’arbre cou-

vrant selon la liste des arétes du graphe F

01001001 — {E+, Ey, E1},01001100 — {E;, Ey, E3},01010001 — {E+, Es, E1},
01010100 — {E+, Es, E3},01100001 — {E;, Eg, E;},01100100 — {F+, Eg, Es3}:
01000101 — {E+, E3, E1};00011001 — {E5, Ey, E;},00011100 — {Es, E4, Es},
00101001 — {Eg, E4, E1 },00101100 — { Eg, Ey, E5}; 00001101 — {Ey, F3, B} (2.26)

The space required to store each tree is O(1) because stored as integer. The time required
to generate all spanning trees of an example of graph G(n,m) contain n vertices and m
edges using my home computer (Intel 13, RAM 4G, 64Bits) is

— G(19,38) generate 4 980 736 spanning trees in 0.6 second.

— ((20,40) generate 10 485 760 spanning trees in 1 second.

— G(24,48) generate 201 326 592 spanning trees in 10 second.
Ce résultat est meilleur que celui de [48,51] a la fois en termes d’espace et de temps. L’algo-
rithme CDST est codé en langage C/C++, le programme complet CDST peut étre trouvé
sur ma page d’accueil GitHub https://github.com /tagtog12000/SpanTree/blob/master /st

2.5 Un algorithme pour extraire le dénominateur et le

numérateur a partir d’'un arbre couvrant

Pour calculer le dénominateur et le numérateur, nous suivons le processus suivant

Etapes initiales

Etape du dénominateur : Supposons que les dénominateurs initiaux dans chaque som-
met de 'arbre couvrant correspondent & la différence entre les fleches d’énergie entrantes
et sortantes. Les premiers dénominateurs sont directement inclus & partir des sommets
terminaux.

Etape du numérateur : Les orientations totales initiales sont les coefficients des cordes.

Etapes intermédiaires

Etape du dénominateur : Contractez toutes les branches terminales de ’arbre couvrant

en combinant chaque sommet terminal avec son voisinage, ce qui conduit & un arbre
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contracté. Chaque dénominateur du sommet terminal de I’arbre contracté est la somme
des dénominateurs du sommet terminal et de son voisinage de ’arbre couvrant.

Etape du numérateur : Ajoutez chaque coefficient de la branche contractée a I’orienta-
tion totale jointe correspondante, mais tenez compte du signe de ces coefficients, le signe
plus (moins) si la fleche de la branche contractée est dans la méme direction (direction
opposée) que la corde jointe de 'arbre cotree.

Ces étapes sont répétées jusqu’a ce que I’arbre couvrant se réduise a une seule branche.

Etapes finales

Etape du dénominateur : Le signe des arétes couvrantes dans les dénominateurs pro-
duits doit étre positif, c’est-a-dire multiplier le dénominateur par -1 (+1) si le signe de
son énergie de la branche est négatif (positif).

Etape du numérateur : Continuez & trouver toutes les orientations totales en contrac-
tant la derniere branche de ’arbre contracté.

L’exemple de la Fig. (2.8) montre les étapes de calcul du dénominateur et du numé-
rateur pour 'arbre couvrant {E7, Ey, E5} du graphe G de la Fig. (2.4). (b). Dans les

premiéres étapes, Fig. (2.8). (a), les dénominateurs initiaux de chaque sommet sont

D,, = E3 — Ey

D, =FEs;+ E¢ — E3 — E,

Dy, = Ey+ E7 — E5 — Eg

D,, =E,— FE; (2.27)

Parce que les sommets v; et vs sont les sommets terminaux des branches 3 et 7 respec-
tivement, alors les premiers dénominateurs sont dy = D,, = E3 — Ey et dy = D,, =
E,+ Ey — E5 — Fg. Les valeurs des orientations totales sont directement incluses a partir
des coefficients du cotree O1 = ny, O5 = ng et Og = ng.

Dans les étapes intermédiaires, nous appliquons l'opération de contraction le long des
branches terminales 3 et 7, les dénominateurs des sommets terminaux vy et vy sont mo-
difiés en D;2 =D,, +D,, et D; , = Dy, + D,,, nous choisissons 'un de ces dénominateurs
ds = D;Q = —D; , = Es5+ Eg— £y — Ey. Pour le numérateur, nous ajoutons les coefficients
ng et ny des branches terminales 3 et 7 aux orientations totales, dans la Fig. (2.8). (a), la
branche 3 dans la méme direction que la corde 1, la branche 7 dans la direction opposée
de la corde 1 et dans la méme direction que les cordes 5 et 6, alors les orientations totales
sont modifiées en O7 = ny; + nz — ny, O5 = ns + ny et Og = ng + ny respectivement.

Puisque 'arbre contracté contient seulement une branche, nous sortons de cette étape.
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Dans les étapes finales, multipliez chaque dénominateur par -1 si son signe d’énergie de
la branche est négatif. Les formules finales des dénominateurs sont : dy = E3 — Ej;
dy = E; + FE1 — Es — Eg; d3 = B4+ E1 — E5 — Eg Pour trouver tous les coefficients du
cotree, nous devons contracter la branche finale 4, dans la Fig. (2.8). (b), la branche 4
dans la direction opposée de la corde 1 et dans la méme direction que les cordes 5 et
6, ce qui conduit & O = ny +n3 —ny —ny, O = ns +ny +nyg et Og = ng + N7y + ny
respectivement.

Maintenant, nous pouvons conclure que ’expression du grand potentiel de ’arbre couvrant
{E7, Ey, E3} est :

FiO ploe] plO6]

2.2
dydads (2.28)

Ty + Mg — Ny — Ny

X

| o i =
- | - f '
3) % 2
/ "\_ /,-'
. “ng + Ny + ng

Figure 2.8: Les étapes de calcul pour le dénominateur et le numérateur, les fleches épaisses
(minces) représentent les branches (cordes) de I’arbre couvrant (cotree).

2.6 Coeflicients des arétes

Il est nécessaire de calculer les valeurs arbitraires des coefficients des arétes n;, ou
t = 1,...,m. Le probléme est que nous ne pouvons pas déterminer n; de chaque arbre
couvrant séparément. En d’autres termes, comme les coefficients des arétes sont associés
a la recherche de cycles fondamentaux, cela conduit évidemment a la détermination de
tous les cycles du graphe dirigé une fois pour toutes. L’énumération de tous les cycles
d’un graphe connexe est un autre sujet fondamental en théorie des graphes. Il existe
de nombreux algorithmes [53-58] proposés pour résoudre ce probléme avec une vitesse
et un espace optimaux. Dans cette thése, nous choisissons 'algorithme de Gibbs [53|
pour la raison que nous pouvons imprimer tous les cycles sous forme binaire. Il y a un
probléme dans l'algorithme de Gibbs qui prend énormément d’espace, mais nous pouvons

modifier cet algorithme pour résoudre ce probléme. L’idée principale de cet algorithme
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est la suivante :
1. Trouver tous les cycles fondamentaux a partir d’'un arbre couvrant arbitraire.
2. Combinaison de tous les cycles fondamentaux obtenus a 1’étape 1.
3. Sélectionner uniquement un cycle valide généré a partir de 1’étape 2.

Cycles fondamentauz : Les cycles fondamentaux peuvent étre déterminés a partir d'un
arbre couvrant arbitraire 7' (Déf. 2.6). L’ensemble des cycles fondamentaux Fj,i = 1,2,...,m—
n + 1 fournit une base pour générer tous les cycles du graphe connexe. Chaque cycle fon-
damental F; peut étre présenté sous forme binaire en choisissant chaque aréte dans F;
selon sa position dans le graphe G = {e,,,... €, ..., ea, €1}, ot 'aréte k est présentée sous
forme binaire e, = 2F71.

Combinaison : Pour générer tous les cycles du graphe non dirigé, nous devons combiner
tous les cycles fondamentaux par les opérations XOR.

Cycles valides : Les opérations de combinaison générent certains cycles déconnectés, car
la combinaison de deux ou plusieurs cycles disjoints par 'opération XOR conduit toujours
a deux ou plusieurs cycles disjoints. Par conséquent, chaque cycle généré par 'opération
de combinaison doit étre validé avant de passer a une autre combinaison.

Cet algorithme nécessite O (2™~ "1 opérations. Tous les cycles du graphe G sont obtenus
sous forme de nombres entiers.

Toutes les orientations totales possibles du graphe G peuvent étre trouvées en conver-
tissant tous les cycles selon les directions de leurs arétes. Les valeurs des coefficients des
arétes sont choisies arbitrairement afin que les orientations totales ne soient pas nulles. Par
exemple, dans la Fig. (2.8). (a), les cycles fondamentaux de Uarbre couvrant {E;, Ey, E3}

sont :

F, = {E\, By, E4, B} = 1001101
Fy = {Es, E7, B} = 1011000
Fy = {Eg, E7, E,} = 1101000 (2.29)

Combinaison de chaque f-cycle de 'ensemble (2.29) avec un autre cycle de cet ensemble

donne

I
&

(XOR) F, = 0010101 = {E5, By, E1}
(XOR) F3 = 0100101 = {Eg, By, E1}
( )
( )

I
=

XOR) Fy = 0110000 = {Es, Eg}
XOR) F, (XOR) Fy = 1111101 = {Ex, Eg, Es, Ey, Es, By} (2.30)

mEom
Il
e

£y
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Cycles valides de 'ensemble (2.30) sont Fy, F5, Fg, le cycle F; n’est pas valide car il contient
deux cycles disjoints Fi, Fg. Les orientations totales de ’ensemble de cycles F;, 1 =1,..,6

meénent a

Ol::I:(n1+n3—n4—n7),02:i(n5+n4—|—n7),03::l:(n6+n4+n7),
04:i(n5+n3+n1),05:i(n6+n3+n1),06:i(n5—n6) (231)

Etant donné que n; > 0,( alors les valeurs de Oy, O3, O, et Os sont strictement positives ou
négatives. Les valeurs aléatoires ny = 2,n3 = 1,n4 = 1,15 = 2,ng = 1 et ny; = 1 laissent
O; #0,i=1,...,6. La contribution finale du potentiel grandissant du diagramme de la
Fig. (2.4). (a), est

8
{12|V|32}{34|V[56}{56|V[17}{78|V |48} f5 fi S T (2.32)
=1
Ou
T — filfs fs
(Es — Ey) (Er + Ey — Es — Eg) (B4 + Fy — E5 — Eg)
T fsfs fs
> (E\ — E3) (B3 + By — Es — Eg) (B3 + Fr — Fs — Eg)
T fifs fs
’ (B7 — Ey) (B3 + By — E5 — Eg) (B + By — Es — Eg)
T, — fifs fs

(Ey — E7) (Es + E; — Es — Eg) (Ey + E; — E5 — Eg)
fs 7 (fs + 1)

o= (Es— Er) (Ey — E3) (Es + Eg — E3 — E)
T fife (F5 +£d)
(Ey — E7) (Es — Ey) (Es + Es — By — E7)
I fs fo (5 + £§)
(E; — Ey) (By — E3) (Bs + Eg — B3 — Ey)
T fof (s + 1) (2.33)

(E: — Ey) (Es — E1) (E5 + Eg — E1 — Ey)

2.7 En termes de fonctions

Apreés avoir généré le diagramme essentiel (EDD) et son facteur de symétrie a I’aide du
programme [38], la fonction initializeLabel étiquette le diagramme de maniére initiale

(Fig. 2.4), ensuite la fonction spanTrees génére tous les arbres couvrants du diagramme
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initialisé. Pendant I'itération de chaque arbre couvrant, les codes suivants s’exécutent

— Choix d'un arbre arbitraire et unique pour générer tous les cycles par la fonction
genCycl, et ici nous pouvons trouver tous les coefficients des arétes par la fonction
edgeCoef.

— La fonction fraction extrait le dénominateur et le numérateur de ’arbre couvrant.
La fonction denominator génére les coupes de chaque arbre couvrant sous forme
d’entiers non signés. Chaque dénominateur a la forme Den = {d;,ds,...,d,_1} ,
ol d; est un entier non signé qui représente les positions des arétes appropriées
du dénominateur, le signe du dénominateur a également la forme SignDen =
{sdy,sdy, ..., sd, 1} ,ici sd; est un entier non signé représentant les positions des
arétes opposées (nous choisissons uniquement le signe opposé (-) car nous pouvons
trouver le signe (+) en appliquant l'opération XOR entre le dénominateur et le
signe du dénominateur).

— Enfin, la fonction numerator utilise les dénominateurs et les coefficients des arétes
pour générer le numérateur et le signe du numérateur (la position du signe né-
gatif) de chaque arbre couvrant sous forme d’entiers non signés. Chaque numé-
rateur et signe du numérateur a la forme Num = numq,nums, ..., numy,,q ,
SignNum = sny, Sng, ..., Sn,1 respectivement, ol num,; et sn; sont des entiers
non signés représentant les positions des arétes appropriées dans le numérateur
et le signe correspondant (seulement f~ car f* peut étre trouvé en appliquant
l'opération XOR entre le numérateur et le signe du numérateur).

Le programme complet Grand Potential.cpp peut étre trouvé sur la page GitHub.
https://github.com/tagtog12000,/GrandPotential /blob /master/GrandPotential.cpp.

2.8 Meéthodologie de calcul du potentiel grandissant pour

les diagrammes réductibles et irréductibles

Aprés I'exécution du programme, l'ordre n du potentiel grandissant est enregistré
dans une formule Latex (GrandPotential n.tex), et également dans des données simples
(GrandPotential n.dat), qui contiennent une liste d’entiers non signés, ou chaque dia-

gramme est imprimé comme suit :

LR, Sym, Deny, SignDeny, {Numy, ..., Numy,}, {SignNumy,...,SignNumy,},
{CoefSignNumy, ..., CoefSignNumy, }, ..., Den,, SignDen,, {Num,,..., Numy,},
{SignNum,, ..., SignNumy, }, {CoefSignNum,, ..., CoefSignNumy,}
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Ou LR représente les positions des sommets du diagramme, et Sym son facteur de sy-
métrie. Un code simple en Mathematica GrandPotential.nb décompresse les données de
GrandPotential n.dat et les imprime sous forme de formule mathématique

Numerator/Denominator. Cela permet a quiconque de calculer ce dont il a besoin a
partir du potentiel grandissant comme la susceptibilité magnétique ou 1’énergie de ’état

fondamental. Par exemple, le potentiel grandissant de ’ordre n = 2 est donné par

Vogooaafi s fi — Ll —fifafs | 1o, o fo —fi

Qy ==V Vi ~Vii Vs =2
2 ] 3,4 V1,2 —Eg—E4+E1+E2 +2 1,4 3,2f1 3 _EQ(_'_E4)
2.34

Table (3.1) montre les résultats jusqu’a n = 7 et le temps total consommé pour trouver
toutes ces formules est inférieur & une minute The diagram of Fig .(2.4). (a), is a reducible
diagram, using the transform F3 = E; + hy and E; = E4 + hy, where hy — 0,hy — 0

the expression of (2.31) transformed to

{1gyv|12}{14\V\56}{56|Vy14}{48!V!48}f5f§8E18E4

Ei+ Ey— FEs — Eg
(2.35)

Le terme entre les crochets de la dérivation dans I’équation (2.32) correspond a la contri-

bution du diagramme irréductible du second ordre.

Astuce 2

De plus, nous pouvons trouver la somme sur tous les ordres de certains types de dia-

grammes (renormalisation). Par exemple, les diagrammes de type Hugenholtz en échelle

(LHTD) (Fig. 2.9) peuvent étre évalués a tous les ordres. La somme a tous les ordres des

o @

Figure 2.9: Diagrammes de type Hugenholtz en échelle.

LHTD est

QLHTD _ _1v1,2va,4 ity (fs + 1)
434N Py By — Ey — Ey

V127347756 i fa (f3_ + f:;r) (f5_ + f5+)

TS0 TN (B By — By — By) (Bs 4+ Es — By — E»)

+

1
8

. (2.36)
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Ce qui peut étre généralisé dans la formule suivante

00 n—1 2j—1,2j
QLHTD _ 12 p2neLan g o H ‘/2]-]+1,2]7+2f§j+1 (2.37)
2 b2 b2 Eiv+ FEy — Fojiq — Fajyo .

n=2 J=1

Oou f = (fy +1)/2

2.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé les défis théoriques et computationnels liés a la
théorie des perturbations a plusieurs corps (TPMC) pour les systémes quantiques en inter-
action. Lorsque les solutions exactes sont inaccessibles, cette approche diagrammatique,
initiée par Feynman et développée par Brueckner, Hugenholtz et Goldstone, s’impose
comme un outil indispensable pour décrire la physique des systémes & température finie.

Cependant, la complexité combinatoire de la TPMC-TF, notamment due a la crois-
sance exponentielle du nombre de diagrammes, limite son applicabilité pratique. Pour
contourner cette difficulté, nous avons présenté une méthode innovante fondée sur la théo-
rie des graphes, permettant d’identifier et d’évaluer efficacement les diagrammes essentiels
(EDDs) sans recourir a des comparaisons exhaustives. Cette approche, introduite dans le
travail [38], repose sur des algorithmes optimisés pour la génération d’arbres couvrants et
I’élimination des redondances topologiques.

Les résultats obtenus démontrent non seulement la faisabilité d’une automatisation
compléte du calcul du grand potentiel, mais ouvrent également la voie & des applications
étendues, comme I’étude des diagrammes en échelle de Hugenholtz ou la renormalisation
a tous les ordres. Les outils développés, combinant rigueur mathématique et efficacité
computationnelle, offrent ainsi un cadre robuste pour I'analyse des systémes quantiques
complexes.

Cette méthodologie ouvre des perspectives prometteuses pour ’exploration de phéno-
ménes non perturbatifs et la modélisation de matériaux aux propriétés émergentes, tout

en soulignant 'importance des approches algorithmiques en physique théorique moderne.

33



Chapitre 3

Théorie de la perturbation a plusieurs
corps a température finie : outils
diagrammatiques et stratégies de

simplification

3.1 Introduction

Le troisieme chapitre de cette thése est consacré a 1’étude de la théorie de la perturba-
tion a plusieurs corps (TPMB) appliquée aux systémes de particules fortement corrélées
a température finie. Ces systémes, en raison de ’absence de solutions exactes pour la
plupart des cas, nécessitent 'usage de méthodes approximatives basées sur une expan-
sion perturbative en puissances du potentiel d’interaction. Cette approche, représentée
diagrammatiquement selon le formalisme de Feynman, présente deux défis majeurs : la
croissance rapide du nombre de diagrammes avec 'ordre d’expansion, ainsi que la com-
plexité de l'intégration numérique de leurs contributions.

Pour répondre a ces défis, ce chapitre explore plusieurs stratégies de simplification.
Notamment, 1'utilisation des diagrammes de Hugenholtz permet de regrouper les contri-
butions directes et d’échange, réduisant ainsi le nombre de configurations distinctes a
considérer. Cette réduction améliore 'efficacité des algorithmes d’échantillonnage tels que
le Monte Carlo diagrammatique.

Le chapitre introduit également des approches récentes qui transforment I'intégration
dans l'espace-temps en une intégration purement spatiale, a 'aide d’outils issus de la
théorie des graphes et de techniques analytiques comme le théoréme des résidus. Ces

méthodes permettent une évaluation plus rapide et plus précise du grand potentiel ou de

34



CHAPITRE 3. THEORIE DE LA PERTURBATION A PLUSIEURS CORPS A TEMPERATURE FINIE :
OUTILS DIAGRAMMATIQUES ET STRATEGIES DE SIMPLIFICATION

I’auto-énergie.

Enfin, une attention particuliére est portée aux développements en série a haute tem-
pérature (HTS), basés sur le développement en série de Taylor de la fonction de partition.
Bien que limitées en ordre, ces méthodes restent puissantes, et leur efficacité s’est accrue
grace aux avancées informatiques récentes.

Ce chapitre constitue ainsi une base théorique et méthodologique essentielle pour les

développements numériques et analytiques présentés dans les chapitres suivants.

3.2 Le modéle

L’expression générale de I’hamiltonien d’interaction en seconde quantification est don-

née comme suit :

H=H,+ H; = ZEa a, + — Zvrja ataay, (3.1)

rsml

ou l'énergie Ej est la combinaison de I'énergie de quasi-particule €5 et du potentiel chi-
mique p :

Le potentiel d’interaction V"7 est représenté comme la somme des potentiels directs
(rs|V|ml) et d’échange (rs|V|im) :

Vnzsl = (rs|V|ml) + e(rs|V|lm) (3.3)

La constante € dans I’équation (3.3) est égale a -1 pour les fermions et +1 pour les bosons.
Dans I’hamiltonien Eq. (3.1), a;; et a, sont respectivement les opérateurs de création et
d’annihilation.

L’expansion en série de la fonction de partition grand canonique Z = Tr(e ##) en

puissances du potentiel d’interaction peut étre définie comme suit :

7 i nl4n ﬁvnﬁsl/ i /dTn ! 34

ol

(O- [ [ (ma (e, (72)am (7)o (3.5)

ou af(r) = e™ral et ay(t) = ePra, sont respectivement les opérateurs de création

et d’annihilation dépendant du temps. Les crochets (A) = ZioTr(/le_ﬁHO) dans I’équa-
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tion (3.5) indiquent la moyenne thermique de 'opérateur A, et O, est I'opérateur de mise
en ordre temporel.

La méthode standard utilisée pour analyser la moyenne thermique A,, dans I’équation
(3.5) est due au théoréme de Wick [31]. Les ensembles complets de contractions résultant
de cette approche sont représentés sous forme de diagrammes, ou les temps imaginaires
Ti,...,Tn sont les sommets de chaque diagramme, tandis que les contractions entre les
opérateurs de création a; (7;), af (7;) et d’annihilation a;(7;), a.,(7;) sont ses lignes dirigées.
Chaque ligne connectée p (contraction) entre deux sommets 7; et 7; est définie par le
propagateur g,(m; —7;), qui peut étre écrit dans le formalisme de la somme de Matsubara

[59] comme suit :

1
gp(Ti = 75) = 3 >

m=—0oQ

e—Sm(Ti—Tj—n)

T C (3.6)

Ou linfinitésimal n — 0% a été utilisé pour éviter la singularité lorsque 7, = 7;. Les
variables (,,, sont les fréquences de Matsubara, ou (,, = %(Qm) pour les bosons et (,, =
5 (2m + 1) pour les fermions.

A Tordre n, le nombre de diagrammes résultant de I'opération de contraction est
(2n)!, donc leur évaluation devient plus difficile lorsque n augmente. Pour cette raison,
nous devons adopter des approches qui nous permettent de traiter ce grand nombre de

diagrammes. Nous les résumons dans les étapes suivantes :

a Nous rappelons que la représentation de Hugenholtz, qui est la combinaison des
diagrammes de Feynman directs et d’échange dans I’équation (3.3), nous aide a

réduire le nombre de diagrammes a 'ordre n de (2n)! a %

b Puisque la permutation entre les temps imaginaires 71, ..., 7, (sommet) dans la
série Eq. (3.4) laisse inchangés les résultats intégrés, en pratique, il existe n! dia-
grammes qui donnent la méme valeur. De plus, certains diagrammes restent inchan-
gés (non déformés) S fois sous 'application de toutes les permutations possibles.
Le nombre S est appelé facteur de symétrie. Il est donc utile de choisir un seul
diagramme standard parmi ses "g' diagrammes équivalents. Ce diagramme sélec-
tionné est appelé un diagramme essentiellement distinct (EDD) dans [32] ou un
diagramme de Hugenholtz non étiqueté dans [28]. Cette étape est cruciale car elle

1 .. . . o) . . on)!
réduit significativement le nombre de diagrammes de (2—2) 4 moins de (27?73,.

¢ Traiter uniquement les diagrammes connectés : Cela vient de 'application de la
fonction logarithme a la série dans 1’équation (3.4), c’est-a-dire, traiter le grand
potentiel €2 = —% log(Z) au lieu de Z, puisque toutes les propriétés thermodyna-

miques existent également dans ).

A partir des étapes a, b et ¢, nous pouvons conclure que le grand potentiel a 'ordre n
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peut étre écrit comme une somme de Diagrammes Essentiellement Distincts (EDDs). En
général, chaque EDD, G¢, a 2”"39—2,71 diagrammes équivalents, ot 2" provient de la symétrie

ordinaire du potentiel fgﬁ = Vf 7’0‘, 2™ résulte de la combinaison dans l’équation (3.3),

et n! est la permutation entre les variables 7, ..., 7,. Notez que le terme 4™n! annule le

_1
4nn)

Une autre simplification significative vient de la sélection uniquement des graphiques

facteur dans la série dans 'équation (3.4).
qui ne contiennent pas les contributions de Hartree-Fock. Cela implique que la contribution
sous Hartree-Fock est déja présente dans n’importe quelle ligne de diagrammes. De plus,

nous remplagons I'énergie par :
Ey=¢ep—p— EfF(ﬁ) (3.7)

ol EfF (B) est Iénergie de Hartree-Fock, qui dépend de l'inverse de la température .
Nous pouvons trouver ’expression de cette énergie en résolvant ’équation intégrale non

linéaire suivante :

SER8) = [ Ve (B 59

ou f~ représente le facteur statistique :

I () = 55— (3.9)

Dans le travail [38], un programme spécial a été développé pour trouver tous les dia-
grammes de vide essentiellement distincts avec leurs facteurs de symétrie a chaque ordre
n de la MBPT.

Ce programme résume les étapes a, b et ¢ et nous aide énormément a ne sélectionner
que des diagrammes essentiels et a ignorer rapidement les diagrammes équivalents (le
temps nécessaire pour générer tous les Diagrammes Essentiellement Distincts d’ordre 10
est inférieur & une minute en utilisant un ordinateur personnel).

Le programme demande a 'utilisateur d’entrer 'ordre n ; ensuite, le code générera une
liste de tous les diagrammes Diag = {G),G?,...,GY} avec une liste de leurs facteurs de
symétrie Sym = {S!,S2 ..., SN}, ou chaque diagramme G;1 < i < N est codé comme
une liste d’entiers G% = {ly,71, 2,79, ..., ln, 7, }. Nous pouvons dessiner le diagramme G?,
en définissant un groupe de sommets ;1 < 7 < n et en les reliant par des lignes, o chaque
sommet j est connecté par deux lignes entrantes (représentées par les entiers 2j — 1 et 2)
et deux lignes sortantes (représentées par les entiers 21; — 1 et 2r;).

La Fig. (3.1) montre un exemple de diagrammes de vide connectés G? avec leurs

facteurs de symétrie d’ordre 1, 2, 3 et 4.
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G4 Gi
G2 4 .._7‘4
G3 ) ’ g f){ y
6] ‘ - e e
- b e si=_4q Si=4
/ ! 1 + .2
| Y 4 Y St=24 G
- NG ol < "
st=2 2
5i=-8 - G
~ N\ 6} sics U
< I - - -
\ /o -~ 3
[ ,
, \ / { )
Si=6 »
53=—64 st=-8
n=1 n=2 n=3 n=4

Figure 3.1: Exemple de diagrammes de vide connectés G° avec leurs facteurs de symétrie
d’ordre 1, 2, 3 et 4.

n|1[2(3|4]5 |6 | 7 8 9 10
N |{1]1]2|5]13]39 285 | 1987 | 16057 | 149430

Tableau 3.1: Nombre total N de diagrammes distincts de type Hugenholtz de vide & l'ordre n
sans sous-diagrammes de Hartree-Fock.

Le nombre N de diagrammes de Hugenholtz de vide G, jusqu’a l'ordre 10 est indiqué
dans le Tableau(3.1).
Dans ce travail, nous nous concentrons sur la recherche des contributions des diagrammes

de Feynman réductibles et irréductibles, en limitant 1’étude aux fermions (la constante

e = —1 dans ’équation (3.3)). Par conséquent, le grand potentiel peut étre décrit comme
suit :
Q=Q+0+> Q, (3.10)
n=2

L’ordre zéro )y est défini par la relation :

Q= —% /log(l + exp(—fE,))dp (3.11)

La contribution générale de Hartree-Fock §2; au grand potentiel peut étre déduite de

I'équation de Luttinger-Ward du premier ordre [60] comme suit :

= —TI"(EHFG) + ®, (312)
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ou @; est la contribution du diagramme du premier ordre G} dans la Fig.(3.1) :

/ / VP f=(E,) [~ (Ey)dpdg (3.13)

En utilisant les relations (3.8), (3.12) et (3.13), on peut écrire I'expression de € comme
suit :

_ ! / / V2§ (B,) £ (E,)dpdq (3.14)

Notez que €2,,n > 2, défini dans I’équation (3.10), est le grand potentiel d’ordre n des
diagrammes réductibles et irréductibles. Chaque 2, contient la contribution de tous les

diagrammes essentiellement distincts (EDD) a 'ordre n :

N
=> (3.15)
=1

Nous pouvons maintenant écrire directement la formule standard de la contribution 2,

du diagramme G, comme suit :
Q= / VG Dp (3.16)
BZ

ou V' est la partie potentielle du diagramme G, divisée par son facteur de symétrie S’ :
. 1 P2i;—1,P2r;
Vo=%r H‘/ijilaPZj ! (3.17)

L, . . . Gt . : . L .
Nous pouvons écrire la contribution €2,” du diagramme G}, sous la forme intégrale sui-

) B B n
Qg - / dTl‘“ / dTn H gpzqu (Tj - le)gpzrj (Tj - TTj) (318>
0 0 ey

ou le propagateur g,(7) peut étre défini sous la forme d’une somme de Matsubara, Eq.
(3.6).
L’intégration [ 5, dans I'équation (3.16) porte sur les impulsions Dp = dpidps...dpa,

vante :

a l'intérieur de la premiére zone de Brillouin.

Dans ce travail [61], un algorithme a été développé pour évaluer les sommes de Matsu-
bara basé sur certaines définitions de base en théorie des graphes. Cette méthode permet
de formuler la contribution foi? de chaque graphe G! en termes de facteurs statistiques
f=, fT =1+ f, et énergies. Cette méthode s’appelle 'évaluation graphique des sommes
de Matsubara.
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3.3 Evaluation graphique des sommes de Matsubara

Cette méthode nous aide a calculer la sommation sur les fréquences de Matsubara de
tout diagramme de Hugenholtz (ou de Feynman) distinct. Le diagramme de Hugenholtz
distinct est un graphe connecté G(n,2n) avec n sommets et 2n arétes.

Avant de traiter cette méthode, nous mentionnons quelques définitions de base en
théorie des graphes :

1 L’arbre couvrant T est un arbre qui inclut tous les sommets de G sans aucun cycle.

Les n — 1 arétes de cet arbre couvrant sont appelées branches.

2 Le complément d'un arbre couvrant appelé co-arbre T%. Toutes les n + 1 arétes du

co-arbre sont appelées cordes.
3 Chaque aréte (ligne) du graphe connecté est associée a un coefficient, qui est un
nombre entier, n; > 0,1 <1 < 2n.

Le graphe G contient un grand nombre d’arbres couvrants (dans le pire des cas, le nombre
de tous les arbres couvrants dans le diagramme de Hugenholtz G(n,2n) est 4" 1).
Dans cette méthode, la formule générale de la contribution Q5" d'un diagramme

connecté donné G', au grand potentiel peut étre formulée comme suit :

Qfn =3 " (3.19)
T

Dr

La somme ) . dans I’équation (3.19) porte sur tous les arbres couvrants. Pour chaque

arbre couvrant 7', le dénominateur Dy est défini comme suit :
n—1
Dr =[] D (3.20)
i=1

ou D; est la contribution de chaque branche ¢ de ’arbre couvrant 7' :

Di=E;+)Y E,-» E, (3.21)

ou F; est I’énergie de la branche 7.

La somme Y E., (> E,,) est la somme des énergies des cordes qui sont dans la méme
direction (direction opposée) que ’énergie de la branche F;. Ici, E; € T et E,,, E., € T*.
En théorie des graphes, ’ensemble des D; est appelé les coupures fondamentales.

Dans (3.19), le numérateur Ny« représente la contribution du co-arbre T* et est défini

40



CHAPITRE 3. THEORIE DE LA PERTURBATION A PLUSIEURS CORPS A TEMPERATURE FINIE :
OUTILS DIAGRAMMATIQUES ET STRATEGIES DE SIMPLIFICATION

par la relation suivante :
n+1

Ny =[] f9NE)) (3.22)

o flOil(E;) est le facteur statistique de chaque corde j du co-arbre T* et E; € T*, et [O}]

est le signe de 'orientation totale O; de chaque corde j.

ou :
Oj =Tn; + Z Ny, — Z Ny, (324)

La valeur entiére positive n; > 0 est le coefficient de la corde j.

La somme ) np, est le nombre total de coefficients des branches rencontrées dans la
méme direction que n;, tandis que ) ny, est le nombre total de coefficients des branches
pointant dans la direction opposée a n;. Ici, n; € T* et ng,,ny, € T

En théorie des graphes, I'ensemble des O; est appelé les cycles fondamentaux.

Enfin, les coefficients entiers n; > 0 sont choisis arbitrairement de telle sorte que les
orientations totales O; de tous les cycles du graphe G ne soient pas égales a zéro.

Fig. (3.2) montre un exemple de diagramme de Hugenholtz connecté G avec des som-
mets v;;1 < 7 < 5 et des arétes E;;1 < i < 10. L’arbre couvrant arbitraire T défini
par les branches Ey, Fy, F5 et Eg (lignes épaisses) et le co-arbre associé T* représenté
par les cordes Ey, E5, E7, Eg, Fy et Eyg (lignes minces). La contribution de cet arbre cou-
vrant est la fraction Np-/Drp, ou le dénominateur Dy peut étre évalué a partir des coupes
fondamentales D = D1 D;D3Dg et le numérateur Np- déterminé a partir des cordes du
co-arbre Ny = f1%4 f§05] f7[07] fg[og} go‘” fl[gm]. Toutes les coupes sont simplement extraites
du graphe : Dy = By + FE; — Ey,— Eyg, Dy = Eo+ By — E; — Eg, D3 = Es+ E7 — Eg — Fyg
et Dg = Fg+ E5 — F; — Eg. Les orientations totales O; peuvent étre calculées directement
a partir des cycles fondamentaux du graphe qui sont Oy = ng + ny — ng, O5 = n5 — ng,
O7 =n7 +ng +ngy —ny —ng, Og = ng + ng + ng, Og = ng + ng et O19 = nyg + N3 + nq.

Les valeurs entiéres des coefficients des arétes n; > 0 peuvent étre déterminées en
trouvant tous les cycles dans le graphe non orienté G.

Pour plus de détails sur ’évaluation graphique des sommes de Matsubara et ses algo-
rithmes, peuvent étre vus le travail précédent [61]. Dans (A.1) et (B.1), nous fournissons

un exemple détaillé de fonctionnement de cette méthode pour les ordres n = 2 et n = 3.
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Vg | E; )
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Figure 3.2: Un graphe connecté G(5,10) avec un exemple d’arbre couvrant T (lignes épaisses)
et le co-arbre associé T™ (lignes minces). Les lignes en pointillés représentent les coupes fonda-
mentales.

3.4 Formulation de la contribution du diagramme de

Hugenholtz comme différences divisées

Cette section discute de la reformulation de I'expansion dans I'Eq. (3.12) sous forme de
différences divisées. Nous montrerons comment cette nouvelle reformulation nous permet
de trouver efficacement le développement en série a haute température du potentiel grand
canonique.

Avant de passer aux détails de la méthode, reformulons les contributions de deuxiéme
et troisiéme ordre.

La contribution du diagramme G2 (Fig. (3.1)) au potentiel grand canonique est donnée

par la formule (voir A.1) :

Gl (f " (zo)(f~(x3) + [T (x4)) = f(23) f~(24)) f~ (1) N f+($2)f7(ff3)f7(5154)<3.25)

02 = —
2
X1+ X9 — XT3z — X4 X1+ Lo — Xz — X4

ou x; = E,,. En remplagant le numérateur du deuxiéme terme dans le CD (Coté Droit)

de la relation Eq. (3.17) par I'identité suivante :

) f~(xa) f~ (1) V(2 ) — F () F(x
AN ) ) )+ 7))~ @) (329

Alors la forme de QQG% peut étre réécrite comme suit :
G} _ - _ _ _
0% = —(f(x)(f(wa) + fT(@a)) — [~ (@a)f (@) f "o, —22 + 25+ 2] (3.27)
ot la fonction f~ [z, y] est la différence divisée du premier ordre, un outil mathématique
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utilisé pour calculer les coefficients dans le polyndéme d’interpolation dans la forme de

Newton (voir, par exemple, le manuel de [62]). Cette fonction est définie par la fraction
(@) = f(y)
r—Yy

La relation Eq. (3.19) nous aide a trouver le développement & haute température de €,

suivante :

[yl = (3.28)

car le rapport Eq. (3.20) peut facilement étre écrit comme une somme infinie en termes
de l'inverse de la température (3, ¢’est-a-dire :
1 00 ,Bn n—1
-1 _ = M k, n—1—k
Pl = -3 Te, Taty (3.29

n=1 " k=0

ol les coeflicients e,, sont les constantes d’Euler :

o 2
o o> 3.30
‘ otn (1+et)t:0 " (3:30)

1
L’expression précédente pour QgQ dans I’'Eq. (3.19) peut étre déduite en effectuant la

division euclidienne de la fraction f~(x1)/(x1 + 22 — 23 — x4) dans la premiére partie du
coté droit de 'Eq. (3.17). Ici, la variable 1 == E,, est le diviseur. Dans cette opération
de division, seul le quotient est nécessaire, car le reste disparaitra automatiquement avec
la deuxiéme partie du coté droit de I'Eq. (3.17).

A Tordre n = 3, la contribution 955 du diagramme G2 (Fig. (3.1)) est donnée par
(voir A.2) :

QG§ _ f(s)f M (xe)(f (z2) =~ (@1))(f~ (2a)—f~ (3))
3 (r6—z5—z2+71)(T6—T5—T4+T3)
+ S @) T (a)(f~ (22)=F~ (@) (f~ (w6) =S~ (5))

(ra—x3—22+21)(T4—T3—T6+T5)

4 L@ () (7 (wa) = f~ (23)) (” (we)—f = (25)) (3.31)

(zo—x1—2a+23)(T2—21—T6+25)

Pour formuler la contribution dans I'Eq. (3.23) comme une différence divisée, nous sélec-
tionnons 1'un de ses arbres couvrants (voir Fig. (3.1)), disons 77 = {E1, E3} == {1, x3}.
Nous effectuons maintenant la division euclidienne de la contribution dans I'Eq. (3.23) sur
les variables x; et ensuite sur x3 respectivement (ou vice versa). Notez que seul le quotient
est nécessaire, car le reste disparaitra aprés le processus de division car la contribution
dans ’'Eq. (3.23) a haute température ne contient aucune fraction.

Le processus de division dans les premiére et derniére fractions dans 'Eq. (3.23) est
simple. Cependant, un défi se pose lorsque nous effectuons la division dans la deuxiéme

fraction car le terme x4 — x3 — x5+ 1 contient la variable x3 sur laquelle nous effectuerons
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le processus de division plus tard. Nous allons donc décomposer cette fraction comme

suit :
1 B 1
(1'4 — T3 — T + 1'1)(.1'4 — X3 — Tg + .’113'5) <$6 — T5 — T2 + .1'1)(33’6 — Ty — T4 + 1'3)
1

— {3.32
(mg—.’lﬁl—$4+$3)($2—$1—l’6+$5>\ )

Aprés avoir substitué la décomposition de 'Eq. (3.24) dans I'Eq. (3.23), la contribution

G} NPT .
(23® peut étre écrite comme suit :

1 N1 _ _ NZ
O = (f7 () = (@) o+ (F (o) = £ (23) (3.33)
ou
D1 = ({L‘l — X9 — Ty + ZL‘G)(ZL’3 — X4 — Ty + 1’6) (334)
D2 = (231 — T9 — T3+ 114)(1'1 — Lo — Ty + I’ﬁ) (335)

Ny = f7(@5)f (@) (f(2a) = [ (23)) — £ (@a) f T (@a) (f " (w6) — £ (25))  (3.36)

No = [~ (@) (f " (@) (f " (wa) = 7 (23)) + f (w3) f T (2a)) = f~ (ws) [T (wa) £~ (22) (3.37)

Le dénominateur D; dans I'Eq. (3.26) contient les deux variables x; et x3, ou z; est
indépendant de x3. Ainsi, toute fonction dans le numérateur N; qui ne concerne pas ces
variables disparaitra apreés le processus de division. Par conséquent, la premiére fraction

dans ’'Eq. (3.25) peut étre transformée en la formule suivante :

Ny

(F(22) = @) 5 = (f ™ (s) " (w6) + [ (a) (f (w6) = 7 (5)))

' (xl — foEx;l + x6) (;p3 — 9{4(_:70;)5 T %) (3.38)

“(z1)—f " (z2tT5—76)

Le quotient du numérateur f~(x;) par x3—xy—x5+x¢ est simplement égal a ! pp———

qui est la différence divisée du premier ordre f~[z1, 29 + x5 — z6]. De plus, nous avons
[~ (=3) _
T3—Z4—T5+T6

Dans le dénominateur Dy de I'Eq. (3.27), nous voyons que la variable z; apparait

[z, xy + x5 — x6).

deux fois, donc nous devons seulement diviser f~(z;) par ses facteurs multipliés dans
le numérateur Ny de 'Eq. (3.27) par Dy (le deuxiéme terme de No dans I'Eq. (3.27)
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disparaitra). Par conséquent, le quotient du processus de division sur la fraction g—z est
simplement la différence divisée du deuxiéme ordre f~[zy,x9 + X3 — T4, 29 + x5 — Xg)
multipliée par le facteur de f~(z1) situé dans 'Eq. (3.27).

1
Le résultat final souhaité pour la contribution Q3G3 est alors :

Gl _ _
Q% = Gl(xs, x6, x4) [~ [21, 02 + x5 — 6] X [~ |23, 24 + T5 — 2]

+(f_<I6) — f_(l’g))) X Gl(l’37 Xy, ZL’Q)f_[.Z‘l, To + XT3 — Ty, T +T5 — LL’(;] (339)

Gl(z,y,2) = (@) () + FT () () — f(2)) (3.40)

Nous pouvons vérifier la validité de I'Eq. (3.29) pour nous assurer qu’elle reproduit la
méme relation que 'Eq. (3.25) en développant les différences divisées dans 1'Eq. (3.29).
2
De la méme maniére, nous pouvons réécrire la contribution 93G3 dans 'Eq. (3.13) du
diagramme G2 comme suit :
2
Q§¥3 = G2<.I5, Xg, .774)f_[.731, —XT9 + Ts + .736] X f_[xg, —Ty4 + Ty -+ ZL’6]
—(f+($6> -+ f_ (1’5)) X G2(I3, Ty, ZEQ)f_[[Eh —To + T3 + Ty, —To + Ty + ZL'(;] (341)

G2(w,y,2) = (@) f (y) — f~ )W) + £ (2)) (3.42)

En général, nous sélectionnons un arbre couvrant arbitraire DT = {E;,, Fy,, ..., Es, _,}
du graphe G°, et nous effectuons la division euclidienne de la contribution Eq. (3.12) par
la premiére corde F, de DT'. Si le reste n’est toujours pas nul, alors nous continuons
le processus de division en divisant ce reste par la deuxiéme corde F, et ainsi de suite
jusqu’a ce que le reste soit égal a zéro.

Notez que le processus de division est ordonné par les diviseurs Ej,, puis E,, ..., etc.
En d’autres termes, il ne doit y avoir aucune discontinuité dans le choix des diviseurs.

Pour donner un sens au processus de division, nous effectuons la décomposition de

chaque fraction g—; de 'Eq. (3.13) en fractions partielles :
Nr PNy
L 3.43
Dr g PD, ( )

ou chaque dénominateur partiel PD, = DiD,...D,_; doit satisfaire la condition : au

moins un D; ou plus Dy, Dy, ..., D, des dénominateurs D;,1 < j < n — 1 contient la
premiere branche F, de DT, ainsi qu’au moins un D, 1 ou plus D, 41, Dy 4o, ..., Dy 41y

des dénominateurs restants n — 1 — 7, contient la deuxiéme branche F, de DT, et ainsi
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de suite jusqu’a la fin des dénominateurs de PD;,.

En d’autres termes, le dénominateur partiel PD; doit étre écrit comme suit :

™M

PDy, = f[Dl(Esl) ﬁDl(ES2)... [1o/(E.,,) (3.44)

ou Zj]\il r; =n — 1. L’écriture D;(E;,,) signifie que ce dénominateur contient la branche
E

Sm*

Dy(E,,)=+E,, + Y  d (3.45)

J7#81,8250-58m—1

Sm

ou Y. kst S d; est la somme sur les énergies qui ne doivent pas contenir les branches
précédentes Ey,, ... de DT. Les numérateurs partiels PNj dans I'Eq. (3.43) sont

S m—1

sélectionnés & partir du numérateur N pour confirmer la relation suivante :

PNy = Fi(f*)*(Bo) [*(Eay) - f*(Esyy) (3.46)

ot Fy(f*) sont les facteurs de PNy qui ne dépendent pas de E,, ..., E

) SM

A partir de 'Eq. (3.44) et de 'Eq. (3.46), nous pouvons transformer la fraction g—; en

les formes suivantes :

=1

—(Es, . N L. e, .
fT(Ey) 1 < j < M peuvent étre écrites sous forme de différences divisées

Les fractions ———4—
1,2, Di(Es;)

d’ordre r;. Ensuite, la forme finale de la fraction g—; est :
N M
T + —
— = F E; . dy,....d,. 4
B }kj b(f )}_[lf[ sy dyy) (348)

ot dy,...,d,;; 1 < j < M sont définis dans I'Eq. (3.48).
Les concepts précédents contribuent a proposer des stratégies algorithmiques de calcul

alternatives. Nous appelons cette approche la théorie de la perturbation a plusieurs de
corps avec différences divisées (DD-MBPT).

3.5 Procédure algorithmique de la DD-MBPT

En résumé, les étapes algorithmiques pour calculer 1’énergie libre a des températures

finies et élevées sont illustrées comme suit :
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1. Générer tous les diagrammes de type vide de Hugenholtz essentiellement distincts
d’ordre n. Dans ce cas, nous utilisons notre algorithme rapide précédent [38]. Ici, le
nombre total de sommets Ny et d’arétes Ng de chaque diagramme généré G(V, E)
est respectivement Ny = n, et Ny = 2n. Les arétes du diagramme G(V, E') sont

étiquetées sous forme d’entiers non signés;

2. Utiliser la recherche en profondeur d’abord (DFS) pour trouver un arbre cou-
vrant arbitraire Fg,, Fs,, ..., Es | du diagramme G, appelé arbre diviseur DT
L’ensemble de DT est arrangé dans l'ordre croissant s; < s9 < ... < S,_1;

3. Relabeler les sommets du diagramme G selon 'ordre des sommets rencontrés dans
la recherche DFS. Cette étape aide & garantir que chaque sommet v; du diagramme

G est connecté au sommet précédent v;_1 ;

4. Représenter chaque aréte du diagramme G(E, V') sous forme binaire, c¢’est-a-dire
E, = 2k—1 ;

5. Sélectionner la premiére branche s; de DT et générer tous les arbres couvrants
dont les branches ne contiennent pas s, mais avec la condition suivante : si ’arbre
couvrant généré contient certaines branches de DT, alors la coupure fondamentale

de ces branches doit traverser une ou plusieurs des autres cordes restantes de DT';

6. Utiliser la décomposition en fractions partielles dans laquelle les ensembles de dé-
nominateurs Dy, ..., D, contiennent la branche sq, et Dy, 11, ..., D, contiennent la

branche s, ou sy, et ainsi de suite.

Par conséquent, la contribution Q¢ du diagramme G peut étre écrite comme suit :

M
O =" fONE).. fONE) [ f B dis v ] (3.49)

k=1

Le >, dans I'Eq. (3.48) est la somme sur toutes les fractions résultant du processus
des fractions partielles a 'étape (6). Le nombre entier r, = n; — my est le rang de la
branche d’énergie E;, € DT, ou n; est le nombre de fois o I'énergie Fy, apparait dans
le dénominateur D = D Ds...D,_;, et my, est le nombre de fois ou £, est présente avec
I'une des branches précédentes E;,, E;,, ..., s, , dans le méme dénominateur D;. Tous les

rangs 1 satisfont la condition suivante :

i
L

r,=n—1 (3.50)

B
Il
—

La fonction f~YE;,,dy, ..., d,,]| dans I'Eq. (3.48) est la différence divisée de f~(z).
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La relation récursive de la différence divisée est définie par :

Foled = f9%es) (3.51)
Flesd] = lel=r@)
Bes)—tanh(£ 1
=1 (tanhb o)-tonh(yd >> (3.52)
Et pour r > 2 :
e, diy oy doi] = [ [di,da, - d,
Flensondy] = L L2 el]_ df ldr, da, .., ] (3.53)

Maintenant, nous pouvons trouver le développement en série & haute température de la

différence divisée Eq. (3.42) sous forme d’une somme infinie de l'ordre 8 directement

1 3"
f‘[es,...,dr]:—§Z%en > ehapdl (3.54)

koki...kr

Ici, d; est le dénominateur D; sans e, c’est-a-dire d; = e, F Dj, ot le signe - (+) indique
si es est dans la méme direction (direction opposée) de la branche e;.
Les coefficients e, sont les nombres d’Euler définis par la relation Eq. (3.30).

Enfin, les entiers k; > 0 sont sélectionnés selon la relation suivante :

> ki=n-—r (3.55)
=0

Comme nous pouvons le voir, application directe de la relation Eq.(3.54) peut évaluer
la contribution Eq.(3.49) a haute température trés efficacement.

A température finie, la reformulation de la contribution Q& sous la forme de I'Eq.(3.49)
aide a éviter le probléme des poles dans les fractions lors du calcul d’intégrales numériques
sur le moment Dp. Dans certains cas, la relation de différence divisée Eq.(3.53) peut étre
utilisée pour intégrer numériquement et interpoler la contribution Eq.(3.49) de maniére
récursive.

En appliquant I'algorithme suggéré, nous pouvons formuler n’importe quel ordre sou-
haité de Q sous forme de termes de différence divisée. A cette fin, nous fournissons la série
de €2 jusqu’a l'ordre 5 dans le matériel supplémentaire.

Un des plus grands avantages de cette méthode est lorsque nous pouvons formuler

certains types de diagrammes dans une relation récursive. Pour cette raison, nous avons
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constaté que la contribution des diagrammes de type échelle de Hugenholtz Q) (comme
les graphes G, G} et G dans Fig.(3.1)) et la contribution des diagrammes de type boucle
de Hugenholtz (comme les graphes G2 et G} dans Fig.(3.1)) peuvent étre écrites comme

suit :
=1 =1
0o = - +Otdp, - ~Q-dP, .
>, [ via +30 [ vie (3.56)

ou la formule générale des potentiels d’échelle V' et de boucle V= est définie comme

+ _— 1 y/pon—1,p2 n—1 1 ,P2:—1,P2i

Vn T o4n ‘/;311722 ban Hi:l %2i+1,p2i+2 (357)
- = _1 Pon_1,p2 TTP—1 1/P2i—1,P2i+2

Vo = an+l ‘/pthn Hi:l Vi1 pai (3.58)

La contribution de I'échelle QF et de la boucle €, au grand potentiel est généralisée

comme suit

or=1] (tanh (ngm) + tanh (gEm)) Bla¥, vy, .., 1 (3.59)

i=1

ou la variable xf, 1 <i < n, est définie sous la forme suivante

x@i =k, tE

Pp2i—1

(3.60)

La fonction BlaT, 23, ..., xE] dans I'Eq. (3.59) est la différence divisée de la distribution
de Bose-Einstein : .

B(x) = 3.61

()= (3.61)

L’intégration dans 'Eq. (3.56) est sur toutes les variables de moment dP, = dp,dps...dpa;,.

3.6 Développement en série a haute température du
modéle de spin 1/2 Heisenberg XXZ

Le Hamiltonien le plus simple du modéle interactif est la chaine de spin Heisenberg 1/2.
Dans le cas général, le modéle XXZ unidimensionnel en présence d'un champ magnétique

externe h peut étre écrit comme suit :

N

N N
D (SF S + 5,85 = JAY  SiSiy —2h ) S; (3.62)

H=-

N |
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ot Sif =S¢ +4S}. En utilisant la transformation de Jordan-Wigner [63], le Hamiltonien
Eq.(3.62) peut étre écrit en termes des opérateurs fermioniques ¢ et ¢ . En appliquant la
transformée de Fourier & ces opérateurs ¢, = —< 3 eiNPkac et ¢f = =, iR ket
le Hamiltonien Eq.(3.62) peut étre exprimé sous la méme forme que les systémes a deux
corps interactifs Eq. (3.1). Ou I’énergie des quasi-particules €, et le potentiel V"7 sont

écrits comme suit :

ep = JA —2h — Jcos(p) (3.63)

VnZ‘; = —4JAsin (%) sin (l—Tm) Orts.mtl (3.64)

OU O,45m+ représente le delta de Kronecker et p, 7, s,m,l € [—m, .
En appliquant le potentiel Eq.(3.64) dans I’équation de Hartree-Fock Eq.(3.8), 'énergie

Eq. (3.7) peut étre formulée comme suit :

E,(8) = A(B) + B(B) cos(p) (3.65)

ou : JA [T 5
A(B) = —2h + g/_ tanh <§Eq(ﬁ)> dg (3.66)
B(p)=—-J— % _Tr tanh <§Eq(ﬁ)) cos(q)dq (3.67)

Dans le développement en série a haute température, nous supposons que A(8) = Y2, a; 5"
et B(B) =Y oy bi3" et les substituons dans les équations Eq.(3.66) et Eq.(3.67). Ensuite,
nous pouvons obtenir les équations qui déterminent les séries A(fS) et B(f) de maniére
récursive en comparant le méme ordre de [ dans le coté gauche et droit. Par exemple,
nous avons ag = —2h, by = —J, a1 = —JhA, by = ATJQ,... De cette maniére, nous pouvons
calculer n’importe quel ordre de ’énergie de Hartree-Fock Eq.(3.65) avec un code simple
en Mathematica.

Le développement en série a haute température de 1'énergie libre peut étre calculé
directement a I’aide de Palgorithme décrit dans la section (3.5). Chaque contribution Qg
des diagrammes de Hugenholtz G a 'ordre n est un polynéme multivarié des énergies de
Hartree-Fock E,,, Ep,, ..., Ey,, et du potentiel [[_, V7. En fait, les variables restantes
dans Q% sont n + 1 parmi 2n. Cette réduction résulte de I'application du delta de Kro-
necker 0,4, m,+1,, mais les méthodes d’intégration traditionnelles ont des difficultés lors
de son utilisation pour intégrer 'ensemble des n + 1 variables dans les domaines [—, 7].
Dans ce cas, nous utilisons la méthode suivante pour simplifier I'intégration.

Nous pouvons écrire I'expression de 1'énergie de Hartree-Fock Eq.(3.65) et du potentiel
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Eq.(3.64) sous les formes suivantes :

B(p _
5, = A8 + 21 51 (5.68)
Vﬂi’j = ‘]A(ZT - ZS)(Zm - Zl)(Zrzszmzl)_1/25r+s,m+l (369)

ol z = e'*.

Aprés avoir remplacé la relation de Eq.(3.56) et Eq.(3.57) dans I'expression de Q%
cette derniére sera un polynéme multivarié en termes de variables 2, , 2, , ..., Zn+1. Lors de
intégration de Q% sur une variable, disons py, il suffit de trouver le coefficient constant
ag du polynéme P(z, ) =>._, aizzi .- Bien siir, ce coefficient contient les autres variables.
En d’autres termes :

1 /7

- QE (21 Zpas oos Zpred )AL = Q0 (Zps ey Zpris) (3.70)

De la méme maniére, nous répétons la procédure d’intégration Eq.(3.70) sur les autres
variables ps, ..., p,i1. Cette méthode est plus rapide que I'intégration ordinaire car nous
G

n ?

n’avons pas besoin d’expanser ’expression de 27i, ce qui prend beaucoup de temps et
d’espace.

Enfin, nous avons trouvé le sixiéme ordre de I’énergie libre a haute température en
implémentant I’algorithme ci-dessus et la procédure d’intégration Eq.(3.70) en Mathema-

tica.

log2)  JA o, JAB? (T R
= T+T+5< PR A R el 7 Ry

g—j’ (%4—%(N—l)h%]%r;—f2 (A4+8A2+6)> +
Ji!ﬁ4 (4h4 - ¥ (A2-3) - % (A2 + 2)) +
3(555!) (—8h6 N 15}2&]2 (1342 — 1) - 15;L;J4 (A* = 2A? 4+ 6) — 1£4 (2A° 4 36A* — 15A% + 40)) +
%!66 (—68h6 + ﬁ (40A% — 39) — 322]4 (A" +5A% +15) + 1£ 7 (3447 4+ 194A° + 165))

(3.71)

Le résultat de Eq.(3.70) pour A =1 (chaine Heisenberg XXX) coincide entiérement avec
les travaux de [64]. Nous remarquons également que les coefficients jusqu’a lordre /3
concordent avec ceux donnés dans [65].

Nous montrons dans la Fig.(3.3) la série simple (PS) de la susceptibilité magnétique
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Figure 3.3: Susceptibilité magnétique de la chaine Heisenberg XXZ pour A = 0.1, A = 0.2,
A=03etA=10ah=0

X = —3278 a champ magnétique nul jusqu’a l'ordre 10 avec ’application de I’approximation

de Padé standard [5,5] (PD55) pour notre PS. Nous comparons la solution numérique de
X obtenue a partir de la méthode exacte QTM (Quantum Transfer Matrix) [66]. De la
Fig.(3.3), nous constatons que l’approximation de Padé montre une bonne coincidence
avec les données de QTM. Nous notons également que l'erreur relative entre QTM et
PD55 augmente avec 'augmentation des valeurs de A, mais PD55 suit la méme courbe
que QTM .

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé les bases analytiques de la théorie de la perturbation
a plusieurs corps a température finie, en mettant en évidence les défis liés au traitement
numeérique des séries diagrammatiques. L’introduction des représentations de Hugenholtz,
des outils issus de la théorie des graphes, et des développements a haute température
permet de simplifier significativement les calculs. Ces méthodes seront déterminantes pour

I’étude des modéles fortement corrélés dans les chapitres suivants.
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Chapitre 4

Modéle de Hubbard a deux dimensions

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a l'application concréte de la théorie de perturbation a plu-
sieurs corps au modeéle de Hubbard bidimensionnel & température finie. Aprés avoir établi
les fondements théoriques et méthodologiques dans les chapitres précédents, nous abor-
dons ici une stratégie de calcul systématique des propriétés thermodynamiques, basée
sur une manipulation symbolique des diagrammes de Hugenholtz. Cette méthode permet
une reformulation efficace des contributions perturbatives a 'aide des différences divisées,
réduisant considérablement la complexité numérique. L’objectif principal de ce chapitre
est d’extraire, avec précision et rapidité, les coefficients d’expansion du potentiel grand
canonique ainsi que d’autres grandeurs physiques pertinentes, telles que la susceptibilité
magnétique et la capacité thermique, dans un régime de demi-remplissage. Les résul-
tats obtenus offrent un éclairage nouveau sur les comportements thermodynamiques du
systéme étudié et illustrent la puissance des approches analytiques dans le contexte des

systémes fortement corrélés.
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Le hamiltonien grand canonique du modéle de Hubbard en deux dimensions, en pré-

sence d'un champ magnétique externe h dirigé selon 'axe z, s’écrit :

H =) (e +ho - wafa, + LS vral ol apay, (4.1)

p p1234

L’énergie des quasi-particules ¢, et le potentiel d’interaction VP2 en deux dimensions

sont donnés par :
£ko = —2t(cos(k;) + cos(ky)) (4.2)

V;g%? - U(60103502U4 - 6010450203)6k1+k2,k3+k4 (43)

Les indices p; (pour i = 1,2,3,4) représentent l'impulsion k; et le spin o; = {1,]},
c’est-a-dire p; = (k;, 0;), et en deux dimensions k; = (k;,, ki,). Les opérateurs a;[, et
a, satisfont les relations d’anticommutation {aj,aj} = 0;;. Ici, p désigne le potentiel
chimique. De plus, le potentiel d’interaction VPP dans l'équation (4.3) comprend des
contributions provenant a la fois des termes directs et d’échange.

Les propriétés thermodynamiques de ce systéme a température finie peuvent étre dé-
terminées en évaluant le potentiel grand canonique €2, lequel est formulé comme une

somme de contributions provenant des diagrammes de Hugenholtz du vide [61,67] :

Q=Qur+) Q (4.4)

n=2

ou la contribution de Hartree-Fock Qgp est la somme des diagrammes en tétard. La
contribution d’ordre n, notée (,,, est la somme des contributions de ’ensemble des N

diagrammes du vide réductibles générés a l’ordre n.

N
Q,=> (4.5)
=1

Ici, Q! représente la contribution du i-iéme diagramme de Hugenholtz a 1'ordre n.
Déterminer le nombre de diagrammes N a l'ordre n est une tache difficile en raison de
la croissance factorielle du nombre de diagrammes avec I'augmentation de n. Cependant,
plusieurs algorithmes ont été développés pour relever ce défi. Parmi eux, ’algorithme
EDHD 38| se distingue particuliérement par sa rapidité, car il permet de générer les dia-
grammes irréductibles ainsi que leurs facteurs de symétrie S en moins de deux minutes
a 'ordre 10, sur un ordinateur domestique standard. Cet algorithme élimine efficacement
les diagrammes déconnectés, ignore les diagrammes en tétard, et ne génére que des dia-

grammes distincts (c’est-a-dire sans équivalents).
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Il est important de souligner que ces diagrammes sont produits dans la représentation
de Hugenholtz, laquelle peut étre développée en 2" diagrammes de Feynman a l'ordre n.
Une fois tous les diagrammes distincts générés, ’étape suivante consiste a calculer les
intégrales sur les temps imaginaires. Par souci de simplicité, le processus commence par
la contribution la plus directe, le terme de Hartree-Fock Qg p. Celui-ci s’exprime comme
la somme du terme d’ordre zéro {2y et du terme d’ordre un €2; dans le développement en

série du potentiel grand canonique :
1
Quprp = —= Z /log[l + exp(—fEk,)] dk
> / [ Vit (B I (B )i (1.6

0'170'2

ot p; = (kjo0;), et B = — désigne I'inverse de la température, avec kp la constante de
Boltzmann et T la temperature absolue.

Le facteur statistique f~(F) représente la distribution de Fermi-Dirac frp(E) =
m multipliée par un signe négatif, c’est-a-dire f~(F) = —fpp(F). Cette fonc-
tion décrit la densité de probabilité qu’'un état d’énergie F soit occupé par une particule.
En revanche, fT(E) = f~(E) + 1 représente la densité de probabilité que ce méme état

d’énergie E soit occupé par un trou :

F1

FHE) = 17 exp(+0E,) (47)

L’énergie de Hartree-Fock Ej, est la somme de toutes les contributions provenant des
diagrammes de self-énergie en boucle de type "tétard" (tadpole), et peut étre simplifiée

sous la forme de I’équation intégrale non linéaire suivante :

Vkak o’

dk, ko-kll
= ho — 4.8
—entho— ;/ ST et (438)

En substituant kagg;f,;o// par sa définition donnée dans ’Equation (4.3) et en sommant

sur les spins o', I'énergie de Hartree-Fock peut s’exprimer comme suit :
Fxo =k +ho — p+U(ng) (4.9)
ot | =T et T =J.

Les diagrammes restants incluent cette énergie dans leurs lignes de propagateur aprés

résolution de I’énergie de Hartree-Fock. L’évaluation des intégrales sur le temps imaginaire
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pour les contributions € constitue un défi majeur, nécessitant souvent 'utilisation de
techniques d’intégration par contour [68-70]. L’approche introduite dans [61] propose une
méthode systématique pour calculer € en s’appuyant sur des algorithmes élémentaires
issus de la théorie des graphes afin de traiter la complexité de la théorie des perturbations
a plusieurs corps a température finie.

Cette technique examine les diagrammes G, qui sont composés de n sommets et de
2n arétes. Ces arétes sont associées a un ensemble d’énergies {E1, Ea, ..., Fo,} et a des
entiers positifs {n1,ms,..., 12, }, appelés coefficients des arétes.

Dans de tels diagrammes, il est possible de générer un ensemble d’arbres couvrants.
Chaque arbre couvrant, représenté par 7'(n,n — 1), contient tous les n sommets et n — 1
arétes de G* , appelées branches. La condition principale pour ces branches est qu’elles ne
doivent former aucun cycle.

Une fois qu’un arbre couvrant 7'(n,n — 1) est construit, les n + 1 arétes restantes du
diagramme G, appelées cordes, forment une structure complémentaire notée T*(n, n+1).
Cette représentation duale permet de décomposer le diagramme en deux sous-structures
interconnectées : 'arbre couvrant et ses cordes complémentaires.

En utilisant cette méthode, la contribution QY peut étre exprimée de maniére systé-
matique en fonction de ces arbres couvrants et de leurs cordes complémentaires. Cette

%
n?

approche simplifie non seulement ’analyse de G!, mais elle fournit également une voie
claire pour le calcul des contributions diagrammatiques en exploitant les propriétés to-
pologiques des arbres et des cordes. Un tel cadre est particuliérement avantageux pour
réduire la complexité computationnelle et améliorer la compréhension des mécanismes
physiques sous-jacents.

La contribution obtenue 2! peut désormais s’exprimer sous la forme suivante :

n+l fSign(nj+Zr1 Nrqy *ZTQ nr2) (Ebj)

ur | Py
0 = O3
SZL ; 1_[j=11 (Esj + ZT‘l Erl o Z7"2 ET2)

(4.10)

ot S! est le facteur de symétrie du diagramme i, et la sommation Y . est effectuée sur
tous les arbres couvrants T' du diagramme G (n, 2n).

Dans chaque arbre couvrant 7', les énergies £, (avec 1 < j < n — 1) qui apparaissent
au dénominateur de I'Equation (4.10) correspondent aux branches de T'. En revanche, les
énergies By, (avec 1 < j < n+1) figurant au numérateur de 'Equation (4.10) représentent
les cordes de I'arbre complémentaire 7.

Le terme ) E, (Zrz Em) représente l’énergie totale traversant la coupure fonda-

mentale associée a la branche Ej, . Cette énergie peut circuler dans le méme sens ou dans
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le sens oppos¢ a celui de ..

Par ailleurs, n;, Zm Mry, €1 Zm 7y, désignent les coefficients des arétes du cycle fonda-
mental. Ici, > 7, représente le coefficient total des branches rencontrées dans le méme
sens que 7;, tandis que ng 7y, correspond au coeflicient total des branches orientées dans
le sens opposé a ;.

La quantité O; = n; + Zm Nry — Zrz N, €st appelée l'orientation totale du cycle. Le
terme Sign([0,]) dans I'exposant de f582(95) indique son signe.

Dans la Fig. (4.1), nous présentons un exemple illustratif du déroulement essentiel de
I’algorithme. Les coupures fondamentales définissent le dénominateur dans la contribution
de l'arbre couvrant 77, avec les expressions suivantes : Dy = ) + Fyy — Fyg — Fi2,D5 =
Ey + Er — FE5 — FEy0,D3 = B3+ Eg + By — Es — Eg — E11,Dy = Ey + Eg — Eg — E2 and
Dg = Es + E7 — Ey — Ey1. La contribution totale de ces coupures est donnée par : Dy, =
D1D>DsD,Dg. En revanche, les cycles fondamentaux associés & T; peuvent également
étre générés et utilisés pour définir les orientations totales. Dans cet exemple, ils sont :
Os =05+ 03+ 12, O = 16 —Na — 13, Or = 17 — 2 — 3 — 1, Og = g + 1 + 13 + 1
O10 = No+m+72, O11 = m1+ns+n13—m1 et O12 = M2+ +n4. Le numérateur déduit de
Ty est :Np, = f50 ’ é) 6 f70 7 fg ? floolo flol11 fg”. Finalement, la contribution de I’arbre couvrant
Ty est : Qp = g—g .La méme technique est utilisée pour déterminer les contributions des
autres arbres couvrants Tb, T3, ..., T, . La contribution du graphe G est la somme de
toutes ces contributions d’arbres couvrants : (g, = 2?251 Qr,. Les valeurs entieres n; > 0
(qui ne sont pas nécessairement uniques) peuvent étre obtenues en énumérant tous les
cycles du graphe (G, sous la condition que les orientations totales de ces cycles ne soient
pas nulles, c¢’est-a-dire O; # 0.

Comme on l'observe dans 'Eq. (4.10), le défi d’intégrer a la fois sur l'espace et le
temps a été simplifié en une intégration sur ’espace uniquement. Cependant, le calcul
des intégrales correspondant a la contribution décrite dans 'Eq. (4.10) pour chaque arbre
couvrant individuellement peut entrainer ’apparition de poles dans les dénominateurs, ce
qui complique davantage le probléme.

Par exemple, lorsque le dénominateur dans la contribution d’un arbre couvrant s’an-
nule au cours de l'intégration (c’est-a-dire lorsque H;:ll (B, +>,, B — >, Ery) = 0),
des instabilités numériques apparaissent dans les résultats. Ces instabilités deviennent de
plus en plus séveéres aux ordres élevés de la théorie a plusieurs corps.

Pour relever ce défi, nous avons récemment développé un algorithme innovant [67]
qui contourne efficacement ces problémes. L’idée clé consiste a reformuler 'Eq. (4.10) en
utilisant les différences divisées, ce qui garantit la stabilité de I'intégration. Considérons

la différence divisée d’ordre un : flz,y] = %f;(y) Lorsque x = y, nous utilisons le
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|l':l

i

I'|'||_I'|.|_E}

Figure 4.1: Exemple de déroulement pour un diagramme de Hugenholtz dans le vide. (a) Le
graphe G correspond & un diagramme de Hugenholtz dans le vide comportant 6 sommets et 12
arétes, noté G(6,12). Chaque aréte i de G est caractérisée par deux paramétres fondamentaux :
I'énergie E; et le coefficient d’aréte 7;. (b) L’ensemble des arbres couvrants du graphe G(6,10)
(lignes bleues, appelées branches) avec leurs co-arbres associés (lignes rouges, appelées cordes), ot
ns est le nombre d’arbres couvrants générés. (c) Les coupures fondamentales de arbre couvrant
T sont représentées par des cercles en pointillés. (D1, Dy, D3, Dy, and Dsg)
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df

cas limite : lim,_,, flz,y] = & , ce qui transforme ’expression problématique en une

évaluation bien définie de la dérivée.

Cette approche présente trois avantages majeurs :
1. Elle régularise automatiquement les singularités de pole.

2. Elle génére des intégrandes plus lisses, facilitant ainsi un calcul numérique plus

fiable.

3. Elle permet une génération efficace d’expressions analytiques pour les développe-
ments en haute température des contributions des diagrammes de vide, comme

nous le démontrons dans la section suivante.

La forme générale de cette contribution stabilisée peut s’exprimer comme :
o n
Qi = §ZDJ- (4.11)

ou Np désigne le nombre de différences divisées, et chaque D; est donné par la forme

suivante : »
D= [TL5 Byl ) T] 41 IDp (4.12)

i=1 i=r+1
Dans cette équation, f~[zq,xs,...,xx] représente la différence divisée (voir A.1) de la

distribution de Fermi-Dirac.
Les énergies F), , correspondent aux branches de I'arbre couvrant sélectionné, tandis
1

que d{m (pour 1 < r < m;) est défini comme :

dg,r - Epmi, = Z By — Z Ly, (4.13)

lESin 1€Sout

Les indices d’énergie du membre de droite dans 1'Eq. (4.13) sont déterminés par la conser-

k=) k (4.14)

1€Sin 1€Sout

vation de I'impulsion :

Ici, Sy, et Soue représentent respectivement les cordes entrantes et sortantes. La valeur de

m; est choisie selon la condition suivante :

Zmi:n—l; 1<mi<msy...<m,<n-1 (4.15)
=1

L’intégrale dans 'Eq. (4.12) inclut a la fois I'intégration sur I'impulsion et la sommation
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sur le spin :

dklde dK,
/Dp —= Z /_7r ey (4.16)

sSnp1=T1

4.2 Développements en série a haute température

Tout d’abord, en partant de ’énergie de Hartree-Fock de I'Eq. (4.9), cette énergie peut

étre réécrite sous la forme suivante :
Eyo = —2t(cos(k,) + cos(ky)) + Ay (4.17)

Ou A, = ho — u+ U(ngs).
L’amplitude A, est une fonction de (3, et & haute température, elle peut étre exprimée

sous la forme d’une série :

Ay =) a; 0B (4.18)
i=0
Les valeurs initiales peuvent étre déterminées en substituant (ns(8 = 0)) = 3. Donc :
U
aogzho—u—l—E (4.19)

Nous pouvons maintenant trouver les coefficients a;, en substituant le polynome de
'Eq. (4.18) dans l'expression de 1’énergie de 1'Eq. (4.17), puis en remplagant cette éner-
gie dans (ns) et en appliquant le développement en série de Maclaurin de cette fonction.
Enfin, nous comparons les coefficients ordre par ordre. De cette maniére, nous pouvons dé-
terminer tout ordre souhaité de A,. Pour validation, nous fournissons les quatre premiers

ordres :

1
A, = agy, — ZBUaOU ﬁ2U2a00 — @53@00 (—48¢% +3U% —4af ;) + ... (4.20)

Nous pouvons maintenant calculer la contribution du terme de Hartree-Fock, Qgp, en
substituant Ey, dans I'Eq. (4.6).

Le processus de calcul des contributions €2,,, n > 2, est facilité par notre code symbo-
lique Mathematica (DD-MBPT) [67]. Ce code est congu pour générer automatiquement
I’expression analytique de la contribution de chaque diagramme de Hugenholtz sous forme
de différence divisée, englobant ainsi tous les processus décrits dans la section précédente.

La reformulation de la différence divisée est applicable & tout modeéle d’interaction
a deux corps, qu’il soit fermionique ou bosonique. Dans cette approche, nous générons

d’abord les diagrammes de Hugenholtz du vide G(n,2n) (avec n sommets et 2n arétes
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associées), ainsi que leurs facteurs de symétrie. Cela peut étre réalisé dans des temps de
calcul raisonnables (par exemple, ne dépassant pas deux minutes pour n = 10).

L’étape suivante consiste a générer des arbres couvrants pour chaque diagramme du
vide. Cela nous permet d’évaluer directement la contribution de chaque diagramme du
vide et d’exprimer les résultats analytiques sous forme fractionnaire. La derniére étape
consiste a reformuler ces fractions en différences divisées, ce qui adoucit les contributions
avant de réaliser les intégrations spatiales.

Puisque ces étapes sont universelles pour tout modéle de Hamiltonien & deux corps,
nous recommandons de les pré-évaluer et de rendre les résultats facilement accessibles aux
lecteurs.

La version précédente de DD-MBPT était limitée au sixiéme ordre; dans ce travail,
nous I’étendons également pour couvrir le septiéme ordre de MBPT. Chaque contribution
générée de 'ordre n > 2 est enregistrée sous forme de données texte, ot les données sont
encodées sous forme d’entiers non signés représentant les potentiels et énergies appropriés
des différences divisées. Le code est disponible sur notre page GitHub [71]. Des ordres
supérieurs au septieme dans MBPT sont également disponibles; cependant, en raison de
la grande taille des données (environ 10 Go pour le huitiéme ordre), nous ne pouvons
pas les télécharger sur le dépot GitHub. Ces données peuvent étre fournies sur demande
raisonnable. Le programme utilisé pour générer ces données est en développement afin
d’améliorer la faisabilité et d’accélérer la génération des données.

Apreés avoir généré €2,,, nous calculons les intégrales sur le moment k; et la somme sur
les spins s;. Ces calculs peuvent étre effectués a une température donnée en utilisant des
méthodes d’intégration numérique, telles que les algorithmes de Monte Carlo ou des algo-
rithmes de quadrature comme la quadrature de Gauss-Kronrod. Ce dernier est adapté en
raison de la régularité des formules de différences divisées. Etant donné le temps de calcul
important nécessaire pour évaluer ces intégrales, ce travail se concentre sur 'utilisation
de lexpansion a haute température (HTS).

Les formes de différence divisée peuvent étre directement développées dans le cadre
HTS en utilisant I'identité donnée par I’équation (B.4). Nous fournissons les détails concer-
nant la génération et le calcul des intégrales d’ordre supérieur €25 dans (B.1), cet exemple

étant applicable a d’autres contributions jusqu’a l'ordre sept de la MBPT O(U®).
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4.3 Séries haute température exactes pour le modéle de
Hubbard 2D : applications aux observables thermo-
dynamiques

Pour automatiser le processus de calcul, nous avons développé un code Mathematica
congu pour générer le HT'S pour le modéle de Hubbard bidimensionnel. Ce code, disponible
sur notre page GitHub [72], peut produire des résultats analytiques pour le HTS jusqu’a
n’importe quel ordre souhaité en termes de (3, mais est limité & l'ordre sept en U. En
utilisant ce code, I'expression exacte de la série analytique pour le potentiel grand jusqu’a

I'ordre huit a la fois en U et (3 est :

2 2 2
Q:_%jL%_%_B(CN;& +g—2) +%B2CQU
ci + 243t + 72¢0 *U* U* cd+24¢*  U?
+53(1 199 LY +3072)_5402U<1w2 +ﬁ)
g (c? +60c}? 4 540ct" + 800 | (1563 +20c” + 492t U 2"
2830 7630 640
Us 288014 + 300c2(% + 6¢t + 52 (36042 + 5¢2) U?
+184320) + 8l ( 0 T ( 460801>
Ut - (17 (11200245 + 2520cH* + 112632 + 3 + 9800£%)
+30720) +h < 645120
(140 (¢} — 3063) #* — 1053 + 369671 + 323201°) U
322560
| (=356 + 2863 + 2108) U 17°U° | 17U )
430080 322560 ' 165150720
4 B, (—155680t6 — 30660c2¢1 — 28 (57ct + 40c2) 2 — 2 (17¢! — 3¢2)
322560
| (583801 — 252063 — 7 (3¢} — 203)) U? | (=952 — 7 Ut 17U° )
1935360 2580480 20643840
(4.21)
ou ¢ et b sont définis comme suit :
cf = ag; +ag,
¢3 = (aoao,)" (4.22)

Les constantes ag, sont définies dans 1'équation (4.19).

Les coefficients dans ’expansion en U et 3 de €) restent exacts pour toutes les valeurs
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données des paramétres (t, U, u, et h).

L’expression de 1'équation (B.6) sert de base polyvalente pour la détermination des
quantités thermodynamiques a I’équilibre thermique dans le régime de haute température.
Sa nature exacte garantit la précision sur une large gamme de paramétres physiques, la
rendant adaptée a ’analyse du systéme dans divers cas limites. Les propriétés de conver-
gence de 'expansion en 3 sont particuliérement avantageuses pour I’étude des systémes
ou les méthodes numériques directes peuvent rencontrer des difficultés en raison de la
sensibilité aux paramétres.

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur trois quantités physiques : I'énergie :

op

2 . . . . . .,
X =— (%) . Ces quantités fournissent des informations essentielles sur les proprié-
h=0

E = % (692), la capacité calorifique, C, = —,8% < 2@> et la susceptibilité magnétique

tés thermiques et magnétiques du systéme, établissant une connexion directe entre les
prédictions théoriques et les observables expérimentales.

Nous commencons par examiner la convergence de la série donnée par ’équation (4.2)
entre deux termes successifs d’ordre supérieur, O(U") et O(U®). La Fig. (4.2) illustre le
comportement de la convergence de ’énergie F a demi-remplissage pour différentes inten-
sités d’interaction U. Comme le montrent les sous-figures Fig. (4.2) (a) et Fig. (4.2) (b),
I'erreur maximale de troncature est de I'ordre de 10~7 pour U = 1 et 10~* pour U = 2.
Pour des intensités d’interaction plus grandes (U = 3,4,5), l'erreur augmente, comme le
montre la sous-figure Fig. (4.2) (c). Cependant, cette erreur diminue considérablement
pour des températures 7' > 1, confirmant ainsi la convergence de la série de ’équation
(4.21) jusqu'a O(U®). De plus, la sous-figure Fig. (4.2) (d) montre que l'expansion sup-
plémentaire en 3~! peut encore réduire I'erreur.

Fig. (4.3), montre ’énergie par site en fonction de T pour différentes valeurs de
U = 2,4,8 avec t = 1, en utilisant le (HTS) Eq. (B.6) et approximé par la méthode
de Padé. Pour valider ces résultats, nous incluons également les données de Monte Carlo
quantique (QMC) issues de |73, 74|, qui montrent un excellent accord pour 7' > 0.6. Les
écarts observés pour 7' < 0.6 sont dus aux limitations de I’expansion en série a basses
températures. Pour résoudre ce probléme, nous avons étendu la série jusqu’au 13™¢ ordre
en température & demi-remplissage (voir B.3) et jusqu’au 4™¢ ordre en U. La Fig. 4.2d
présente les résultats améliorés pour U = 2, qui montrent un accord nettement meilleur
avec les données QMC de [73].

La capacité calorifique et la susceptibilité magnétique par site pour U = 2 et U = 4
a demi-remplissage et ¢ = 1 sont montrées dans les Figs. (4.3, 4.4), et (4.5). Des données
de QMC [73,74] et de la méthode Lanczos a température finie (FTLM) [75] sont fournies

pour comparaison. Comme le montre la figure, il y a un excellent accord entre les données
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Figure 4.2: La différence entre deux ordres successifs pour I’approximation de Padé de I’énergie
a demi-remplissage et ¢t = 1. (a), (b) et (c) La différence entre I'ordre huit de la théorie a plusieurs
corps O(3%,U®) et Pordre sept O(B%,U7) pour différentes valeurs de U. (d) La différence entre
I'ordre quatre de la théorie a plusieurs corps O(3%, U#) et I'ordre deux O(3%, U?) (courbe orange)
de la série de I’équation(4.21), alo(d) La différence entre l'ordre quatre de la théorie a plusieurs
corps O(B%,U%) et 'ordre deux O(B%,U?) (courbe orange) de la série de 'équation, ainsi qu'une
comparaison avec la différence entre les ordres O(B'3,U%) et O(3'3,U?) (courbe bleue) de la
série. (B.3) pour U =1

HTS et QMC pour T" > 0.75. Pour obtenir une plus grande précision, la série dans la
Fig.( 4.4) est étendue aux ordres O(3'3, U*) (voir B.3). Cette amélioration garantit que la
série conserve sa précision dans les régions ot les corrections dépendant de la température
deviennent significatives.

Comme observé, I’énergie, la capacité calorifique et la susceptibilité magnétique sont
qualitativement en accord avec les données obtenues a partir des simulations QMC ou
FTLM. Cela confirme non seulement que nous sommes sur la bonne voie pour optimiser
cette méthode, mais montre également que des expansions plus approfondies conduisent a
un meilleur accord. De plus, notre méthode ouvre la voie au développement d’algorithmes
rapides pour étendre la série en termes de température, permettant ainsi d’obtenir des
résultats plus précis qui sont indépendants des simulations QMC ou de taille finie.

Il convient de noter que 'obtention de la série dans I’équation (4.21) prend environ cing
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Figure 4.3: L’énergie F a demi-remplissage et ¢t = 1 en fonction de la température pour U = 2,
U = 4, et U = 8. Les lignes pleines représentent ’approximation de Padé de la série dans
I'équation (B.6)
Les cercles pleins et les étoiles rouges indiquent les données de Monte Carlo issues
de 73] et [74], respectivement.

minutes, tandis que la génération de la série dans (B.3) & demi-remplissage prend environ
trois minutes sur un ordinateur domestique standard (Intel i7 3.4 GHz, 8 Go de RAM)
sans optimisation par multiprocesseur. Cela démontre 'efficacité de notre approche, méme

sur du matériel modeste.

4.4 Comparaison avec d’autres méthodes

Nous comparons notre méthode avec des approches qui calculent directement les gran-
deurs d’intérét dans la limite thermodynamique, telles que le Monte Carlo diagrammatique
(DiagMC) [76-81]. Entre 1998 et 2017, cette méthode a connu des améliorations limitées.
Bien que des efforts aient été faits pour améliorer 1’échantillonnage Monte Carlo et ré-
duire le probléme de signe fermionique [82], les ordres de perturbation réalisables pour le
modeéle de Hubbard sont restés contraints a environ 6 ou 7. Une avancée significative a
eu lieu en 2017 avec I'introduction de ’algorithme Connected Determinant Diagrammatic
Monte Carlo (CDet) [83], qui a ravivé l'intérét pour les approches diagrammatiques. Notre

comparaison se concentre spécifiquement sur cette méthode.
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Figure 4.4: L’énergie E a demi-remplissage en fonction de la température pour t =1 et U = 2.
La ligne pleine représente 'approximation de Padé de la série dans (B.3), tandis que les cercles
pleins indiquent les données de Monte Carlo.

La méthode CDet présente plusieurs avantages clés par rapport aux approches conven-
tionnelles de DiagMC. Tout d’abord, sa complexité de calcul totale pour ’évaluation de
tous les déterminants évolue selon O(3™) [84], ot n est 'ordre & plusieurs corps (le nombre
de sommets). Bien que cela reste exponentiel, cela représente une amélioration substan-
tielle par rapport aux méthodes classiques de DiagMC. De plus, CDet réduit la sévérité du
probléme de signe fermionique, qui passe d’'une échelle factorielle (comme dans le DiagMC
naif) a une échelle exponentielle dans les systémes fermioniques. En outre, en opérant di-
rectement dans la limite thermodynamique, CDet évite les problémes de mise a 1’échelle
de la taille finie qui sont inhérents & des techniques apparentées comme le Monte Carlo
Diagrammatique Déterminant (DDMC). [85-87].

Cependant, la méthode CDet partage des limitations communes aux méthodes de
Monte Carlo quantique (QMC). Plus particuliérement, elle souffre toujours du probléme
de signe fermionique lorsqu’elle est appliquée a des systémes avec des interactions répul-
sives fortes, comme le modéle de Hubbard a grand U/t. Le cott computationnel évolue
selon O(k32%) (1 < k < 2n) [84] par mise a jour, rendant les expansions de haut ordre
prohibitives d’un point de vue computationnel. Méme avec des optimisations, la simula-

tion de systémes a haute dimension ou a bandes multiples reste gourmande en ressources -
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Figure 4.5: La capacité calorifique C, & demi-remplissage en fonction de la température pour
t =1et U = 2. La ligne pleine représente 'approximation de Padé de la série dans I’équation

(B.6)
standis que les étoiles rouges indiquent les données de Monte Carlo issues de [74].

par exemple, atteindre l'ordre n = 11 pour § = 8 nécessite environ 7000 heures CPU [83].
En tant que méthode stochastique, la précision de CDet est fondamentalement limitée,
en particulier & basse température ou les incertitudes statistiques deviennent plus signifi-
catives.

En revanche, notre approche utilise des méthodes algébriques pour filtrer les dia-
grammes Hugenholtz connectés distincts (en excluant les configurations équivalentes),
ainsi que leurs facteurs de symétrie, tandis que CDet élimine uniquement les diagrammes
déconnectés. Nous calculons les contributions en temps imaginaire avec une complexité
d’environ O(3™), puis reformulons ces contributions en différences divisées. Cette refor-
mulation lisse les contributions des diagrammes de vide et permet uniquement une inté-
gration spatiale via un échantillonnage Monte Carlo ou des méthodes déterministes telles
que la quadrature de Gauss-Kronrod [88]| ou la décomposition en tenseur [89]. De plus,
notre algorithme est une méthode basée sur 1’algeébre, ce qui en fait une application utile
pour générer des expressions analytiques des grandeurs thermodynamiques a haute tem-
pérature, comme nous ’avons vu dans ce travail, et permet également une intégration

récursive de certains types de diagrammes [90]. Bien que notre méthode atteigne une
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Figure 4.6: La capacité calorifique C, & demi-remplissage en fonction de la température pour
t = 1 et U = 4. La ligne bleue pleine représente 'approximation de Padé de la série dans
I'équation (4.21), tandis que la ligne verte montre ’approximation de Padé de la série améliorée
dans (B.3). Les étoiles rouges indiquent les données FTLM .

précision supérieure, elle reste a échelle factorielle par rapport a 1’échelle exponentielle
de CDet. Cependant, cette approche est encore en développement. Nous prévoyons qu’en
combinant efficacité de CDet avec la précision de notre méthode, cela conduira a des

avancées significatives dans la résolution des problémes d’électrons fortement corrélés.
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température pour U = 2 et U = 4. Les lignes pleines représentent I’approximation de Padé de la
série dans I’équation (B.6)
, tandis que les cercles pleins sont les données de Monte Carlo issues de [73]

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré le comportement a haute température du modéle
de Hubbard bidimensionnel en utilisant la théorie des perturbations a plusieurs corps basée
sur les différences divisées. En dérivant systématiquement les développements en séries
pour le potentiel grand en huitiéme ordre dans U et /3, nous avons démontré l'efficacité
de notre approche symbolique pour calculer des grandeurs thermodynamiques telles que
I’énergie, la capacité calorifique et la susceptibilité magnétique. Nos résultats ont montré
un excellent accord avec les données de Monte Carlo quantique (QMC) et de la méthode
Lanczos a température finie (FTLM) pour des températures 7' > 0.75, validant la précision
et la fiabilité de notre méthode.

L’efficacité computationnelle de notre approche, illustrée par les temps de calcul courts
sur un ordinateur standard a domicile, souligne son potentiel pour s’adapter a des ordres
plus élevés ou des modeéles plus complexes.

En regardant vers l'avenir, ce travail ouvre la voie a la conception d’algorithmes plus
rapides pour étendre encore les séries et améliorer la précision. De telles avancées pour-

raient positionner notre méthode comme une alternative viable aux approches stochas-
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tiques telles que le QMC, en particulier pour relever les défis liés aux systémes a taille
finie et d’autres modéles fortement corrélés.

Nos résultats mettent en évidence le potentiel des méthodes symboliques pour faire
avancer I’étude théorique des systémes fortement corrélés. Nous anticipons que ces tech-
niques joueront un role important dans le développement de cadres computationnels effi-

caces pour la physique de la matiére condensée.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons exploré plusieurs aspects clés de la physique théorique,
en particulier & travers le formalisme de la seconde quantification et I’étude des systémes
interactifs en deux dimensions. Nous avons d’abord revisité les principes de la seconde
quantification, en nous appuyant sur la formulation hamiltonienne et les opérateurs de
création et d’annihilation, ce qui nous a permis de développer un modele de Hubbard
bidimensionnel décrivant les interactions entre particules locales et non locales. Ce modéle,
formulé dans le cadre de la seconde quantification, a servi de base pour des analyses
approfondies, notamment dans le régime des expansions a haute température.

Ensuite, nous avons exploité la théorie de la turbulence multi-corps a haute tempéra-
ture pour déterminer les contributions des diagrammes de Feynman et de Hugenholtz a
I’énergie libre. Notre approche a intégré des algorithmes issus de la théorie des graphes,
essentiels pour identifier les arbres couvrants, les anneaux fondamentaux et les cycles to-
taux dans des diagrammes complexes. Ces outils ont systématisé le calcul des corrections
perturbatives, particulierement pertinentes pour les systémes fortement corrélés.

Enfin, nous avons appliqué ces développements théoriques au modéle de Hubbard
en deux dimensions, en calculant ’énergie libre jusqu’au huitiéme ordre dans le déve-
loppement & haute température. Pour y parvenir, nous avons utilisé des techniques de
différenciation avancées ainsi que la division euclidienne des polynomes. Nos résultats, in-
édits, mettent en évidence des comportements nouveaux dans la propagation de 1’énergie
libre, notamment dans le régime de diffusion dominante, offrant ainsi des références utiles
pour de futures recherches.

Les méthodes élaborées dans ce travail ouvrent des perspectives prometteuses, comme
I’extension de nos résultats a des géométries tridimensionnelles ou a des réseaux désordon-
nés. L’intégration d’algorithmes d’apprentissage machine pourrait également optimiser les
calculs de diagrammes, tandis que nos approches pourraient éclairer la physique des ma-
tériaux quantiques, tels que les supraconducteurs a haute température. En conclusion,
cette thése contribue a une meilleure compréhension des systémes quantiques interactifs

et fournit des outils théoriques et numériques solides pour les recherches futures.
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Annexe A

Le potentiel grand canonique aux

deuxiéme et troisiéme ordres

A.1 Deuxiéme ordre

La figure(A.1) représente le deuxiéme diagramme de Hugenholtz de ordre G. Chaque

ligne 7 dans G4 est étiquetée par l'aréte E; et le coefficient de Paréte n;.
Pour calculer la contribution V3! directement & partir du diagramme de la figure(A.1)
(divisé par son facteur de symétrie généré Sy = —8), nous utilisons I'expression suivante :
A _1VP3»P4VP17P2 (A 1)

2 7 g PuP2 "P3p4 :
1

Pour calculer la contribution QQG2 du diagramme G3, nous devons d’abord nous assurer
que toutes les orientations totales sont non nulles. Cela nécessite de trouver des valeurs
arbitraires pour les coefficients de bord n; > 0. Ainsi, nous devons identifier tous les cycles

dans le graphe entier G3.

Tous les cycles de G sont composés de I'ensemble suivant C'Y d’arétes :

CY:{ {Bv, B} {Ey, Bs} {Ev, Eu}, } (A2)
{E2> E3} ) {E27 E4} ) {E37 E4}

En utilisant la définition Eq. (3.24), nous pouvons trouver ’ensemble O de toutes les

orientations totales des cycles C'Y comme suit :

:I:(m —n2),j:(n1+n3),
O = + (nl =+ n4) s + (ng + ng) y (AS)
+ (7’L2 + 7’L4) s + (7’L3 — 714)

A
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GZ 7y
ny
E'l
H.-t_
E"F
)
1

Figure A.1: Diagramme de Hugenholtz de deuxiéme ’ordre

A partir de Eq. (A.2), nous pouvons conclure que la seule condition pour que tous les

éléments de ’ensemble O soient non nuls est :

ny # Ng;ng # Ny (A.4)

Maintenant, nous pouvons attribuer n’importe quelle valeur au coefficient de bord n; > 0;

1 <4 < 4, mais sous la condition Eq. (A.4), par exemple :
n1:3,n2:1,n3:1,n4:2 (A5)

Dans la deuxiéme étape, nous dessinons tous les arbres couvrants possibles du diagramme
G3, qui sont représentés dans la Fig.(A.2). La ligne épaisse dans chaque graphe G, dans
la Fig.(A.2) représente la branche de I’arbre couvrant.
La contribution de chaque graphe Gr,, 1 < i < 4 au grand potentiel est définie par :
Q) = g—T
T

3

(A.6)

L’arbre couvrant 77 contient uniquement une branche E;. Par conséquent, nous pouvons
définir une seule coupe fondamentale, représentée par C; dans Gr,. Le dénominateur D,
peut étre extrait de la coupe fondamentale C4, qui dépend de la direction des fleches
entrantes et sortantes de (', avec la branche sélectionnée E; de 177 comme direction de
projection :

Dpr, =FE+FEy,— E;— E,4 (A.7)
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Nous pouvons déduire le numérateur Ny, directement du co-arbre Ty de G, dans la
Fig.(A.2), qui est composé des cordes {Fy, F3, F4} :

Ny = S 1A (A8)

ou [Oy], [Os], et [O4] sont les signes d’orientation totale des cycles fondamentaux { Es, E },
{Es, Ev}, et {E4, Ey} respectivement. En utilisant la définition Eq. (3.23), Eq. (3.24) et
les valeurs Eq. (A.3) :

[0s] = —Sign[ny — ni] = —Sign[—2] = +
(O3] = —Sign[nsg — n1] = —Sign[4] = — (A.9)
[O4] = =Sign[ny — ni] = —Sign[5] = —

A partir de Eq. (A.7), Eq. (A.8), et Eq. (A.9), 'expression finale de la contribution Q2!
est : P

0 = 2482 A.10

* EB+E—-E—E (4.10)

. e T, T
De méme, nous pouvons trouver la contribution des autres arbres couvrants €2,% | €2° et

QL comme suit

Of — __Jififs
2 FEo+FE1—FE3—F4
OF — __fifili
2 Es+Es—FE1—E»>

Ty _ frfa i
' = E4+11933Ef7E2 (A'll)

1
Enfin, la contribution totale 952 de G} au grand potentiel est la somme de toutes les

Figure A.2: Tous les arbres couvrants du diagramme G
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contributions Eq. (A.10) et Eq. (A.11) :

fofs (5 + f1)

o _ S fi Uy + 13)
Es+ Ey— Ey — Es

= A.12
2 Ey+ FEy— FEs — FEy ( )

A.2 'Troisiéme ordre

La figure (A.3) représente les deux diagrammes de Hugenholtz du troisiéme ordre 23,

(3 et G3. La partie potentielle V3! peut étre déduite directement du diagramme G} comme
suit :

V Vp3 »P6 VPS sP2 Vpl P4

6 Pp1,p2 " P3;P4  P5,P6

(A.13)

Tous les cycles de G} sont représentés par I'ensemble d’arétes suivant :

{E1, Eo}, { B, Eu}, {Es5, Es},
{FE1, E3, Es}, {E1, Ey, E5},
{E1, Ey, Eg}, {Es, B3, E5},
{Esy, E5, Eg}, {Es, Ey, Es},
{Es, By, Es}

(A.14)

Les ensembles de toutes les orientations totales O de G peuvent étre déduits facilement
en utilisant la définition Eq. (3.24). Ensuite :

(

+

H H H W

+

(
(
(
(
(
(2

ni + ng),

s + n6)

+(ns + n4),
(n1 -+ N5 -+ ng),

ny —Ne + n3) i(m +ns — n4),

ny —Ng — Ny
ng — N3 + Ng

+ N4 + Ng

),
), £(ng + ny — ns),
)

+(ny — n3z — ns),

G vy
,

Figure A.3: Les diagrammes de Hugenholtz du troisiéme ordre

(A.15)
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A partir de Eq. (A.15), nous pouvons conclure que toutes les conditions requises pour

rendre O # 0 sont :

nl—n6—|—n37é0,n1+n5—n47é0
ny—ng—ng #0,my —nz —ns #0 (A.16)
ng — nz +ng 7# 0,12 +ny —ns # 0

Nous pouvons choisir n'importe quelle valeur pour les coefficients n; > 0;1 < ¢ < 6 mais

sous la condition Eq. (A.16), par exemple :
n1:n2:n3:n4:n5:n6:1 (A].?)

La deuxiéme étape consiste a trouver tous les arbres couvrants du graphe Gi. La Figure
(A.4) représente tous les arbres couvrants des diagrammes G3. Les lignes épaisses dans
chaque graphe Gr, de la Figure (A.4) représentent les branches de son arbre couvrant.
Maintenant, nous nous concentrons sur la détermination de la contribution de chaque
arbre couvrant. En commengant par le graphe Gy, les branches de son arbre couvrant
sont Ty = {F1, E3}, donc il y a deux coupes fondamentales, qui sont représentées par Cy
et Cy dans Gry.

Pour (', nous voyons que la corde Eg est dans la méme direction que la branche Fi,
tandis que les cordes restantes Fs et E5 sont dans la direction opposée a la branche FEj,

donc le dénominateur est :
D1 = El + E6 - E2 - E5 (A18)

De méme, le dénominateur déduit de C est :
Dy =FE3+ FEs— Ey— E5 (A.19)

Le dénominateur total résultant de l'arbre couvrant T} = {Ej, E3} est alors le produit
des dénominateurs partiels Eq. (A.18) et Eq. (A.19) :

Dy, = D1Dy = (Ey + Eg — Es — E5)(Es + Eg — E4 — E5) (A.20)

Pour calculer le numérateur Ny, , nous utilisons la relation Eq. (3.22). L’arbre co-entier
T} de G, dans la Fig. (A.3) est composé des cordes { Es, Ey, E5, Eg}, donc :

O O O O
Niy = f0% 109 1071 £ (A.21)

Pour trouver les orientations totales O;;i = 2,4,5,6, nous devons d’abord trouver tous
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Figure A.4: Tous les arbres couvrants du diagramme G%

les cycles fondamentaux F'C' de I’arbre couvrant 7'1 dans G, (Fig.(A.3)), qui sont :
FC = {{E27 El}; {E47 E3}7 {E57 E37 El}a {E67 E17 E3}} (A22)

A partir des définitions Eq. (3.23) et Eq. (3.24), et des valeurs Eq. (A.17), alors les signes

des orientations totales sont :

(A.23)
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Enfin, la contribution du graphe Gy, dans Fig. (A.3) est :

G fo o fs s
Q.0 = A.24
3 (B, + Es — By — E5)(Es + Eg — By — Es) ( )

De la méme maniére, nous pouvons calculer les contributions des autres arbres couvrants
. . . . . 1 G,
T;;2 < i <12 dans Fig.(A.4). Par conséquent, la contribution totale Q?‘* =32 Q" du

diagramme G} peut étre écrite comme suit :

0% _ f5 fe (fs = IOy = f5) N fy 1 (s = IO e = f5)
s (B¢ — Es — Ey + F1)(Eg — E5s — By + E3)  (BEy— E3 — Ey + Ey)(Ey — B3 — Eg + E5)

Fo (e = f3)(fe — f5) /A

+ ZX.
(Ey — By — Ey+ E3)(Ey — By — Eg + E5)

25)




Annexe B

Différences divisées et contributions du

second ordre de ¢

B.1 Différence divisée

Les différences divisées sont un concept fondamental en analyse numérique et en in-
terpolation, largement utilisées pour construire des approximations polynomiales de fonc-
tions. Elles sont au cceur de méthodes telles que la formule d’interpolation par différences
divisées de Newton.

La différence divisée d’ordre un, notée f[xzq,x;], représente la pente entre deux points
(o, f(x0)) et (1, f(x1)), et est définie par :

f[x()aml] =
o — X1

De maniére générale, la différence divisée d’ordre k, impliquant & + 1 points, (xo, f(x¢)),

(1, f(21)), -+, (2, f(x})) est définie comme suit :
. — Tiynn, The
f[:lfo,fl?l,---,llfk] _ f[xlux% ,I’k] f[x(b 1, y Lk 1] (B2)
T — o
Ici, flx;, ©it1, - . ., ;] désigne la différence divisée d’ordre (j—i) pour les points z;, 41, . . ., ;.

Le cas de base pour les différences divisées correspond aux valeurs de la fonction,
donné par flz;] = f(x).
Une définition équivalente de la différence divisée est :

k

f[mo,xh...,mk]:;% (B.3)
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L’expansion en série de Taylor des différences divisées peut étre obtenue en combinant
la définition des différences divisées avec les propriétés de la série de Taylor.

Pour une fonction suffisamment lisse f, la différence divisée d’ordre k pour les points

Xo,T1,..., T peut étre exprimée en termes des dérivées de f comme suit :
0 n
flro, z1, ..., zk) = ST T (B.4)
n=k )

ou les entiers i; > 0, ou 0 < 7 < k, sont choisis selon la condition suivante :

B.2 Contribution du second ordre €2

Pour calculer le terme du second ordre, §25,nous appliquons directement le code fourni
dans [71]. La forme analytique générée de la contribution & température finie est donnée

par :

(f7 (xs) [ (za) — 7 (2) (f (xs) + [ (24))) [ [21, —22 4 @5 + 24] (B.6)

ou z; représente l'énergie Ey, ..
Ce code génére également le produit des potentiels, pot, ainsi que le facteur de symétrie

sym = —8 du diagramme, sous la forme :

1
pot = —3 POT(1,2,3,4]POT3,4,1,2) (B.7)

Ou POTi, j, k,1] = Vi -
En substituant les distributions de I’équation (4.7) dans la contribution donnée par
I'équation (B.6), on remarque que f*(x) peut étre exprimée comme f*(x) = j:% +

%tanh (gx) Par conséquent, la contribution €2, peut étre écrite sous la forme suivante :

Q, — Bpot sinh [g(xl + Ty — T3 — m)} B8)
Hle 2 cosh (gxl) g(xl + xy — X3 — 4)

En substituant le produit des potentiels de I’équation (B.7) et en remplagant x; par son
énergie correspondante Ey, , dans 'équation (B.8), puis en effectuant la sommation sur les

spins et en appliquant la conservation de la quantité de mouvement k> = qo £ q1, ks34 =
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qo + q2, on trouve que la contribution compléte a calculer est :

Q2 _ 6U2 /DqSinh [g(qumm + Etmflh,i - quJrqz,T - E(Ioﬂh,i)} %
32 g(Equqm + qu—qhi - qu+tJ2,T - qu—qa,i)
1 1
(B.9)
11_1[,2 cosh (gEQO-H]i,T) cosh (gEtm—qlwi)

Les intégrales f Dq représentent l'intégration sur toutes les variables d’impulsion
¢; (0 < i < 2) a lintérieur de la zone de Brillouin. Cela peut étre exprimé comme

™ Tl' 2 dqj,i N s . 9e .
f_w e f_ﬂ szo Hi:x’y 52, Oll gj; désigne les composantes x et y des vecteurs d'impulsion

g; pour chaque indice j.

Les intégrales décrites dans la contribution de I’équation (B.9) peuvent étre calculées
numériquement pour toute température 7', y compris le cas de température nulle 7' = 0.
Malgré la forme relativement simple de €25, le calcul implique six intégrales, ce qui le rend
exigeant en termes de ressources numériques.

La complexité augmente de maniére significative pour des ordres supérieurs n, car
le nombre d’intégrales requises croit jusqu’a 2(n + 1). Cette difficulté est encore aggra-
vée par le nombre croissant de diagrammes et leurs contributions respectives. Une telle
croissance exponentielle de la dimensionnalité des intégrales engendre des défis computa-
tionnels majeurs. Les méthodes d’intégration numérique directe, telles que les techniques
basées sur des grilles, deviennent alors impraticables en raison de la malédiction de la
dimensionnalité.

Pour faire face a cette complexité, les auteurs emploient des techniques telles que
I'intégration de Monte Carlo ou les méthodes quasi-Monte Carlo. Ces méthodes sont
adaptées au traitement des intégrales de haute dimension et permettent d’obtenir des ap-
proximations des résultats, notamment lorsqu’elles sont combinées a I’échantillonnage par
importance afin de se concentrer sur les régions les plus significatives du domaine d’inté-
gration. Ces méthodes restent toutefois approximatives et nécessitent un temps de calcul
considérable. Malgré leur efficacité dans la gestion des intégrales de grande dimension,
elles exigent souvent des ressources de calcul importantes et sont sujettes a des erreurs en
raison de la nature finie de I’échantillonnage propre aux techniques de Monte Carlo. Le
temps de calcul devient de plus en plus exigeant a mesure que le nombre d’intégrales et
de diagrammes augmente, en particulier pour les ordres élevés n. Cela limite leur faisabi-
lité pratique pour des calculs a grande échelle, rendant essentiel ’exploration d’approches
alternatives ou d’optimisations afin de réduire davantage la charge computationnelle.

L’une des méthodes utilisées est le développement en série a haute température. Avant

de poursuivre pour expliquer pourquoi cette méthode est utile, commencgons par dévelop-
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per {25 & haute température :

U2 00 6 2n+1 4
Qn=—1¢ (§> /Hcm}/f"iDq (B.10)
n=0 1=0
Avec ¢, = m7 Cn;, = % and Z?:o n; = n.Les énergies Y12 = Egyyq,,1, Y34 =

Bay-qray and Yo = (i — Y3) + (Y — Ya).

Comme nous le voyons dans ’'Equation (B.10), la contribution 5 est écrite pour tous
les ordres de température. C’est 'un des avantages de la méthode de la différence divisée
MBPT, qui nous permet de réécrire toutes les contributions de n’'importe quel diagramme
de Hugenholtz (Feynman) pour tous les ordres de [3.

Le calcul des intégrales aprés développement peut étre effectué exactement a l'aide
de n’importe quel langage symbolique (comme Mathematica) en raison de la forme de
I’énergie dans 'Equation (4.17), mais cela nécessite un certain temps de calcul. Dans
cette situation, nous pouvons simplifier davantage I'énergie dans I'Equation (4.17) sous la

forme suivante :

By = —t(x—i—x_l +y+y_1) + A, (B.11)

Ou z = exp(ik,), y = exp(iky).

Ainsi, les quantités Y; o et Y34 peuvent étre réécrites sous la forme suivante :

Yig = —t (vom12 + 25 215 + yoyr2 + o 'via) + At (B.12)
et
X X
Y34 = —t (—°+ﬂ+£+&>+m (B.13)
T1,2 Zo Y1,2 Yo

Par conséquent, la contribution {25 peut étre exprimée sous la forme d’un multinomial
en termes des variables (x;,v;), ot 0 < ¢ < 2. Les intégrales sur (¢, ¢y), ou 0 < i < 2,
dans les domaines [0, 27], sont réduites au calcul du terme constant (coefficient 0) de ce

multinomial.

72 & 3 2n+1 4 )
Oy = —7¢ > (5) CF (1‘! Y, ,0) (B.14)

ou C'F(P,0) est une fonction qui calcule le coefficient 0 dans le multinomial P. Ce coeffi-

cient peut étre déterminé de maniére récursive, et le code suivant fournit une implémen-
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tation de cette méthode :
Algorithme B.1 : Algorithme d’'Intégration Multinomiale
Input : €,

Output : res
res < {o;
for 1 < 0 to 2 do
res < Coefficient(res, z;,0);
L res < Coefficient(res, y;, 0);

La fonction Coefficient(P, X, 0) calcule le terme constant (coefficient 0) du multinomial
P. Lefficacité de cet algorithme permet I’évaluation des intégrales en O(n,), ol n, est le
nombre de variables. Cependant, la performance réelle dépend de I'implémentation et des
caractéristiques computationnelles de la fonction Coefficient.

La méthode utilisée pour calculer les intégrales du second ordre, €25, peut également
étre étendue a des ordres supérieurs, €2,,. Cette approche est a la fois efficace et polyvalente,
ce qui la rend applicable & des modéles o I’énergie dépend de fonctions trigonométriques
telles que cos ou sin.

Enfin, nous notons que le temps nécessaire pour calculer {2, augmente avec 'ordre de
I’expansion S". Par exemple, il faut environ 1 seconde pour n = 10 et 6 secondes pour
n = 12 en utilisant Mathematica sur un PC personnel. Cette augmentation du temps
de calcul est due a la fonction Coefficient de Mathematica, qui développe le multinomial
pour déterminer le terme constant ag.

Le défi restant consiste a développer une méthode optimisée pour calculer le coefficient
ag sans développer le multinomial, ce qui permettrait de considérablement accélérer les
calculs. Cela reste un probléme ouvert, offrant une opportunité pour des recherches et des

améliorations futures.

B.3 Développement en série a haute température de )
a demi-remplissage

Le développement en série du potentiel grand canique & demi-remplissage avec h = 0,

jusqu’aux ordres O(S, UY), est donné comme suit :
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21 U? 1 U4
QO =— Og() ﬁ( )+53<24(9t4+t2U2)+m>

8 32
5_1&6 41t4U2 N Ut g 595t% N 101¢502 N 527t U4
2304 1008 107520

1 640
21710 458473t8U2 37151t5U4

800 2003040 2903040)
(53207t12 6658661¢'°U2 N 760201t8U4)
172800 26611200 25231360

780923t 6608402323t12U2 L 2204424263t°0U* (B.15)
2116800 16605383800 33210777600 '
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